Avant-propos

Cet ouvrage regroupe les épreuves de mathématiques des écoles normales supérieures et de
I’école polytechnique pour les filieres PC, PSI et BCPST des années 2017 & 2020.

Les sujets sont retranscrits fidelement, éventuellement avec leurs erreurs d’énoncé. Le corrigé
est complété par des commentaires précisant un point de cours, détaillant un calcul, donnant
des conseils méthodologiques ou apportant une note culturelle.

Les programmes des filieres PC, PSI et BCPST ne se recoupent pas. On a la disposition suivante :

PSI BCPST

Cependant, les épreuves 2017 a 2020 de la filiere BCPST peuvent étre traitées dans leur grande
majorité par les étudiant.e.s des filieres PC et PSI (la réciproque étant fausse). Les thémes
majoritaires des épreuves BCPST sont les équations différentielles, Palgebre linéaire (valeurs
propres, réduction des matrices) et les probabilités (discrétes ou continues). Seuls les points
suivants sont spécifiques a la filiere BCPST :

» Partie 2 de I’épreuve 2019 (variable aléatoire & densité)

» Question 2 de la partie 1 de ’épreuve 2020 (théoréme central limite)

Enumérons les différents thémes abordés dans I'ensemble des épreuves.

PSI 2017 : beaucoup d’algebre linéaire!
e Endomorphismes nilpotents, symétriques.
e Produit scalaire, espaces euclidiens.
e Polynomes.

e Intégration.

PSI 2018 : sujet d’analyse numérique. Il s’agit de la recherche d’une solution approchée d’une
équation différentielle.

o Equations différentielles.
e Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice tridiagonale.
e Formule de Taylor avec reste intégral.

Norme.

e Un peu de probabilités.
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PSI 2019 : sujet d’analyse numérique assez mal rédigé et tres technique. Il s’agit de la recherche
d’une solution approchée d’un systéme linéaire Az = b selon la méthode dite du gradient conju-
gué.

e Algeére linéaire et polynémes de matrices.

e Matrices symétriques et le théoreme spectral.

e Hspaces euclidiens.

e Norme sur les matrices.

e Polynoémes, dont les polynémes dit de Tchebychev de premiére espéce.

PSI 2020 : sujet assez difficile portant sur les fonctions concaves et semi-concaves. Beaucoup
de majorations et minorations!

e Fonctions lipschitziennes.

e Manipulation de bornes supérieures et inférieures.

e Suites de nombres réels et suites dans un espace vectoriel normé.
e Probléeme de minimisation, projections sur un convexe fermé.

e Fonctions de plusieurs variables (gradient).

PC 2017 : sujet d’algebre linéaire tournant autour de la notion de rayon spectral.
e Norme sur les matrices.
e Valeurs et vecteurs propres d’une matrice.

e Nombres complexes.

PC 2018 : sujet original portant sur les matrices a coefficients dans {—1,1} comportant une
grande part de probabilités.

e Probabilités.
o Intégrales généralisées.
e Fonctions de deux variables.

e Formule de Stirling.

PC 2019 : sujet assez difficile et quelque peu confus s’intéressant & la reconstruction d’un signal
bruité.

e Matrices a coefficients complexes.
e Norme.
e Fonctions de la variable complexe.

e Probabilités.

PC 2020 : sujet plutot facile portant sur le produit tensoriel de matrices et la minimisation
d’une fonctionnelle.

e Algebre linéaire et réduction des matrices.
o Intégrales généralisées.

e Produit scalaire.



BCPST 2017 : sujet demandant peu de connaissances du cours, portant sur le comportement
asymptotique des solutions d’un systéeme différentiel. Beaucoup de majorations et minorations !

o Equations différentielles.

e Valeurs et vecteurs propres d’une matrice.

BCPST 2018 : sujet comportant deux exercices indépendants. L’un assez facile étudie une
équation différentielle. L’autre assez difficile, plus long, et mal rédigé, porte sur le probleme dit
du collectionneur et comporte quelques variables aléatoires mal définies.

o Equations différentielles.

e Probabilités.

e Manipulation d’inégalités.
BCPST 2019 : sujet intéressant portant sur le probleme dit du transport optimal. Peu de
connaissances du cours sont requises.

e Matrices bistochastiques.

e Permutations d’un ensemble fini.

e Manipulation de sommes doubles.

e Densités de probabilités, intégrales généralisées.

e Intégrales de fonctions de deux variables.

BCPST 2020 : sujet d’analyse numérique assez facile portant sur la méthode dite des éléments
finis. 11 s’agit de chercher une solution approchée d’une équation aux dérivées partielles.

e Probabilités discretes, théoreme central limite.

o Equations différentielles du second ordre.

e Valeurs et vecteurs propres d’une matrice tridiagonale.
e Convergence d’une suite matricielle.

e Fonctions de deux variables.

L’ouvrage comporte fatalement des coquilles. Ces erreurs ou tout autre question mathématique
peuvent étre adressées & erreur.livre.x.ensOgmail.com
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Sujet n°1

Banque commune Ecole Polytechnique -
InterENS filiere PSI 2017

L’énoncé

Notations

Dans tout le texte, on adopte les notations suivantes :

Pour toute fonction f définie sur un intervalle de R et tout entier n > 1, on note f(™ la
fonction dérivée n-¢me de f sur cet intervalle (quand cette dérivée n-éme existe).
Ainsi, f® =/ @ = " etc. On convient que f© = f.
n

Pour tout entier n > 1, on pose n! = H k=1 x...x n la factorielle de n. On convient que

k=1
0!l =1.
Pour tous n € N* et m € N*| .#,, »(R) désigne 'ensemble des matrices & coefficients réels
ayant n lignes et m colonnes. On pose .#,,(R) = #,.»(R), et on note I, la matrice identité
de ., (R). Le déterminant d’une matrice carrée A = [a;,;]1<i,j<n € #n(R) sera noté det(A).
Sa transposée est notée ‘A = [a;.:i]1<i j<n. Lorsque A = [a1,1] € #1,1(R) on identifie A au
réel a1,1.

On note R[X] le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Pour tout entier
n = 0, on désigne par R, [X] le R-espace vectoriel des polynéomes & coefficients réels et de
degré inférieur ou égal & n. Les polynomes de R[X] et les fonctions polynomiales associées
seront notés identiquement. Ainsi, si par exemple P € R[X] désigne un polyndme, alors la
fonction polynomiale associée sera aussi notée P.

Etant donné un R-espace vectoriel de dimension finie E, on note 0z 1'élément nul de E,
et on note Idg l'application identité de E dans lui-méme. On note .Z(E) I'ensemble des
endomorphismes de E.

Si L € Z(E) est un endomorphisme de E et n > 2 un entier naturel, on note L™ Papplication
composée de L avec lui-méme n fois : L™ = Lo Lo...oL (n fois). Par convention L° = Idg
et L' = L. Le noyau et I'image de L seront notés respectivement ker L et im L.
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Si F1 et F»> sont deux sous-espaces vectoriels de F, on note F; + F> la somme de ces deux
sous-espaces. On écrira F; @ F> pour signifier que cette somme est directe. Si, de plus, E est
muni d’un produit scalaire, on écrira F; @ F, pour signifier que la somme est orthogonale,
c’est-a-dire que Fy et F» sont orthogonaux entre eux. L’orthogonal d’un espace sous-espace
vectoriel F' de E sera noté F. On notera dim(F) la dimension de F.
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Partie I

Soit m = 2 un entier naturel et E' un R-espace vectoriel de dimension 2m+1. Cet espace est muni
d’un produit scalaire (- | -). Soient T et M deux endomorphismes de E vérifiant les hypotheses
suivantes :

(Hl) T2 2 0z (p) et T2mHl — Og(E).
(H2) M? = 1dg.
(H3) ¥(v,w) € E?, (M(v) | w) = (v | M(w)).
(H4) ToM+MoT = Og(E).
On pose dans la suite
F* =ker(M —1dg), F =ker(M +1dg).

On considere 'application S de F x E dans R définie par

V(v,w) € B?, S(v,w) = (v | T(w)) + (T (v) | w),

et on note G I'’ensemble des éléments u € E vérifiant les deux propriétés :
(a) uweim(T),
(b) Yve E, S(u,v) =0.

1. Pour tout vecteur v € E, on pose
vt =0+ Mw), v =v—M®).

(a) Montrer que : Yve E, vt e F* et v~ € F™.
(b) Montrer que E = F™ @+ F~.
(c) Montrer que : Yv e F* ,T(v) e F~ et que Yve F~,T(v) e Ft.
En déduire que F* et F~ sont stables par T2.
2. Montrer que pour tout k € {0,1,...,2m}, im(T**!) c im(T*) et im(T*!) # im(T").
3. En déduire que pour tout k € {0,1,...,2m + 1}, on a

dim(imT%) = 2m + 1 —k, dim(ker T%) = k.

4. En déduire aussi que im TF = ker T2™+1-F pour 0 < k <2m + 1.
5. Soit ke {1,2,...,2m+ 1} et z € (imTk)l ) (imTkil) tel que z # Og. Apres avoir justifié
lexistence d’un tel vecteur z, montrer que T°™ =% (2) # 0.

6. Montrer que pour tout nombre réel o, ’endomorphisme Idg + aT? est bijectif et que
m
(Idg +aT?) ™" = Y (=) a1,
k=0

ou (Idg + ozTZ)_1 désigne ’endomorphisme inverse de Idg + oT>.
7. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E et que G nker(T) = {0g}.

8. En déduire que l'application (v,w) € G x G — (T'(v) | T(w)) est un produit scalaire sur
G.

9. Soit ke N.
(a) Montrer que M o T = (—=1)*T* o M.
(b) En déduire que im T* et ker 7% sont stables par M.
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10. Montrer que l'une des deux assertions suivantes est vraie : (i) ker T < F* (ii) ker T < F~.
11. On suppose ici que ker(T) c F*.

(a) Montrer que : Yz € F~, T?™(z) = Og.
(b) Montrer que (imT)L c FT et que (imTQ)l NimT c F~.
(c) Soit z € (im T)L avec z # 0g. Montrer que T'(2) € GT et que T(z) # Og.
(d) Soit z € (imTQ)J' ~ (imT) avec z # 0. Montrer que T'(z) € G et que T(z) # 0.
12. On dit désormais qu’un couple (w1, w2) € E X E est une paire caractérisante de G si w1
et we vérifient les trois propriétés :
(A) wy € F™, T(w1) € G* et T(w1) # O,
(B) w2 € F~, T(w2) € G* et T(w2) # Op,
(C) w; e (imTQ)J' pour i =1eti=2.
Déduire des questions précédentes I'existence d’une paire caractéristique de G.
13. En déduire que dim(G) < 2m — 2.
14. On suppose maintenant que G vérifie I'hypothese suivante :

(H5) dim(G) = 2m — 2.

Montrer que si (w1, w2) est une paire caractérisante de G alors (T'(w1),T(w2)) constitue
une base de G*.



