Avant-propos

La collection « 100% entrainement » est concue pour les éléves des classes préparatoires
scientifiques (préparant aux écoles d’'ingénieur) et économiques (préparant aux
écoles de commerce et de management). Lobjectif de cette collection est de mettre
I'accent sur I'acquisition d’expérience et d'autonomie, en proposant un grand nombre
d’exercices de difficulté progressive, sans rappels de cours excepté dans les corrigés.

Cet ouvrage s'adresse aux éléves des classes préparatoires ECG (maths appliquées)
qui souhaitent trouver un outil différent de celui proposé par les livres d'annales : en
effet, chacun des 31 chapitres correspond a une partie du cours bien ciblée et tous
les exercices du chapitre portent sur cette partie, ce qui procure un entrainement
systématique sur chaque chapitre et permet de s'impliquer réellement dans la
maitrise des notions abordées.

Chaque chapitre est découpé en quatre parties de la facon suivante :

Maitriser le cours. Cette partie contient « Le Vrai/Faux du début » consistant en
des questions de cours ou proches du cours, ainsi que des exercices d'application
directe du cours.

Maitriser les méthodes fondamentales. Cette partie propose des exercices
un peu plus compliqués mais proches de méthodes fondamentales qu'il faut
absolument connaitre et maitriser parfaitement.

Pour aller plus loin. Cette partie contient des exercices plus élaborés, pour
certains difficiles, nécessitant autonomie, faculté a prendre des décisions et esprit
de synthése. Elle se termine par « Le Vrai/Faux de la fin » qui oblige a une réelle
réflexion et nécessite d'avoir un bon recul sur les notions abordées.

Solution des exercices. Cette partie fournit les solutions des exercices, complétes
et rédigées avec le plus grand soin, au sein desquelles sont disposées des bulles
et des encadrés contenant des rappels de cours, des conseils de méthode, des
astuces, ou encore des mises en garde contre les erreurs a éviter.

Les auteurs de cette collection ont compilé cet abondant vivier d'exercices pour
que ce livre constitue une aide efficace pour le lecteur, non seulement pendant
la premiére année de classe préparatoire, mais aussi par la suite.

Sylvain Rondy
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Modes de raisonnement

Mattriser le cours

Exercice 1 - Le vrai/faux du début

Soit P et Q deux propositions mathématiques.
1. P implique Q est équivalent & non(P) implique non(Q). O Vrai [0 Faux
2. P implique Q est équivalent a non(Q) implique non(P). U Vrai ] Faux

Exercice 2 -
1. Soit 7 = 0. Montrer, & ’aide d’un raisonnement par contraposée, que si n? est un entier pair
alors n aussi.

2. Montrer, a ’'aide d'un raisonnement par 'absurde, que \/E est un nombre irrationnel. On com-
mencera par écrire \/2 = % ou p et g sont deux entiers naturels non nuls tels que la fraction %
soit irréductible (c’est-a-dire non simplifiable).

Exercice 3 -

Montrer par récurrence que, pour tout entier n = 1, 2" > n.

Exercice 4 -
Onposeay=1,a, =1et:

vYn=0,a,,,=a,,+ n+1a,
Montrer par récurrence double que :

an
Vn=0 —=<1
n!

Maitriser les méthodes fondamentales

Exercice 5 -
Soit (1) 5 1a suite définie par u, = 1 et :

Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur a2,ona0 < u,, < 1.



Exercice 6 -
Soit u la suite définie par uy =5, u; =6et:

Vn =0, u,,, =6u,,, -9,

Montrer que :
vYn=0,u,=(-3n+5)3"

Exercice 7 -
Soit x € R. Montrer :
Ve>0,x2<e = x=0

Pour aller plus loin

Exercice 8 -

Soit b > 0. Déterminer le terme général de la suite (u,,) .o définie par u, € R et par la relation :

— 12
Vn =0, u,, =buj

Exercice 9 — Le vrai/faux de la fin

1. Soit 7 € N*. Si n est le carré d’un entier, 27 ne 'est pas. U Vrai [ Faux
2. Tout entier positif est somme de trois carrés d’entiers naturels. J Vrai [0 Faux
Solution des exercices
Exercice 1 -
1. P implique Q est équivalent & non(P) implique non(Q). O Vrai R Faux
2. P implique Q est équivalent & non(Q) implique non(P). R Vrai ] Faux
Exercice 2 -

1. On souhaite montrer que si n? est pair, alors 7 aussi. Supposons donc que 7 n’est pas pair et
montrons que 1% n'est pas pair. Lentier n est donc impair : il existe un entier k > 0 tel que

n=2k+1. Alors:

n?=Q2k+12=4k>+4k +1=22k*>+2k) + 1

et 2k? + 2k est un entier donc 12 est impair. On a ainsi montré le résultat souhaité par contra-

posée.



©f Méthode

Soit P et Q deux propositions mathématiques. Montrer que 'implication P = Q est vraie
est équivalent & montrer que I'implication non(Q) = non(P) est vraie. Autrement dit, pour
montrer P = Q, on peut supposer que Q est fausse et montrer que P est fausse.

2. Supposons par I'absurde que \/5 est rationnel. Sachant que ce nombre est strictement positif,
il existe donc deux entiers naturels non nuls p et g tels que :

Vi<P
q

et sans perte de généralité, on peut supposer que cette fraction est irréductible. On a alors
q\/é = p donc 2g*> = p®. On en déduit que p® est un entier pair donc p aussi d’apres la
question 1. Ainsi, il existe un entier naturel k tel que p = 2k. Alors :

2g* = p? = (2k)? = 4k?

ce qui implique que q2 = 2k?. Ainsi, q2 est pair donc g aussi d’apres la question 1. On en
déduit que p et g sont tous les deux divisibles par 2 ce qui est absurde car 5 est irréductible.
On vient donc de montrer par ’absurde que \/5 est irrationnel.

& Cours
L’ensemble des rationnels, noté (), est le sous-ensemble de R défini par :

@z{s, (p,q)EZxZ*}

Un réel est irrationel si il n’est pas rationnel.

Q@2 Méthode

Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on peut supposer
que P est fausse et obtenir une absurdité.

Exercice 3 -

On a 2! = 2 > 1 donc l'inégalité souhaitée est vraie au rang 1.

Soit 72 = 1 tel que 2" > n. Montrons que 2"*' > n+1.0na:
2M1 =2 x2" > 2p

par hypothése de récurrence. Or n = 1 donc 2n = n + n = n + 1. On en déduit que :
2"l s 2n=>n+1

ce qui montre le résultat souhaité.

La propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire. Par principe de récurrence, elle est donc vraie
pour tout entier naturel supérieur ou égal a 1.

‘ Chapitre 1 ¢ Modes de raisonnement



Q5 Méthode

Soit 1y, € N. Pour démontrer par récurrence une propriété 2 (n) dépendant d’un entier n = n,
on suit le raisonnement suivant :

— Initialisation : on montre que la propriété est vraie au rang n,.

— On prouve I'hérédité : on considére un entier n = n, pour lequel 2 (n) est vraie et montre
alors que 2 (n + 1) est vraie.

— On conclut.
Exercice 4 -
Ona:
—=1=<1 et —=1=<1
0! 1!
L'inégalité & montrer est donc vraie aux rangs 0 et 1.
Soit n € N tel que :
n _ LTES B
n! (n+1)!

Montrons que :
apio < (0 +2)!

On a par hypotheése de récurrence et sachant que les termes sont positifs :

Apip = Auyy + (N + 1Day,
(n+D'+(n+1n!
=2(n+1)!
s(n+2)(n+1)!
<(n+2)

IA

et c’est ce qu’il fallait prouver.

Par récurrence double, on vient donc de montrer 'inégalité souhaitée :

an
Vn=0 —=<1
n!

&2 Méthode
Pour démontrer par récurrence double une propriété &2(n) dépendant d’'un entier n = 0, on suit
le raisonnement suivant :

— Initialisation : on montre que la propriété est vraie aux rangs 0 et 1.

— On prouve I'hérédité : on considére un entier n = 0 pour lequel 22(n) et 22(n + 1) soient
vraies et montre alors que & (n + 2) est vraie.

— On conclut.
Ce type de raisonnement est particulierement adapté dans le cas de certaines suites dont un

terme dépend des deux précédents. On adapte évidemment le raisonnement si la propriété est
définie a partir d'un autre rang que 0.



Exercice 5 -

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n = 2,0 < u, < 1.
Pourn =2, u, =1et0 <1 =< 1. Ainsi la propriété est vérifiée au rang 2.
Soit 77 un entier supérieur ou égal & deux tel que :
O=suy,=<1
Montrons que :
O0<u,,=1
On sait que :
Upy1 = un(l - ?)
Par hypothése de récurrence on sait que 0 < u,, < 1. Il est clair que :

1
1—;51

etona:

1 nP-1 m-Dmn+1
= >0
n? n? n?

car n = 2. Ainsi, u, et 1 — # sont deux nombres compris entre 0 et 1. Par produit, u,,, appartient
donc lui aussi a [0, 1].

La propriété est vraie pour n = 2 et est héréditaire. Par principe de récurrence, elle est donc vraie

pour tout entier naturel supérieur ou égal a 2.

Exercice 6 -

Ona:
(-3x0+53°=5=u, et (3x1+53'=2x3=6=1

L’égalité souhaitée est donc vraie pour n = Oet n = 1.
Soit n = 0 tel que :
u, = (-3n+53" et u,,=(3n+1) +5)3"" = (-3n+2)3""!
Montrons que :
Upyz = (=3(n +2) +5)3""? = (=3n - 1) 3"**

Par définition de u, on sait que :
Uy = 6U, g — U,

donc par hypothése de récurrence :

Uper = 6(=3n+2)3"" —9(-3n +5)3"
=2(-3n+2)3"*? - (-3n + 5)3"*?
= (-6n +4 +3n - 5)3"*?
= (-3n-1)3""?

Modes de raisonnement

Chapitre 1



et c’est ce que l'on voulait montrer.

Par récurrence double, on vient donc de montrer que la propriété de I’énoncé est vraie pour tout entier
n=0.

Exercice 7 -

Raisonnons par contraposée. Soit x un réel non nul.

Montrons l'existence d’un réel € > 0 tel que x? > . [ Non(Ve > 0, x* < &)= (e > 0] x% > ¢) ﬁ

Posons :

x2

£=—
2

Sachant que x est non nul, il est clair que € € ]O, xz[ ce qui donne le résultat souhaité.

Exercice 8 -
0 . 11 est toujours utile de calculer les premiers termes d’une suite définie par récurrence.
na: Cela permet de conjecturer le signe, les variations, I’expression du terme général...
_ 2

u, = bug

puis :
u, = bu = b(bud)* = bu,
et:
us = bus = b’uf

On conjecture alors : [ Attention : u2" nest pas (u2)" ﬁ

_ 321, 2"
Vn=0,u,=>b""u
On montre cette égalité par récurrence. Elle est vraie au rang O car :

201 20 _ ;0.1 _
b* "ug = b uy = uy

Soit 1 = 0 tel que :
u, =b* 'ud
Montrons que :

b2n+l -1 u2n+1

Upy = 0

Par définition de la suite, on a :
— 12
Upy = bun

donc par hypothése de récurrence :

2
n_ n
Upr =D (bz 1u(2) )
n_ n
— be(Z 1)u3x2
n+l_ n+l
— b1+2 Zu(Z)

_ b2n+1_1 u2n+1
- 0



et c’est ce que 'on voulait montrer.

La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire donc par principe de récurrence, on en déduit que :
n_ n
Yn =0, u, =b*""u

Exercice 9 -

1. Vrai. Soit 7 = 1 s’écrivant comme le carré d’'un entier : n = k? ot k € N*. Supposons par
’absurde que 27 est aussi le carré d’un entier : il existe p € N* tel que 272 = p%. On en déduit
que p* = 2k? donc par stricte positivité de p et k :

et

ce qui implique que \/E est rationnel ce qui est absurde. Ainsi, 271 n’est pas le carré d’un entier.
2. Faux. Il suffit de trouver un contre-exemple. En étudiant les premiéres valeurs de n, on re-
marque que la propriété est fausse pour n = 7. En effet, si il existe a, b, ¢ € N tels que :

7=a’+b*+c?

alors a, b et ¢ appartiennent nécessairement a {0, 1,2} (sinon, la somme est supérieure ou
égale a 9). On vérifie alors facilement qu’aucun triplet n’est solution.

@2 Méthode

Pour montrer qu'une propriété dépendant d’'un entier 7 = 0 est fausse, il suffit de donner
un contre-exemple concret.

Modes de raisonnement

Chapitre 1



Ensembles et applications

Matitriser le cours

Exercice 1 - Le vrai/faux du début
Soit A, B, C trois sous-ensembles d’'un ensemble E.

1. A=B<— AcBetBcA O Vrai 0 Faux

2. AcB<—=VxeA x€eB O Vrai O Faux

3. AcB<—3dx€A x€B [ Vrai [ Faux

4. Aug=A J Vrai [0 Faux

5. AUBINC=AnNC)u(Bn(C) [ Vrai ] Faux
Exercice 2 -

Donner I'ensemble des parties de {1, 2, 3}.

Exercice 3 -
On considere les parties de R suivantes : A = [0,2], B = [1,2], C = [1, 3]. Donner explicitement les
ensembles suivants :

— AUB.
— AuC.
— AnC.
— AnC.

Maitriser les méthodes fondamentales

Exercice 4 -
Soit f:R — Retg:R — R définies par :

VxeR, f(x) =In(1+e*) et gx)=-x
1. f o g est-elle une application de R dans R? Si oui, donner son expression.
2. Montrer que pour tout x € R, f(x) — f o g(x) = x.

Exercice 5 -

Soit A, B et C trois parties d'un méme ensemble telles que ANC = BN CetAUC = BuUC. Montrer
que A = B.



Pour aller plus loin

Exercice 6 -

Soit X une partie d'un ensemble E. On définit la fonction indicatrice de X, 1y : R — {0, 1}, de la

maniére suivante :
1 sieeX

Ve €k, 1X(e)={ 0 sie¢X

Soit A et B deux parties de E. Montrer que :
1. ].Z = lE - ]'A‘
2. ]'AﬁB = 1A]'B'
3. 1,,5=1,+15 - 1,15.

Exercice 7 - Le vrai/faux de la fin

Soit A et B deux parties d'un ensemble E.

1. Z(ANB) =2PA)NPB). O Vrai 0 Faux
2. Z(AUB) =2(A)uP(B). U Vrai U Faux

Solution des exercices

Exercice 1 -

1. A=B<—AcBetBcA R Vrai [0 Faux
2. AcB<=Vxe€A xeB X Vrai (] Faux
3. AcB<=3dx€A x€B 0 Vrai X Faux
4. AUp=A X Vrai O Faux
5, AUBINnC=ANC)u(BnNnC) K Vrai ] Faux
& Cours

Soit A, B et C trois sous-ensembles d'un ensemble E.

— On définit la réunion de A et B, et on note A U B, le sous-ensemble de E défini par :
AUB={x€eE, x€A ou x € B}

— On définit l'intersection de A et B, et on note A N B, le sous-ensemble de E défini par :
ANB={x€eE, xe€A et x € B}

— On définit le complémentaire de A dans E, et on note Z, le sous-ensemble de E constitué
des éléments de E qui n’appartiennent pas a A.

Chapitre 2 ¢ Ensembles et applications



.&' A retenir
Soit A, B et C trois sous-ensembles d’'un ensemble E. On a les propriétés suivantes (distributi-

vité) :

AUuBNC)=AUuB)NAuC(C)
ANBUC)=MANBUMANC)

Exercice 2 -

Notons E cet ensemble. Alors :

P(E) = {2, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, E}

& Cours

Soit E un ensemble. L’ensemble des parties de E, noté 22 (E), est 'ensemble des sous-ensembles
de E. L'ensemble vide, noté @, et 'ensemble E sont des parties de E.

Exercice 3 -

— Pour tout réel x, x appartient 2 A U B si et seulement si x appartient 4 A ou x appartient a B.
Or B est inclus dans A donc A U B = A = [0, 2].

— Pour tout réel x, x appartient & A U C si et seulement si x appartient & A ou x appartient a C.
On en déduit que A U C = [0, 3].

— Pour tout réel x, x appartient 4 A N C si et seulement si x appartient 4 A et x appartient & C.
On en déduit que An C = [1,2].

— Pour tout réel x, x appartient 2 AN C si et seulement si x n’appartient pas a A et x appartient
4 C donc si et seulement si x < 0oux > 2et x € [1,3]. Ainsi, An C =]2,3].

Exercice 4 -

1. On a f définie sur R a valeurs dans R et de méme pour g donc f o g est une application de R
dans R. Pour tout réel x, on a :

fogx)=f(gw) =f(-x)=In(1+e™)

& Cours

Soit A, B et C trois ensembles f : A — Bet g : B — C deux applications. On appelle
application composée de f par g et on note g o f I'application :

gof : A — C
x — g
Dans le cas de deux fonctions, les ensembles d’arrivées ne sont pas forcément précisés.

Pour déterminer I’ensemble de définition de g o f dans le cas de deux fonctions f et g
définies sur A et B, on détermine les éléments a € A tels que f(a) € B.



2. Soit x € R. Alors :

fx)=fogx)=In(1+e")—In(l +e7¥)
=In(l +e*) —In(1 + &)
=In(1 + %) - In(<H)
=1In(1 + &%) = (In(e® + 1) — In(e¥))
= In(e®)

=X

Exercice 5 -
Montrons le raisonnement par double inclusion. Soit x € A. Alors x € AU C donc x € B U C par
hypothése. On en déduit que x appartient & B ou a C. Distinguons deux cas :

— Si x appartient a B, c’est ce que I'on voulait montrer.
— Si x appartient a C alors il appartienta A N C. Or An C = B n C donc x appartient & B.

On vient donc de montrer que pour tout x € A, x € B donc A est inclus dans B.

Par un raisonnement analogue (on échange les roles de A et de B), on montre que B est inclus dans
A. Ainsi, A = B.

Q2 Méthode

Soit A et B deux parties d’'un ensemble E. Montrer que A = B est équivalent 4 montrer que
Ac BetBcA.

Exercice 6 -

1. Soit x € E. Alors 1,(x) = 0 si et seulement si x ¢ A donc si et seulement si x € A. Une fonction
indicatrice ne prenant que deux valeurs, on a aussi que 1, (x) = 1 si et seulement si x ¢ A.On
en déduit que :

Iy=1;-1,

2. Soit x € E. Alors x appartient 4 A N B si et seulement si 1,(x) = 1 et 15(x) = 1 donc (sachant
qu'une fonction indicatrice vaut 0 ou 1) si et seulement si 1,(x)1z(x) = 1. On en déduit que :

140 = 141

3. Lapartie AUB de E est’'union disjointe des éléments de A qui ne sont pas dans B, des éléments
de B qui ne sont pas dans A et des éléments qui sont a la fois dans A et dans B. En se basant

sur ceci, posons :
f=1,+1 - 1,1,

Soit x € A U B. Distinguons les trois cas précédents. Si x appartient 4 A mais pas & B alors :
) =1,x) +15(x) —1,(0)15(x) =1+0-1x0=1
De méme, si x appartient & B mais pas & A, on obtient f(x) = 1. Pour finir,six e AN B :

FO) =1, +13(0) —1,0)1z(x) =1+1-1x1=1

a Chapitre 2 ¢ Ensembles et applications



Si x ¢ A U B alors il est clair que f(x) = 0. On en déduit que :
1y =14+ 15— 1,1

Exercice 7 -
1. Vrai. Raisonnons par double inclusion. Le fait que AN B < A et AN B < B implique que :

PANB)c PA) et (AN B) c P(B)

donc :

PANB)cPA) NP(B)
Montrons 'autre inclusion. Soit X € 22(A) N Z2(B). Alors X est une partie de A et une partie
de B donc X est une partie de A N B. Ainsi :

PANPB)c PANB)

On en déduit que (A N B) = Z2(A) N & (B).
2. Faux. Donnons un contre exemple en posant E = R, A = [0,2] et B = [1, 3].

On a alors A U B = [0, 3]. Le segment [0, 3] est donc une partie de A U B mais n’est pas une
partie de A, ni de B.





