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Avant-propos

Cette seconde édition du livre « Econométrie des Variables
Qualitatives » comporte divers paragraphes nouveaux. Ils corres-
pondent, soient a des méthodes apparues dans la littérature
depuis 1985, soient a des méthodes existant antérieurement, mais
dont l'intérét pour les applications économiques s'est révélé
depuis cette date.

Ainsi un chapitre [chapitre XI] a été consacré aux modéles de
durée, qui se sont avérés utiles aussi bien pour la description du
phénomeéne de chémage que des problemes liés a I’attribution de
crédit ou a la consommation de biens durables. Les modéles clas-
siques de durée et les facons de les utiliser y sont complétement
décrits, en insistant sur les liens existant avec d’autres modéles
apparaissant dans le livre [Modéles Tobit, Modeles de Poisson].
Par ailleurs, I'accent a été mis systématiquement dans tous les
chapitres sur les problémes liés aux erreurs de spécification : des-
cription des principales procédures de test [chap. III], mesures
de qualité d’ajustement [chap. III], construction de graphiques de
résidus généralisés [chap. VI, VIII], tests d’exogénéité [chap.
VIII].

Finalement une introduction aux méthodes semi-paramétri-
ques a été donnée dans le cas qualitatif [chap. I] et dans celui des
modeles de durée [chap. XI]. Celles-ci ne sont pas encore d'un
usage courant, mais devraient se développer rapidement dans les
prochaines années.







Introduction

0.1. HISTORIQUE

L’étude de modeles décrivant les modalités prises par une ou
plusieurs variables qualitatives date des années 1940-1950 [Berk-
son (1944), (1951)]. Les premiéres applications ont essentielle-
ment été menées dans le domaine de la biologie, puis de la
sociologie et de la psychologie. Ce n'est que récemment [McFad-
den (1974)] que ces modeles ont été utilisés pour décrire des don-
nées économiques. Les applications a ce nouveau domaine ont
permis le développement des modeles de type qualitatif dans
deux directions principales:

— Ilasouvent été possible de construire ces modeles a partir
d’une théorie économique sous-jacente des comportements indi-
viduels. Cette approche a permis de mieux comprendre la signifi-
cation de certains modeles usuels comme le modele logit
[McFadden (1974)]. D’autre part, il est apparu que divers proble-
mes économiques (consommation de biens durables, analyse des
déséquilibres...) conduisaient a des modeles, qui, s’ils n’étaient
pas qualitatifs au sens strict du terme, en étaient mathématique-
ment proches[Tobin (1958), Fair-Jaffee (1972), Heckman (1976)...].

— Le deuxieme apport des applications au domaine écono-
mique est I'introduction de variables exogénes. Les modéles sont
donc principalement construits dans un but explicatif. Il est alors
naturel de comparer ces modeles qualitatifs explicatifs au
modele linéaire habituel.

0.2. QUELQUES RAPPELS SUR LES VARIABLES QUALITATIVES
0.2.a — Généralités

Les données statistiques disponibles sont souvent relatives
a des caracteres qualitatifs comme la catégorie socio-
professionnelle, le type d’études suivies, le fait de travailler ou
non, d’acheter ou ne pas acheter un certain produit...
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Les méthodes d’inférence permettant de traiter de telles don-
nées different sensiblement de celles employées pour étudier des
caractéres quantitatifs, car elles doivent tenir compte de
I'absence de continuité et souvent de I’absence d’ordre naturel
entre les modalités que peut prendre le caractére qualitatif.

Dans la suite, nous supposerons que ce caractére y peut pren-
dreK + 1 modalités disjointes, notées[k |,k =0, ..., K.SiK +1=2
[resp. 3]la variable est dite dichotomique [resp. : trichotomique] ;
dans le cas général, ot K est quelconque, elle est dite polytomique.

Lorsque le caractére y considéré est aléatoire, sa loi est défi-
nie par la donnée des probabilités que y prenne la modalité [k |;
ces probabilités sont notées P, k = 0, ..., K

0.2.b — Représentations quantitatives d'une variable
qualitative

Il est toujours possible d’associer a un caractere qualitatif
une variable quantitative (ou codage) apportant la méme informa-
tion. Nous allons examiner ce probléme pour la variable qualita-
tive: y = « catégorie socio-professionnelle » pouvant prendre les
K + 1 = 3 modalités:

[0] = ouvrier, [1] = employé, = cadre.

Exemple 0.1: Définissons la variable quantitative y par:

¥ = 1,siy = «ouvrier»;
y = 2,siy = «employé »;
¥ = 3,siy = «cadre».

La connaissance de la valeur prise par y permet de savoir
quelle est la modalité prise par y et inversement.

Exemple 0.2: Considérons le vecteur e a trois composantes :
e = (&, &, €3), défini par:

1, si y = «ouvrier »,
a = 1m(y) = [

0, sinon,
1, siy = «employé »,
[0, sinon,

1, siy = «cadre»,

0, sinon.
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Il s'agit d'une autre représentation quantitative de y a
valeurs cette fois dans [0,1}. Remarquant quee; + e + ¢35 = 1, 0n
voit d’ailleurs qu'un autre codage de y est donné par (1, €)".

Exemple 0.3: Il est facile maintenant de déterminer toutes
les représentations quantitatives de y. Elles s’écrivent sous la
forme ¢ (y), o1 § est une application injectivede ([0 ],[1],[2 ]} dans
un espace RP.

Les exemples précédents se généralisent immédiatement au
cas d'une variable qualitative ya K + 1 modalités. Ainsi le codage
de I'’exemple 0.1 serait maintenant, ¥ = k + 1siy = [k]et celui
de I'exemple 0.2: ¢ = (g ... ex + 1)’ avec & = lgE=T17(y). Ici encore

L’intérét principal d'une représentation quantitative est de
pouvoir se ramener a des lois discrétes sur R ou RP. Ainsi la loi
de ¢ est une loi multinomiale M (1; Py, ... Px), celle de ¢; une loi
de Bernoulli ® (1, Po). Il faut cependant utiliser avec prudence la
loi d'une telle représentation ; les seules caractéristiques vérita-
blement liées a la variable qualitative y sont celles qui ne dépen-
dent pas de la représentation ¢ choisie, et ne sont autres que les
valeurs Py, ... Px.

Exemple 0.5: Les moments (moyenne, variance...) de la repré-
sentation ¢ (y) ont en général peu de sens. Remarquons cependant
que dans le cas du codage ¢, 'espérance permet de retrouver le
vecteur des probabilités: P = (P, ..., Px)".

Exemple 0.6 : Considérons une autre variable x, quantitative ;
une technique usuelle pour voir, si x est liée 4 y, consiste a calcu-
ler le coefficient de corrélation. Or la valeur et le signe de ce coef-
ficient p [x, ¢ (y)] dépendent du codage ¢ choisi.

Exemple 0.7: Par contre, la notion d’'indépendance peut étre
étudiée. En effet si ¢ et ¢* sont deux codages, si x et ¢ (y) sont indé-
pendantes, x et ¢* (y) le sont aussi.

Exemple 0.8: Plus importante, car elle justifie ce cours, est
I'impossibilité d’effectuer une régression linéaire pour tous les
codages. On ne peut généralement avoir simultanément :

E (b (y)/x) = xb,
et E (¢* (y)/x) = xc.

0.2.c — Vecteur de variables qualitatives

Considérons Q variables qualitatives y,, g = 1, ... Q prenant
respectivement K, + 1 modalités [kq |, ky = 0, ... K. Le vecteur
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y = (¥1, ..., Yo)’ peut toujours étre considéré comme une variable
Q

qualitative unique prenant les = (K; + 1) modalités ([k, ], ..

q=1
[Kq ]). Les probabilités correspondantes seront notées Py, i,

"y

Inversement une variable qualitative unique peut étre consi-
dérée comme un vecteur de variables qualitatives dichotomiques.
Nous avons en effet remarqué que, si y est une variable a K + 1
modalités, une représentation de y est donnée pare = (e, ... ex + 1),
ol ¢ décrit le fait que y prenne ou non la modalité [k — 1.

Il n'y a donc fondamentalement aucune différence dans
I’étude d'une variable qualitative ou de plusieurs variables quali-
tatives. Cependant la formulation vectorielle sera utile pour exa-
miner les liaisons pouvant exister entre les variables et calculer
les lois marginales et conditionnelles.

0.3. PLAN DU COURS

Les chapitres sont écrits de fagon a introduire progressive-
ment l'aspect quantitatif dans les modéles. Les modéles ou les
variables endogenes sont qualitatives sont présentés dans les
cing premiers chapitres. On considére ensuite le cas ou la varia-
ble endogéne est parfois qualitative, parfois quantitative (chapi-
tre 6). Les chapitres 7 4 9 sont consacrés a une étude générale des
modeles a changement de régimes endogene, ou la variable est
quantitative, mais a une expression dépendant d'un critére quali-
tatif. Dans les deux derniers chapitres sont présentés des modéles
permettant d’expliquer les valeurs prises par des variables positi-
ves discrétes ou continues.

Les modeles les plus simples correspondent au cas ou la
variable qualitative endogéne est dichotomique (chapitre 1).
L’étude de ce cas permet de bien comprendre les différences
entre modeles qualitatifs et modeles quantitatifs, et permet de
présenter de maniére approfondie les principales méthodes
d’estimation.

La phase de modélisation prend une importance particuliere
dés que I'on étude des variables qualitatives a plus de deux modali-
tés. Contrairement a ce qui se passe dans le cas dichotomique, les
modeles peuvent en effet avoir des formes sensiblement différen-
tes. La détermination d'une forme appropriée doit alors souvent
s'appuyer sur des raisonnements de type économique. Des exem-
ples de tels raisonnements et les modéles qui en résultent sont don-
nés au chapitre 2. Les méthodes pour estimer ces modeles et les
propriétés des estimateurs obtenus sont décrites dans le chapitre 3.

Le chapitre 4 est consacré a l'utilisation descriptive des
modeles qualitatifs. La formulation log-linéaire, qui y est présen-
tée, se révele adaptée a I'étude des probléemes d’indépendance.
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L’explication de données spatio-temporelles qualitatives
introduit une difficulté nouvelle: il faut pouvoir prendre en
compte les corrélations éventuelles entre les observations. Nous
regardons dans le chapitre 5 comment l'utilisation des chaines de
Markov permet partiellement de répondre a cette question.

Dans le chapitre 6 sont étudiés les modeéles ou la variable
dépendante est quantitative, mais contrainte a dépasser un cer-
tain seuil. Ce seuil peut étre fixe (modéle tobit simple) ou aléatoire
(modele tobit généralisé). Ces modeles présentent a la fois un
aspect qualitatif, dans I'observation du fait que le variable touche
ou non le seuil, et un aspect quantitatif. Ils ont une importance
particuliere pour la modélisation des phénomeénes économiques
et servent par exemple a décrire les consommations de biens
durables ou les marchés en déséquilibre. Ce dernier type d’appli-
cations est étudié de maniere détaillée dans le chapitre 7.

Il est possible d’inclure tous les modéles précédents, qualita-
tifs ou tobit, dans une formulation unique (chapitres 8 et 9). Une
telle présentation n'a pas pour seul but d’unifier la théorie des
modeles a variables dépendantes limitées. Elle permet en effet
d'introduire des modéles comportant plusieurs variables endo-
genes limitées ou non, en particulier de prendre en compte des
phénomenes de simultanéité; d’autre part, elle fait apparaitre
certaines difficultés dans la construction de tels modeles, par
exemple le probléme de l'existence d'une forme réduite (cohé-
rence).

Les modeles tobit peuvent étre considérés comme intermé-
diaires entre les modéles qualitatifs et le modele linéaire habi-
tuel. D’autres modeles intermédiaires sont obtenus en décrivant
des variables a valeurs entiéres (chapitre 10).

Finalement la modélisation de variables discrétes est tres
liée a la modélisation de durées. Ce probléme est étudié dans le
chapitre 11.

L’ensemble du cours suppose connus les principaux résul-
tats de statistique et d'économétrie. Ceux-ci peuvent étre trouvés
respectivement dans:

— Monfort (1981): Théorie des Probabilités, Economica.

— Malinvaud (1969): Méthodes Statistiques de I'Econométrie,
Dunod.






CHAPITRE 1
Le modele dichotomique simple

Dans cette section nous supposons que la variable endogéne
qualitative y est dichotomique. Les deux modalités qu’elle peut
prendre sont par convention codées 0 et 1. Le modele que nous
obtiendrons est un cas particulier de ceux étudiés en II et III. 11
est cependant intéressant d’en faire une présentation séparée. Sa
simplicité permet en effet de bien comprendre quelles sont les dif-
férences entre modeles qualitatifs et modéles quantitatifs, et per-
met aussi d’introduire de maniere détaillée les méthodes
d’estimation qui seront généralisées dans la suite.

I.1. POURQUOI NE PAS UTILISER UNE FORMULATION LINEAIRE ?

Une étude spécifique des modéles a variables endogénes quali-
tatives ne présente d’intérét que si la formulation linéaire classique
et les méthodes d’estimation correspondantes (moindres carrés li-
néairesordinaires ou généralisés)ne sont pas adaptées au probleme.

Supposons que nous disposions de n observations y;, i = 1,
.., n de la variable endogéne, faites lorsque les valeurs de K varia-
bles exogénes sont respectivement: x; = (x! .. x¥)i =1, .., n. Le
modele linéaire s'écrirait :

(11) Y= Xib + 1 o= 1,. gy 125

ou b serait un vecteur de K paramétres inconnus et ot u; dési-
gnerait la perturbation associée a la i® observation. L'inadéqua-
tion d’une telle formulation peut facilement étre mise en évidence
par des arguments intuitifs et par des arguments mathématiques.
Donnons-en quelques-uns:

a) Les deux membres de l'égalité (1.1) sont de nature dif-
férente: y; est une variable qualitative et x;b + u; une variable
quantitative, ce qui a évidemment peu de sens.
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b) On peut répondre a ceci que le membre de gauche est en
fait la valeur du codage: 0 ou 1. Mais ce codage est évidemment
arbitraire; la vableur b, de b correspondant a ce codage est dif-
férente d’'une valeur de b obtenue pour un autre codage. Elle serait
par exemple de 2b, si le codage était (0,2). La valeur du parame-
tre b est donc non interprétable.

c) Une étude graphique des observations montre également
que 'approximation linéaire est peu adaptée au probleme. Consi-
dérons, pour pouvoir faire un dessin, le cas du modele de régres-
sion simple:

y,—=b0+xi1b1+ui,i=l,...,n,

et reportons les observations (x!, y) dans un systéeme d'axes
orthonormés. Le nuage des points observations, qui se trouve sur
les deux droites paralléles y = 0 et y = 1 peut difficilement étre
bien approché par une seule droite.

o
E 3
Ed
B
k3
Ed
E
E 4
E 4
Ed

1

v Ev3 3 33 T N T, SRR " > X
ey x X X% % o R SRR L

Ed

0
Ces arguments intuitifs suffiraient a rejeter la formulation
linéaire ; ils sont cependant renforcés par certains problemes
mathématiques que poserait une écriture telle que (1.1).

d) Comme y; ne peut prendre que deux valeurs (0 et 1), il en
est de méme de la perturbation u;:

u; prend la valeur 1 — x;b avec probabilité p;,
la valeur — x;b avec la probabilité 1 — p..

La perturbation admet obligatoirement une loi discréte, ce
qui interdit de faire I'hypothese de normalité.

e) Si nous imposons aux perturbations d’étre de moyenne
nulle, p; est déterminée de maniere unique, car:

Eui e 6 (1 — ij) == (I = p;) Xib =

= pi = xb
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Les parametres ne peuvent alors étre quelconques, puisque::
bl =i

Ces contraintes peuvent étre non compatibles ; dans ce cas le
modele:

Y. =xb+w 5 B, =0, 1=1 ..n

n'a pas de sens.

f) Si les contraintes sont compatibles, ceci crée au moins
deux difficultés:

— le parametre b doit étre estimé sous contraintes a l'inégalité ;

— la prévision de y correspondant aux valeurs x, ; ; des va-
riables explicatives ne peut étre faite que si la contrainte
0 < X, +1 b < 1 est une conséquence des contraintes 0 < x;b < 1,
1=1, .. n

g) Remarquons finalement que la variance des perturbations
vaut Vu; = x;b (1 — x;b): il y a hétéroscedasticité ; la méthode des
moindres carrés généralisés (contrainte) n'est cependant pas
applicable, puis la matrice de variance-covariance des perturba-
tions dépend du parametre inconnu b figurant dans l'explication
linéaire.

I.2. PRESENTATION DU MODELE DICHOTOMIQUE SIMPLE

Ces modeles ont été initialement utilisés pour les études bio-
logiques, mais ont un champ d’application tres vaste. Ils sont
notamment employés pour déterminer la facon dont des indivi-
dus (insectes, herbes, personnes) tolérent un certain produit (insec-
ticide, désherbant, médicament). Pour cela on effectue plusieurs
expériences ou des individus de caractéristiques différentes, pla-
cés dans des conditions différentes, sont soumis a diverses doses
du produit. On observe a chaque fois si I'individu a ou non bien
supporté 'expérience. Pour chacune des expériencesi = 1, .., n
la variable endogéne observée y; est dichotomique :

0, si l'individu a bien supporté 'expérience |,

i
1, si I'individu a mal supporté l'expérience

La modalité prise par y dépend des conditions x; sous les-
quelles est réalisée 'expérience i et de la dose £ a laquelle I'indi-
vidu est soumis. On introduit habituellement pour compléter ce
modele une variable quantitative auxiliaire : le seuil de tolérance
y¥ - y¥ est la dose maximale que peut supporter 'individu au
cours d'une expérience de type i. Cette variable dépend des
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conditions x; et peut étre considérée comme aléatoire, deux indi-
vidus de mémes caractéristiques, placés sous les mémes condi-
tions, n'ayant pas forcément les mémes réactions.

La variable qualitative observée est définie a partir de cette
variable auxiliaire par:

siyl =4,
(1.2) Vi =
I, sityria 1

Il reste a spécifier la fagon dans le seuil de tolérance dépend
des conditions de l'expérience. On utilise habituellement pour
cela un modéle linéaire:

(1.3) y¥ = xb + u T A

Les perturbations u; sont supposées indépendantes, de
. u; \ \
moyenne nulle et telles que les variables ;’, ol ¢ est un parame-
tre positif, suivent une méme loi de fonction de répartition F.

L'hypothése d’indépendance des perturbations traduit cer-
taines conditions que doit satisfaire I'expérience. Ainsi dans notre
exemple, les observations doivent étre faites sur des individus dif-
férents, sinon les résultats d’un expérience pourraient dépendre
des résultats de la précédente.

Remarquons que la formulation (1.3) a bien un sens, les deux
membres de |'égalité étant quantitatifs.

On déduit facilement de (1.2) et (1.3) la loi de y:
Plyi=11=Ply* <fl=P[xb + w < {]

u_6_xb

& Cma e = pi (par définition)

=P

-efs -2

)

Appliquant I’hypothése d’indépendance, on obtient la vrai-
semblance:

L(y;b o = IZTl [p> (1 - p) ]

- el -SEpfo - p- )

i o] g (s]
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Quitte a appeler différemment les variables exogénes:

z = (, — X;) et les parameétres ¢ = (% , %)', ce modele est de
la forme:
(1.4) Ly;o) = I F@pll - F@ol 1

ou F est la fonction de répartition d'une loi de moyenne nulle.

Dans la suite un tel modele est appelé dichotomique simple.
La forme (1.4) est une conséquence de la forme retenue pour
pi = P [y; = 1] et de I'hypothése d’indépendance des yi* . Il est
évidemment possible de supprimer ces hypothéses et d'obtenir
alors d’autres types de modéles pour décrire une variable qualita-
tive dichotomique (voir II 4.a).

1.3. EXEMPLES

Ces modeéles ont de nombreuses applications. Nous en don-
nons ci-dessous deux exemples:

1.3.a — Choix des colleges

Parmi les premieres études utilisant les modéles a réponses
qualitatives, plusieurs s’intéressaient aux comportements des
étudiants et en particulier aux motivations qui leur faisaient choi-
sir tel établissement d’enseignement supérieur plutot que tel
autre. Les études de ce type ont essentiellement été développées
aux Etats-Unis du fait de l'organisation particuliére de I'enseigne-
ment supérieur (voir Radner-Miller [1970], Kohn-Manski-Mundel
[1976]..).

Les établissements de ce pays peuvent étre classés en deux
catégories principales: ceux situés dans les villes et ceux munis
d’'un campus.

Le choix par un étudiant d'un établissement de 1'une de ces
catégories dépend de plusieurs facteurs tels: la distance de I'éta-
blissement au lieu de domicile habituel, le revenu, le sexe de I’étu-
diant, le fait qu’il préfére vivre sur un campus.

La probabilité de choisir de résider sur un campus peut étre
modélisée sous la forme:

PO 5ilhm F by

ou x; est I’ensemble des caractéristiques de I'étudiant i.
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L’estimation d'un tel modele a partir de résultats d’enquéte
montre (voir figure) que, toutes choses égales par ailleurs, cette
probabilité croit avec la distance et croit avec le revenu.

Probabilité de vivre sur le campus
(pour les garcons, préférant vivre sur un campus)

1145,
$ 20000
0.8 ~
0.6
Probabilité
02 -/-5/5000
0

Distance

On constate également que cette probabilité est plus grande
pour ceux qui préférent ce type de résidence ; il n’est évidemment
pas surprenant que les choix effectués reflétent les préférences
pures des étudiants, cependant ce facteur apparait secondaire par
rapport aux revenus et a la distance.

La probabilité de résider sur un campus est d’autre part plus
grande pour les garcons que pour les filles.

1.3.b — Non-réponses

Il existe toujours lors d'une enquéte une certaine propor-
tion de non-réponses qui peuvent étre dues a l'absence de l'en-
quété de son domicile (lors d’enquétes par interview), au refus
de I'enquété de répondre, a la non-compréhension des questions.
Le taux de non-réponse dépend de la méthode de collecte
employée, mais aussi des caractéristiques des enquéteurs (age,
niveau d’éducation, sexe) et de celles des répondants. Savoir
quelle est la forme de cette dépendance pour un certain type
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de questions est évidemment important, si on souhaite diminuer
le taux de non-réponse.

Ce probléme revient a décrire la variable dichotomique « fait
de ne pas répondre » en fonction d'autres variables et peut étre
résolu au moyen d’'un modele de la forme (1.4).

I.4. ESTIMATION PAR LA METHODE DU MAXIMUM
DE VRAISEMBLANCE

1.4.a — Le modéle

Une fois mis en évidence les parametres identifiables, nous
avons vu que le modeéle dichotomique simple correspond a une
vraisemblance de la forme:

(L.5) Li;b) = iIEI1 [F(xby'[l — F(xb)]' % ,

ou F est la fonction de répartition d'une loi de moyenne nulle.

Il reste pour compléter le modéle a choisir la forme de F. On
retient habituellement pour cette distribution soit une loi nor-
male centrée réduite (le modele est alors appelé modéle probit),
soit une loi logistique (modeéle logit).

Dans le premier cas, on a:

t2

Fx)=[1. o A dt = @ (x) (par définition) ,

/21

et dans le second:

1

0 T e

Ces deux distributions étant symétriques (F(— x) = 1 — F(x)),
la moyenne est bien égale a 0.

1.4.b — Unicité du maximum de vraisemblance

Le logarithme de la vraisemblance est donné par:

LogL = i§:1 {yi Log F (xb) + (1 — yi) Log {1 — F (x:b)]j

= = LogF(xb)+ I Logll — F (xb)
ityi = M=
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Une condition suffisante pour que le maximum global de
Log L soit unique (s'il existe) est que cette fonction soit strictement
concave, ou de fagon équivalente que Log F et Log (1 — F) soient
strictement concaves.

Cette condition est en particulier satisfaite pour les modeles
probit et logit. Vérifions-le pour le modele logit.

On a:

d el gl cr Vi gty gl ) ]
a";[LOgF(X)]_F(X)a_}ZF(X)_1+e-x_1_F(X)J
d’ — g =X
="@U—Ogl:(x)]=(1—$efx)z:—F(X)[l—F(X)]<0

Log F est donc strictement concave.

- X

Comme log [1 — F (x)] = LOgl—j-_e'_" = — x + Log F (x),
cette fonction est aussi strictement concave.

Le cas de la loi normale est laissé en exercice au lecteur (voir
exercice 4).

Dans les cas usuels, il suffit donc d’écrire les conditions du
premier ordre pour obtenir I'estimateur du maximum de vaisem-
blance de b.

1.4.c — Equation de vraisemblance

Dérivons la log-vraisemblance par rapport au vecteur b des
parametres et annulons cette dérivée; on a:

dlogl _
T
Ffubl o i e L
*6) | Z sab¥ - B, T-FmpN 0

ott f est la densité associée a F et ou x{ désigne le transposé du
vecteur X;.

Vi 1 —vi | B b8
1 [F(xb) ~ 1 - F (xib) f(xb)xi =0

n
& bH
i=

¢ yi — F (xib) g e s
4 2 Fibill =P w70

Dans le cas du modéle logit, cette derniére relation se simpli-
fie car:
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£ =FEI - F@I=qroy ;
on obtient:
>:1 [y: — F (xb)] x; = 0
& (1.7) >:1 yi X! = }31 F (xb) x;

Les équations de vraisemblance associées aux modeles dicho-
tomiques simples, probit ou logit, sont non linéaires dans les para-
meétres; il n'est pas possible d’exprimer les estimateurs comme
fonctions simples des observations et les équations devront étre
résolues au moyen d’algorithmes (voir 1.5).

1.4.d — Existence et propriétés asymptotiques des estimateurs
du maximum de vraisemblance

Nous venons de montrer que la solution des équations de vrai-
semblance, si elle existait, était unique pour les modeles probit
et logit et correspondait bien au maximum de la fonction Log L.
En fait cette solution n'existe pas toujours. Considérons, par
exemple, le cas d’'un modéele logit comportant une seule variable
explicative a valeurs positives; I'équation (1.7) s’écrit:

I M=
<
2
Il

I M=

F (Xib) X

il

Le premier membre prend ses valeurs entre 0 (si tous les y;

valent 0) et élli X; (si tous les y; valent 1). Lorsque b varie de — o

n
a + o, le second membre prend toutes les valeurs de ] 0, _gll il

La solution de I'équation de vraisemblance existe dong, si et seule-
ment si certaines observations de y correspondent a la valeur 0,
d’autres a la valeur 1.

Méme dans le cas ou les équations de vraisemblance admet-
tent une solution, celle-ci ne posséde pas forcément de bonnes pro-
priétés asymptotiques. La convergence et la normalité
asymptotique ne seront assurées que si certaines conditions sont
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imposées a la facon dont évoluent les variables explicatives. Deux
approches sont envisageables.

Supposer que les variables explicatives sont des variables
aléatoires; les conditions sont alors du type: «les x; sont indé-
pendantes, de méme loi, admettant des moments d’ordre suffi-
sant » [Amemiya (1976), McFadden (1974)] ou supposer que les
valeurs des variables explicatives sont déterministes; les condi-
tions imposent alors a ces valeurs d’étre bornées: 3 m > 0 et
M < o telsquem < |xf| < M vi, k et d’étre telles que la
matrice de variance-covariance asymptotique existe [Gouriéroux-
Monfort (1981)].

Sous ces conditions que nous supposons satisfaites dans la
suite, l'estimateur du maximum de vraisemblance b existe asymp-
totiquement, converge vers la vraie valeur du parametre et suit
asymptotiquement une loi normale, de moyenne la vraie valeur b,
de matrice de variance-covariance l'inverse de la matrice d’infor-
mation de Fisher:

A

ou I'espérance est relative a la loi conditionnelle de y sachant x.

- eagn OB L]’ :
6~ N b |- E%p5EH |

(Cette notation qui n’est pas parfaitement exacte du point de vue
mathématique signifie que:

al ]_DE; L 1/2

[‘E Wby ©®-b .

converge en loi vers une variable aléatoire admettant une loi nor-
male centrée réduite).

En pratique, la matrice de variance-covariance asymptotique
de b, qui dépend du parameétre inconnu devra étre estimée. Nous
le ferons en remplacant dans son expression b par b.

e gateriob ook Bemli
(1.8) N = E 3b 3 b -«
1.4.e — Calcul de la matrice de variance-covariance

asymptotique
La dérivée seconde de la log-vraisemblance est donnée par:
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& Log L Z_Q_[aLogL}’
db ab’ abl ab

A f (xb) F (xb) & (xb)

o =t | (Xb)
Af(xb)[l — F(xb)] + £ (xib)
agten T8 [l — F (xb)P B

ou A f désigne la dérivée de la fonction f.

@LogL _ g Af(ub)F(xb) — £ (xb)
abab =t F (x.b) 3 % 5

_Af(xb)[1 — F (xb)] + £ (xib) _,
[1 7 F(Xb)]2 ixl (1 5 Y)}

Prenons l'espérance de l'opposé de cette dérivée seconde en
remarquant que E y; = F (x;b); la matrice d’'information de Fis-
her est donnée par:

L b tilon dicare 2 (x;b) i
(1.9) I‘E[ ab ab’ ]_ElF(xib)[l—F(xib)]x‘x‘

La matrice de variance-covariance asymptotique de l'estima-
teur b est donc:

sikei : 2 (x;b) So) L
Vaub =1 LglF(Xb)[l — F (xb)] ™ ’“I ]

Elle est estimée par:

-1

- E 2 (xib)
Vb = [,?1 F(xb) [l — F (xD)]

Xi xi]

Remarque 1.10
Dans le cas particulier du modele logit, on a:
f=Fd - F)

et donc:
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Remarque 1.11

On peut donner de la matrice des dérivées secondes une
expression plus compacte. Notons X la matrice des observations
des variables explicatives; X est de taille (n, K) et a pour i¢ ligne
x;. Appelons d’autre part A, la matrice diagonale de taille n, dont
le i élément de la diagonale est:

f? (Xib)
F (xb)[1 — F (xib)]

Ona:

B T b
El o |- X AX

=W b =R AKX

Cette forme de matrice de covariance est semblable a celle
d'un estimateur des moindres carrés généralisés.

I.5. RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS
DE VRAISEMBLANCE

Les méthodes classiques de résolution numérique des équa-
tions de vraisemblance sont toutes fondées sur la méthode de
Newton. Son application directe conduit a l'algorithme de
Newton-Raphson.

1.5.a — Algorithme de Newton-Raphson

Le but de I'algorithme est de trouver une racine de I'équation

dlogL _ 0. Pour cela, on se donne une valeur initiale b, et on

ab
cherche le plan tangent en ce point a la fonction:b - d = a—lbﬁg—L
Ce plan, d’équation:
_dloglL 3 Log L B
constitue une approximation ded = a_I_é%g_L; d’ou I'idée d’appro-

cher la racine de: B_%bg_L = 0 par la racine de:

2
3LoeL by + LE9Er (B b - bal = 0

’
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c'est-a-dire par:

2
B = B,  [@logL

ab ab’ (E") &g_L

(bo)

On recommence alors la démarche en prenant b; comme valeur
initiale et ainsi de suite. La formule de récurrence permettant de
calculer by, + ; en fonction de by, est:

; @g_]-' (Bh)

(L1) | Byey =By - [SLoEL g, O Lo

Si la suite des valeurs by converge vers une limite b, celle-ci
est forcément solution des équations de vraisemblance car:

: @ ol -0 Yd'lop L
5=hh;rlBh+. 26“{31)3%’ (B)] abg (b)

:ra—Lg’f—L(B):o.

1.5.b — La méthode du score

La méthode du score consiste a remplacer dans (1.11),

3’ Log L B

ab ab' ( h) ’
par son espérance conditionnelle a x. Ceci peut étre justifié, lors-
que le modele posséde de bonnes propriétés asymptotiques, en
particulier dans le cas de I'échantillonnage. La formule de récur-
rence est alors:

2 LogL (Bij-* 3 Ebe 1
(112) | Buyy =By + B~ abgab’( h) 22L c,)

Dans le cas particulier du modeéle dichotomique simple, cette
formule de récurrence peut étre retrouvée de maniere différente.

Comme Ey; = F (x;b) et Vy; = F (xb) [1 — F (xib)], on peut
écrire y; sous la forme:

yvi=F@xb) + vi ,

avec Ev, =0 , Vv; = F (xib) [1 — F (x:b)]
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Supposons que nous sachions a priori que la vraie valeur de
b est proche d'une valeur connue by, il est naturel de faire un
développement limité de F (x;b) autour de by. On a alors:

vi # F (x Bh) g f(Xi Bh) Xi (b = Bh) + vi
Lo e F(xi Bh) o f(xi Bh) Xj Bh # f(Xi Bh) Xib =

Sous cette forme le modéle est un modele linéaire ou la i°
observation de la variable expliquée est: yi — F (x; by) + f (x; by)
x; by, la i° observation des variables explicatives f (x; by) x;. La
matrice de variance-covariance des perturbations v; dépendant
de b pourra étre approchée par la méme matrice, ou b aura été
remplacé par by L'estimateur des moindres carrés quasi-
généralisés de b est alors donné par:

l ﬁ x! £ (x; by) x; e
21 F(xi by [1 — F (x; by)]

{ 5 [yi = F(x; by) + f (x; by) xi byl f (x; by) xi]
T F (x5 Bh) [1—F (Xi Bh)] J

[2eel g, + (- ZLEL 616,

l [aLoLB
ab ab’ b)) ab ab

La formule permettant aprés linéarisation du modele d'obte-
nir 'estimateur des moindres carrés quasi-généralisés n'est donc
autre que la formule de récurrence correspondant a la méthode
du score.

1.5.c — La méthode de Berndt-Hall-Hall-Hausman

Pour passer de l'algorithme de Newton-Raphson a la méthode
du score, il suffit de remplacer:

— #LlopL ool
3b ab’ parE{ 3b ab’

Mais cette derniére matrice peut également s’écrire:

ou L; désigne la vraisemblance associée a la i° observation.
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Enlevant le signe espérance, on obtient un nouvel algorithme,
qui présente I'avantage de ne faire intervenir que les dérivées pre-
mieres. La formule de récurrence est donnée par:

Bh+l—6h+ BLogL(Bh)abogL,(Bh) aLogL

ol Z, " ob 1%

(br)

Pour assurer la convergence de ces divers algorithmes et
réduire le délai de convergence, il est recommandé d’utiliser une
valeur initiale by proche de la vraie valeur du parametre. Il faut
donc disposer d'une méthode d’estimation permettant de trouver
un tel by et qui soit plus simple que la méthode du maximum
vraisemblance. Ce sera le but de la section suivante.

Signalons également que lorsqu’on utilise directement les
formules d’itération précédentes, la convergence des algorithmes
peut étre assez lente ; il est possible d’améliorer celle-ci en choisis-
sant a chaque étape une bonne direction. Ainsi prenons le cas du
dernier algorithme; on introduit a la h® itération un coefficient
A (0 = Aw < 1) et on définit:

Buoi =By + 3| 5 2L0EL 5, dLogk g )" ALCEL )

Le coefficient A, est choisi par balayage de facon a rendre la
plus grande possible la log-vraisemblance calculée en by, + 1.

1.6. OBSERVATIONS REPETEES
1.6.a — Formalisation

Lorsque les modeles qualitatifs servent a décrire une expé-
rience contrdlée, on peut souvent admettre qu'a chaque valeur des
caractéristiques exogenes correspondent plusieurs observations
du caractere qualitatif. Ceci traduit la possibilité de répéter plu-
sieurs fois l'expérience sous les mémes conditions. Ce type
d’approche peut aussi étre utilisé pour décrire le comportement
qualitatif d’agents (par exemple des ménages), pouvant étre
regroupés en classes homogenes (classement des ménages par
taille, lieu de domicile, tranche d’age, revenu du chef de ménage...).

Appelons x;, j = 1 ... J, les J valeurs possibles des K variables
explicatives et supposons que l'on effectue n; expériences sous
les conditions x;, indépendamment les unes des autres; les
valeurs observées de la variable dichotomique sont notées vy;,
i=1 .. wi=100%

Dans ce cas la vraisemblance (1.6) a la forme suivante:




24 ECONOMETRIE DES VARIABLES QUALITATIVES

=

J

% (y’ b) e in[l il}[ {F (ij))'ij [1-F (ij]]l % YijI

Tt 2’ Yii e
= I [F(xb)~' [1 - F(xb)] !

1=1

’Ely
=P

Appelons p; la proportion d'observations pour lesquelles la
variable dichotomique prend la valeur 1 dans une expérience de
type j; on a:

et remplacant dans I'expression de la vraisemblance, on obtient :
J
L(y;b) = IO [F(xb)""[1 - F (xb)"" ~?}
9

On remarque que l'ensemble des fréquences observées p,,
j = 1, ..., J, constitue une statistique exhaustive. Il suffit donc de
raisonner directement sur la loi de cette statistique.

Les variables p;, j = 1, ..., J sont indépendantes et sont telles
que n; p; suive une loi binomiale de parametre n;, p; = F (x;b).

L(p:b) = T (C3*F (xby» [1 — F (xb) ~¥)

1.6.b — Méthode de Berkson

Nous allons approcher le modéle qualitatif par un modele
linéaire en supposant que chaque expérience est répétée un grand
nombre de fois, c'est-a-dire en supposant que les n; sont suffi-
samment grands et ceci quel que soitj = 1 ... J (le nombre J d'expé-
riences est lui considéré comme fixe). Il s’agit donc d'une
approche asymptotique différente de celle étudiée en 1.4.d., o I'on
supposait que seul le nombre total d’observations:

J
n = X n;était grand.
i=1

pi = I—i— 5 y;; est une moyenne empirique de variables aléatoires
o=t

réelles indépendantes de méme loi. Lorsque n; est grand, p; est

proche de E y; = F (x;b) (loi des grands nombres) et la variable
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Vi (P — pj) suit approximativement une loi normale de moyenne
nulle et de variance:

V(yij) = F(x;b)[1 — F(x;b)] = p; (1 — p;) (Théoréme central limite).
On peut donc écrire de maniére approchée:
b=F@Eb+v , j=1.7 ,

ou les perturbations v; sont indépendantes et suivent des lois
normales de moyenne nulle, de variances:

pi(l — pj)
n;

Le modele précédent n'est cependant pas linéaire dans le
parametre b et il est nécessaire de le transformer. Pour cela exami-
nons les propriétés de la variable F~ ' (p)), lorsque le nombre
d’observations n; est grand.

D’apres le théoréeme de Slutsky (voir Monfort [1981]: théorie
des probabilités, p. 166, théoreme 5), F~ ' (p;) est proche de:

F- ! (pj) = pT 1 F (ij) = ij y
et la variable:
Yo [F~ ' (p) — F~ ' (p)] = Vo, [F ' (B) — xb] ,

suit approximativement une loi normale de moyenne 0, de
variance:

dE L V=il DD LS )
pi(l - p")( dt }‘:PJ) ~FIF T gl LRt by

Finalement nous pouvons écrire le modéle conditionnel
approché:

F-1(0) = xb. W5 00 3 = Ll ,

ou les perturbations w; sont indépendan-
tes, normales, de moyennes nulles et ont
pour variances:

(1.14)
pi(l —p) _Fxbl - Fxb)
n; 2 (x;b) n; f2 (x;b)

Vw =
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L’approximation obtenue apparait comme un modéle dont la
partie déterministe est linéaire dans le parameétre b, dont les per-
turbations sont non corrélées et hétéroscédastiques. Remarquons
cependant que les variances des perturbations dépendent du
parametre b intervenant dans la partie déterministe. On peut alors
estimer b en employant une méthode de type moindres carrés
quasi-généralisés, par exemple en remplagant V w; par:

pi (1 — B)
n; £ [F~ ' ()]

Dans le cas d'un modele logit, la variance de la perturbation
devient :

gghe ot 1 Eh) I = FExb)]. 1
WiTT i Pxb)  nF (D) - F (xb)]
1.6.c — La méthode du ¥’ minimum

La méthode consiste a chercher les valeurs des parametres
rendant minimale une mesure de l'écart entre les fréquences
observées p; et les fréquences théoriques F (x;b). Généralement la
mesure retenue est du type distance du ¥’ ; pour les observations
de type j, cette distance est donnée par:

S FihbPt, = b =1 = F(xblif
gulbl=n Peats [ - F (xp)

_ I — Fxb)P
- %F&xb O - Fxb) ’

et pour l'ensemble des observations par:

o S [p; — F (xib)’
P (b) e j§; i (b) R j§] D F (ij) [1 - F (ij)]

Remarquons que ce critére pourrait étre remplacé par:

s oI T FIXBI
W N TR A B

L’estimateur obtenu en minimisant g, n’est autre qu'un esti-
mateur des moindres carrés non linéaires quasi-généralisés appli-
qué au modele: p; = F (x;b) + v;. Les minimisations de I'un ou
'autre de ces critéres conduisent intuitivement a des résultats
assez proches dés que les nombres d’observations n; sont assez
grands.
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L’écriture des conditions du premier ordre correspondant a
ces minimisations n'entraine pas de simplifications notables,
méme si on spécifie la forme de F (voir 111.4), et il est nécessaire
d'utiliser des procédures numériques pour obtenir les estima-
tions correspondantes des parametres.

1.7. UN EXEMPLE: LA REUSSITE DES ETUDIANTS

EN PREMIERE ANNEE DE MEDECINE

Cette étude est décrite dans Lassibile [1979]. 1l s’agit d'un
modele logit univarié dichotomique. La variable observée pour
chaque étudiant est la réussite (y; = 1) ou I'échec (y; = 0) a I'exa-
men de fin d'année.

La probabilité de réussite a été choisie sous forme logistique :

P 1
oS VS i ap (= =h)

Les variables explicatives retenues et les valeurs des coeffi-
cients estimés par le maximum de vraisemblance sont données ci-
dessous.

Significativité
Estimation du coefficient :
Variable gt e o 10 %
iy ++ 5%
= R UG
Taille de la commune de résidence _ 031 P
des parents
Ressource des parents 1.16 S
Age — 3.65 S ol 1
Note obtenue a un test logique 0.18 +++
Moyenne d’écrit au baccalauréat 5.27 +++
Etudes précédentes 1.85 Fer
Origine du secondaire 0.37 1
Baccalauréat scientifique 1.39 +++
Baccalauréat non scientifique — 15.13 %
Constante — 0.53 S
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Les quatre dernieres variables (la constante mise a part) sont
des variables dichotomiques :

— études précédentes: 1, si I'étudiant était déja dans I'enseigne-
ment supérieur I'année précédente, 0 sinon,

— origine du secondaire: 1, si les études secondaires ont été fai-
tes dans un établissement public, 0 sinon,

— baccalauréat scientifique: 1, si I'étudiant posséde le bac série

C, 0 sinon,

— baccalauréat non scientifique: 1, si I'étudiant posseéde un bac

série A, B, F ou G, 0 sinon.

Ces deux dernieres variables dichotomiques permettent en
fait de décrire un caractére a trois modalités « avoir un bac C » (sec-
tion Mathématiques-Physique), « avoir un bac A, B, F ou G » (sec-
tions littéraires), « avoir un bac D » (section Sciences Naturelles).

Les valeurs numériques des coefficients n'ont pas d’interpré-
tation directe ; en revanche leur signe et le fait qu’ils soient ou non
significatifs sont interprétables. Le signe permet de savoir si la
probabilité de réussite est une fonction croissante ou décroissante
de la variable explicative correspondante (toutes choses égales
par ailleurs). Ainsi la réussite est une fonction décroissante de
I'age.

La non-significativité de certains coefficients (origine du
secondaire) permet de repérer des variables expliquant peu la
réussite ou la non-réussite.

La « qualité » du modéle a été évaluée par le rapport du maxi-
mum de vraisemblance, la valeur trouvée 86 correspondant a une
loi du x* a 9 degrés de liberté était tres significative.

Le modele a ensuite été utilisé par Lassibile pour la prévision
de la probabilité de réussite d'un étudiant ayant des caractéristi-
ques données.

D’autres applications sont envisageables, telle « comment
effectuer le recrutement des étudiants pour avoir un taux de réus-
site donné ? ».

1.8. ERREURS DE SPECIFICATION

Les méthodes d’estimation que nous avons introduites : maxi-
mum de vraisemblance, méthodes de Berkson, ¥° — minimum
possédent de bonnes propriétés, lorsque le modeéle (1.4) sur lequel
elles sont fondées est correct, c'est-a-dire contient la « vraie loi »
des observations. Il est évidemment important de regarder com-
ment se comportent ces méthodes en présence d’erreurs de spéci-
fication. Ces erreurs peuvent porter par exemple sur la forme
retenue pour la fonction F, sur la liste des variables exogénes, sur
I’hypothése de non corrélation des perturbations, sur le mode de
tirage des observations (exercices 6 et 7).
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1.8.a — Erreur sur la forme de F

i) Choix entre un modéle logit et un modéle probit

Les modeles logit ont initialement été introduits comme
approximations de modeéles probit, permettant des calculs plus
simples. Quelle est la conséquence de 'emploi d'une fonction F
logistique, si la véritable spécification est normale ? Comme l'a
vérifié Morimune (1980) par des études de Monte-Carlo, les esti-
mations des parameétres et de leur précision obtenues par ces
deux modeles sont généralement peu différentes. Ceci s’explique
par la proximité des familles de lois logistiques et normales.

Les deux familles étant définies 4 un changement d’origine
et un parametre d’échelle pres, il suffit de vérifier, par exemple,
que la loi normale centrée réduite peut étre bien approchée par
une distribution de type logistique.

La loi logistique habituelle, de fonction de répartition:

1
Lodrexpi( —x)ild
a pour moyenne 0, pour variance I1?/3; il est donc naturel de
comparer laloi N (0,1) avec la loi logistique de fonction de réparti-
tion :

1
Go (x) =
1 expi - %)

La figure ci-dessous donne en fonction de x, la différence
Go (x) — @ (x) des deux fonctions de répartition.

Go-oh
0.02

D01

0.01
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ii) Cas ou les variables explicatives sont normales

Nous nous proposons dans cette section d’examiner la con-
vergence des estimateurs du maximum de vraisemblance obte-
nus en maximisant:

’

(1.15) LogL = zl iy: Log F (xb*) + (1 — y) Log[1 — F (xib*)]

alors que la véritable fonction de répartition de % est G.

Propriété 1.16:

Si le modele comporte un terme constant :
xib=bo+x.'b1+...+x."bx ’

si les observations [x{, ..., x{']' sont indépendantes, extraites

d’'une méme loi normale, les estimateurs by obtenus en maxi-
misant la log-vraisemblance incorrecte 1.15 sont tels que:

Bk bk
v k[ P, converge vers -

Les coefficients des vraies variables explicatives sont donc
estimés de maniere convergente a un coefficient de proportiona-
lité prés. Nous donnons ci-dessous une idée de la démonstration
et renvoyons a l'article de Ruud (1983) pour une preuve plus
rigoureuse.

Preuve
Asymptotiquement les estimateurs du maximum de vraisem-

blance, obtenus en maximisant % LogL, tendent vers les solutions

du probleme limite :
N{}a}x pllilrn % LogL (b") .
avec:
plim%LogL(b*} = ]E'.E[y LogF(xb*)+ (1 — y)Log(1 — F(xb™))] ,
ou lx-_“: désigne I'espérance par rapport a la loi marginale de x, E

I'espérance par rapport a la loi conditionnelle de y sachant x et
plim la limite en probabilité.
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Comme Ey = G (xb), ou b est la vraie valeur du parametre,
ona:

plim % Log L (b*)

El (G (xb) Log F (xb*) + [1 — G (xb)] Log [1 — F (xb™)]}

De maniere a faire apparaitre les rapports des coefficients
des vraies variables explicatives, nous considérons le change-
ment de parametres suivant:

b*
(:I*Z}T'l , ¢k =bf — cf by k=2 cf =bs —cibe ,
et posons :

EF = el s BE): i ik X e X

On a

xb* = b§ + x'bf + x*bF + ... + x* b
=cf + cfby+ x!'bycf + x*[bscf + c¥]
SR T T
suprbiatt el RN gt et

Dans les nouveaux parametres le probléme de maximisation
limite est:

Max plim % o L* (%)
avec:
wilpd T
plim s log L* (%)
= E [G (xb) log F (x* c*) + [1 — G (xb)] log [1 -~ F (x* c*)]

Asymptotiquement les conditions du premier ordre s’écri-
vent:

( fifxiich)
% B (x* c*)[1 - F(x*c¥)

][G (xb)= Eilx: e’)l=xl =0
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Il nous faut regarder si ces équations admettent une solution
c* pour laquelle ¢* = 0.

De maniére équivalente ceci revient a regarder si le systéme
de K + 1 équations:

1

xl*

i*r

f(cd + x'* cP)IG (x{) — F(c& + x'* cf)]
+ Ff+x*eh)l'= F(cy + x™ )]

:0'

admet une solution unique en ci et cf. Cette condition est effec-
tivement satisfaite car les K — 1 derniéres équations s’écrivent
encore :

E £ (cd + x'* ) [G (xF¥) — F (cF + x'* )]
ST Fd X ) - (@ + x* )]

EiEY.x"*l =0,

et sont conséquences des deux premiéres puisque, du fait de
I'hypothese de normalité E [X*'/1, x'*] est une fonction linéaire

de 1 et x'*.
0.ED.

1.8.b — Méthodes non paramétriques

Une méthode du type maximum de vraisemblance fondée sur
une spécification erronée de la fonction F ne permet pas comme
nous venons de le voir d’estimer de maniére convergente tous les
parametres.

Il peut alors étre intéressant d'introduire des méthodes
d’estimation non paramétriques, ne faisant aucune hypothese
sur la forme de F. De telles méthodes sont plus robustes que celles
décrites précédemment, mais en contre-partie sont moins préci-
ses, lorsque la forme de F avait été approximativement bien
choisie.

i) La méthode du score maximum

Nous décrivons ci-dessous une telle approche proposée par
Manski [1975]; cette méthode est habituellement dite du score
maximum (on se gardera de la confondre avec la méthode du
score 1.5.b). Elle conduit a des estimateurs convergents, lorsque
F est la fonction de répartition d’une loi de médiane 0.

La démarche est la suite:

— pour des valeurs données de b, évaluer x; b,

— pour chaque j compter le nombre de fois ou I'alternative choi-
sie est 1 et ou1 x; b > 0 et le nombre de fois ou l'alternative
choisie est 0 et ou1 x;b = 0,

— on somme alors suri = 1, ..., n et on retient pour b la valeur
du parametre rendant maximum cette somme.
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Propriété 1.17:
La méthode du score maximum fournit des estimateurs conver-
gents.

Preuve:

Souvent les méthodes d'estimation employées consistent a
maximiser (ou a minimiser) par rapport au paramétre b une fonc-

n
tion critére du type ;‘.] g (v;, xi, b), ou g est une fonction connue.

Une premiére approche pour voir sil’estimateur ainsi obtenu
existe et est fortement convergent est la suivante [voir Jennrich
(1969) pour le détail des hypotheses].

a) On regarde si la quantité % Y g (yi, xi, b) converge pres-

i=1

que stirement vers une limite, lorsque n tend vers l'infini. Sous
des hypotheses du type: « conditionnellement aux x;, les varia-

bles y; sont indépendantes », « la distribution empirique des x;
converge en loi vers la distribution de densité v (x) »..., on montre
que:

118 b

= i» Xi, ,

n.Z2, 8l )

converge presque sirement vers E E g (y, x, b) ,

ou E désigne I'espérance par rapport a la vraie loi de y sachant
x et E I'espérance par rapport a la loi de densité v (x).

b) Il suffit alors de regarder le probléeme de maximisation
limite:

Ml?x EEg(y, x, b)

Si ce probléeme admet pour solution unique la vraie valeur
by du parametre, I'estimateur obtenu par maximisation du cri-
tére existe presque siirement et est fortement convergent.

C’est cette approche que nous allons suivre pour étudier les
propriétés asymptotiques de I'estimateur du score maximum.

Le « vrai modele » est défini par:

1 % Siuiz—xibo 3

Vit
0., Snan .,

avec une perturbation u; suivant une loi Fy de médiane 0. by et Fo
sont évidemment inconnus et le probleme est d’estimer by.




34 ECONOMETRIE DES VARIABLES QUALITATIVES

La méthode du score consiste a choisir comme estimateur de
by la solution du probléme de maximisation de:

igl(lx“b>0 lylzl —+ lxibso ly;:O)

Le probleme limite associé consiste a maximiser:

EE[1Kb>O 1yr]+1xbg0 1y=0]
- ]::' {lxb>0 FU (Xbﬂ) F lxbs_:_U[l . Fo (ng)]]

=[G bvxdx ,
avec:
G (x,b) = 1450 Fo (xbg) + 1 <o[1 — Fo (xbg)]
Or:
G (x, b) — G (x, by)
= (lw>o — L >0) Fo(xbo) + (1w <o — L, <0) [1 — Fo (xbo)]
= (lw >0 Ly <o = L, >0 1 < 0) Fo (xbo)
+ (<o bay>0 — L >0 Law, <0) [1 — Fo (xbo)]

= Lwso la, <02 Fo(xbo) = 11 + 1 <o L >0[1 — 2 Fo (xbo)]

Comme F, est de médiane 0, on a F; (xby) < % , 51 xbg < 0

et

Fo (xbo) > ,sixbp > 0

B |—

La quantité G (x, b) — G (x, bo) est donc toujours négative, et
siv est, par exemple, une loi chargeant R, E [G (x, b) — G (x, bo)]

est strictement négatif dés que b est différent de b.

Le probléme d’optimisation limite admet donc comme solu-
tion unique la vraie valeur by ; on en déduit I'existence et la con-
vergence presque stire de I'estimateur du score maximum.

QE:D.
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La démarche précédente ne s’intéresse pas a l'estimation de
la fonction Fo. Cependant cette fonction de répartition pourrait
aussi étre estimée par des méthodes non paramétriques (Cosslett
(1981), Manski (1982), (1985)).

ii) Analyse discriminante semi-paramétrique

Une démarche différente de celle proposée par Manski et
Cosslett a été récemment introduite par[Klein-Spady (1986)]. Elle
s’appuie sur les deux remarques suivantes.

Il existe diverses méthodes non paramétriques pour estimer
des densités conditionnelles, en particulier des approches de type
noyau. Elles pourraient donc théoriquement étre utilisées pour
estimer la forme de la probabilité conditionnelle :

P(y = 1/x)

Malheureusement de telles méthodes nécessitent un tres
grand nombre d’observations dans le cas de plusieurs variables
exogenes. Ainsi pour un méme degré de précision sur l'estima-
tion, il faut approximation 17 fois plus d’observations dans le cas
de 3 variables explicatives que dans le cas d'une seule, 210.000
fois plus dans le cas de 10 variables exogenes.

Il est possible de se ramener facilement a une seule variable
conditionnante. Si on suppose les variables (x;, y)i = 1, ..., n
indépendantes, de méme loi, on peut utiliser la formule de Bayes
pour écrire:

Piy=1x)=P(y = l)gi—uxé(le

2

en notant g (x) la densité de la loi de x et g (x/y = 1) celle de la loi
de x sachant y = 1 (on considere le cas ou x est continue).

b) L’aspect multidimensionnel est alors dans la variable con-
ditionnée. Cet aspect disparait si le paramétre b est connu, puis-
que la loi de y sachant x dépend de x par l'intermédiaire de la
variable scalaire xb:

Pify =1 ix] = Plyi= l]gliig}’ill
g (xb)

Sib était connu, on pourrait approcher la probabilité condi-
tionnelle :

Ply=1xl1=p(x;b)

par:
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(1.18) pxb) =y RPN

ou § (xb) et & (xb/y = 1) sont des estimateurs non paramétriques
des densités g (xb) et g (xbly = 1)
2
Ainsisi K (z) = i 3 exp — % est un noyau gaussien, on peut

V2t

par exemple retenir:

& acdver Ty 5 b
Mo e
g(xbly =1) =1 - ;
&Y
j=1
(1.20)
£ 1 o ixb=x b
’th[—l—h ]
B = ;

n

ou h est choisi assez petit.

Comme le parameétre b est inconnu, p (xb) est pour I'instant
une approximation non utilisable de la vraie probabilité condi-
tionnelle P (y = 1/x).

La démarche est alors complétée de la fagon suivante:
a)dans une premiére étape, on recherche un estimateur du

« maximum de vraisemblance approché » en prenant une solution
b du probléeme:

(1.21) foiél iy:log p(xib) + (1 — y) log [1 — P (x: b)]

b) On en déduit alors une estimation de la fonction de
réponse P [y = 1/x] en prenant p (xb). L'estimateur b ainsi défini
est convergent [voir Klein-Spady (1986)]. 1l est vraisemblable-
ment asymptotiquement normal bien que le résultat ne soit, pour
le moment, pas montré.

L’intérét d’une telle démarche est de donner en plus de I'esti-
mation de b, la forme estimée de la fonction de réponse et ceci
sans avoir fait d’hypothése a priori sur la forme de cette fonction.

1.8.c — Oubli de variables

i) Erreurs sur la liste des variables explicatives

Il est bien connu que dans le cas du modeéle linéaire, les esti-
mateur des moindres carrés des paramétres peuvent étre utilisés,
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lorsque les variables oubliées sont orthogonales aux variables
figurant dans le modele. Cette propriété n’est pas valable en géné-
ral pour les modeéles qualitatifs estimés par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance.

Nous le vérifierons a partir d'un modele logit comportant
deux variables explicatives x' et x*:

P(yi=1)=F(xib +xiby) ,

1

avec F (X) = T}J(—X)

Supposons que pour estimer b; nous ayons appliqué la
méthode du maximum de vraisemblance au modele erroné:
P* [y; = 1] = F (x! b}).

L’estimateur est solution de

Il M=

[yi— F(xi b¥)lxi=0 |,

i 1

et converge vers la solution du systéme limite:

EE[y - Fx'bHx'=0
e« E[Fx'by+x*by) - Fx'bNIx' =0

L’estimateur est convergent de la vraie valeur b, si bff = b,
est solution de cette équation, c’est-a-dire si x' est orthogonale a

F (XI b] + x* bz) — F (X] b])

Cette condition de convergence dépend des paramétres
inconnus et est donc non utilisable. Elle différe évidemment de
la condition d’orthogonalité entre x' et x*: E (x' x*) = 0.

ii) Prise en compte de I'erreur d’oubli de variables

Lorsque chaque expérience j est répétée n; fois, nous avons

vu en 1.6 que:
f)j:F(ij)‘l‘Vj o, _]:1,,.] ,

ou vj est une perturbation de moyenne nulle et de variance égale
o

F (x;b)[1 — F (x b

n;
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Il n’est pas rare en pratique, qu’on dispose d'un nombre trés
élevé d’observations par strate; dans ce cas v;j est approximati-
vement nulle et le modéle: p; = F (x; b), ne comportant plus
d’aléa, ne peut étre ajusté de maniére correcte aux données.

Cette difficulté provient du fait que seul a été pris en compte
I'aléa de comportement. Or il existe d’autres sources d’erreurs :
erreurs de mesure sur les variables observées, erreurs dues a
I'omission volontaire ou non de certaines variables, ... Nous
allons étudier quelle modification apporte la prise en compte par
exemple de cette derniére cause d’erreurs.

Admettons que la variable latente satisfasse un modele du
type:
y¥ = x§ib* + u;, =10 V=000,

mais que seules soient utilisées les variables exogénes x;. On
peut alors écrire:

yi‘}‘:ij+sij+uij 2

ou ¢; traduit I'ensemble des variables oubliées. Cette nouvelle
erreur est indépendante de l'erreur de comportement u.
D’autre part, il est vraisemblable que parmi les variables omises,
certaines sont spécifiques de la strate, d’autres de l'individu. Il
est alors naturel de décomposer ¢; en deux termes:

6 = o+ By

ou «; et B sont deux perturbations de moyennes nulles que nous
supposerons indépendantes entre elles et indépendantes des x;.

On a finalement :
yi=xb+a+uf ,avec uf=§;+ ¢
La différence essentielle entre ce modeéle et celui utilisé

jusqu’a maintenant provient de la corrélation existant entre les
observations d’'une méme strate.

Si F désigne la fonction répartition de — uj ,
0 : si y: = 0 ,
si yi = désignent
L .8t s

les variables dichotomiques observées et
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