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INTRODUCTION 

En 1662, paraît, à Londres, un petit  livre au 
titre très long Observations naturelles et politiques, 
répertoriées dans l'index ci-après et faites sur les 
bulletins de mortalité pa r  John Graunt, citoyen de 
Londres, en rapport avec le gouvernement, la religion, 
le commerce, l'accroissement, l'atmosphère, les mala- 
dies et les divers changements de ladite cité. L'auteur, 
un riche marchand drapier, se propose, à partir 
des bulletins de mortalité qui donnaient le nombre 
hebdomadaire de décès dans chaque paroisse de 
Londres, de répondre à cent six questions couvrant 
les domaines annoncés dans le titre. En  déduisant 
ses réponses de calculs effectués sur les chiffres 
fournis par les bulletins, J .  Graunt a introduit les 
mathématiques dans les réflexions sur l 'état ou 
l'évolution des populations. Certes, Graunt n'uti- 
lise pas plus de mathématique que la simple règle 
de trois, mais il se sert de toutes les ressources 
de ce qu'il appelle « son arithmétique de boutiquier », 
avec une honnêteté scientifique remarquable. 

La voie était ouverte à un nouveau champ 
d'application du raisonnement et des théories ma- 
thématiques, restreints jusque-là aux domaines de 
l'abstraction et de la physique. Au fur et à mesure 
du développement propre de la mathématique, 
tantôt  en profitant, tantôt  le stimulant, Les théories 
mathématiques des populations vont présenter des 



réponses de plus en plus précises aux questions que 
Graunt se posait sur l'accroissement des popula- 
tions ou sur les épidémies et s'étendre à d'autres 
disciplines : la biologie, la génétique, l'écologie... 

Le présent ouvrage se propose de donner un 
aperçu des mécanismes et des modèles les plus 
courants des théories mathématiques des popu- 
lations. 



C H A P I T R E  P R E M I E R  

GÉNÉRALITÉS 

SUR LES MODÈLES MATHÉMATIQUES 
DE L'ÉVOLUTION 
DES POPULATIONS 

I. — La dynamique des populations 

La dynamique des populations est l'étude mathé- 
matique de l'évolution de la taille des populations. 
On entend le terme population au sens le plus large 
(et le plus vague) : ensemble d'éléments (les indi- 
vidus) dont le nombre (la taille ou l'effectif de la 
population) est susceptible de changer au cours 
du temps. Les grenouilles d'une mare, les personnes 
atteintes par une épidémie, mais aussi les livres 
d'une bibliothèque de prêt ou les pièces détachées 
en stock dans un atelier sont des exemples de po- 
pulation. Chaque population évolue à un rythme 
et suivant des mécanismes qui lui sont propres : 
le nombre d'habitants ne s'accroît pas à la même 
vitesse dans un pays du Tiers Monde que dans un 
pays d'Europe, la reproduction et la durée de vie 
ne sont pas identiques chez l'huître et le mouton, 
la grippe ne se propage pas comme la poliomyélite. 

A partir des observations du spécialiste (démo- 
graphe, biologiste, médecin...), le mathématicien 
traduit au mieux en termes mathématiques les 



mécanismes qui régissent l'évolution de la popu- 
lation. Ces dernières équations sont les axiomes 
de la théorie mathématique (ou modèle) de la popula- 
tion. Oubliant, en quelque sorte, la situation concrète 
qui l 'a conduit à les poser, le mathématicien s'em- 
ploie, par des raisonnements mathématiques, à 
tirer alors de ces équations le maximum de rensei- 
gnements : quelles seront la taille ou la répartition 
par âge de la population à un instant donné ? 
La population pourra-t-elle augmenter indéfini- 
ment, sa croissance sera-t-elle limitée ou finira-t-elle 
par s'éteindre ?, etc. 

II. — Les modèles déterministes 
et les modèles stochastiques 

On distingue classiquement deux types de mo- 
dèles : les modèles déterministes (où le hasard n'in- 
tervient pas) et les modèles stochastiques (ou aléa- 
toires) (où l'on suppose que les mécanismes d'évo- 
lution sont entachés de certaines variations dues 
au hasard). 

Les exemples suivants feront sans doute mieux 
saisir les différences et le lien entre modèle déter- 
ministe et modèle stochastique : 

Exemple 1 (1). — Deux amis décident d'acheter 
systématiquement des livres le premier jour ou- 
vrable de chaque mois. Le premier, M. Bouvard, 
achète un livre tous les mois. Le second, M. Pé- 
cuchet, plus fantaisiste, jette une pièce de monnaie 
en l'air avant de se décider à tout achat : si la 

(1) Cet exemple, fondé sur le j e t  d ' u n e  pièce de monnaie,  peut  
para î t re  au premier  abord  artificiel. E n  fait ,  on mon t re  qu' i l  est 
toujours  théoriquement possible de simuler tou t  phénomène,  dépen- 
d a n t  du  hasard ,  aussi complexe soit-il, en ut i l isant  une simple pièce 
de monnaie .  



pièce tombe sur face, il achète deux livres ; si la 
pièce tombe sur pile, il n'achète aucun livre ce 
mois-là. Ils se demandent quelles seront, au bout 
de n mois, les tailles respectives des deux popu- 
lations que constituent leurs deux bibliothèques. 

Il est facile d'écrire les équations qui régissent 
l'évolution de la bibliothèque de M. Bouvard. Si 
on note x(n) la taille de la population au cours 
du n-ième mois, on aura, puisque la bibliothèque 
augmente d'une unité chaque mois : 

[1] 

On en déduit x(l) =  1, x(2) =  2 et donc 
x(n) =  n pour tout n entier. 

Il est par contre impossible d'établir une formule 
qui déterminerait la taille de la bibliothèque de 
M. Pécuchet au cours du n-ième mois. Ce nombre 
(appelons-le X (  dépend en effet des résultats 
imprévisibles des n jets de pièce. X(n) peut, a 
priori, prendre n'importe quelle valeur paire com- 
prise entre 0 (la pièce sera toujours tombée du côté 
pile) et 2n (la pièce sera toujours tombée du côté 
face). Comme il n'est sans doute pas égal à M. Pé- 
cuchet d'avoir, au bout de trois mois, 0 ou 6 livres, 
il doit se demander : « Ai-je peu ou beaucoup de 
"chances" de trouver les rayons de ma biblio- 
thèque encore vides au bout de trois mois ? » 

La théorie des probabilités (2) fournit une réponse 
mathématique aux questions de ce type : 

On définit, pour toute expérience dont les résultats dépen- 
dent du hasard, un triplet (Q, P) (0 est un ensemble, 

une collection de sous-ensembles de 0 et P une applica- 
tion de dans [0, 1]). 

(2) Cf., dans  la même collection, les ouvrages d 'A.  J a c q u a r d  
(Les probabili tés) et de P. Deheuvels  (La probabil i té ,  le hasard  
e t  la  cert i tude).  



—  Ω  e s t  l ' e n s e m b l e  d e  t o u s  les r é s u l t a t s  de  l ' e x p é r i e n c e .  
—  Les  é l é m e n t s  de  s o n t  a p p e l é s  é v é n e m e n t s .  ( D a n s  le 

ca s  o ù  Œ e s t  f i n i ,  o n  s ' a r r a n g e  s o u v e n t  p o u r  q u e  t o u t  sous-  
e n s e m b l e  de  Q  so i t  u n  é v é n e m e n t  : o n  c h o i s i t  a l o r s  =  
=  e n s e m b l e  de  t o u s  les s o u s - e n s e m b l e s  d e  Ω . )  

—  P  assoc ie  à  t o u t  é v é n e m e n t  A  u n  n o m b r e  c o m p r i s  
e n t r e  0 e t  1, a p p e l é  p r o b a b i l i t é  de A ( n o t é  P ( A ) ) ,  q u i  m e s u r e ,  
a v a n t  q u e  l ' e x p é r i e n c e  a i t  é t é  e f f e c t u é e ,  les « c h a n c e s  » de  
r é a l i s a t i o n  d e  l ' é v é n e m e n t  A.  P l u s  P ( A )  e s t  p r o c h e  d e  0, 
m o i n s  l ' é v é n e m e n t  A  a  de  « c h a n c e s  » d e  se r é a l i s e r  ; p l u s  
P ( A )  e s t  p r o c h e  d e  1, p l u s  l ' é v é n e m e n t  A  a  d e  « c h a n c e s  » 
de  se r éa l i s e r .  

O n  i m p o s e r a  d o n c  à  P  d e  v é r i f i e r  : 

P ( 0 )  =  0 ( 0  e s t  l ' e n s e m b l e  v i d e )  

e t  P ( Q )  =  1. 

O n  d e m a n d e  e n f i n  à  P  d e  v é r i f i e r  l ' a x i o m e  s u i v a n t  ( d i t  
de s  « p r o b a b i l i t é s  totales ») q u i  t r a d u i t  q u e ,  si de s  é v é n e m e n t s  
s o n t  d i s j o i n t s ,  l e u r s  c h a n c e s  s ' a j o u t e n t  : 

An(n  0)  é t a n t  u n e  s u i t e  d ' é v é n e m e n t s  i n c o m p a t i b l e s  
d e u x  à d e u x  ( c ' e s t - à - d i r e  te ls  q u e  An n  Am =  0  p o u r  n  ≠  m)  

Dans l'exemple de M. Pécuchet, Ω est l'ensemble 
de tous les n jets possibles de pièces, c'est-à-dire 
l'ensemble des suites Co =  ( ω  ω  • • •» ω  où 

est égal à P ou F suivant que la pièce est tom- 
bée, la n-ième fois, sur le côté pile ou sur le côté 
face. 

On peut maintenant préciser un peu la nature de 
X(n). Quand les n jets ont été effectués X(n) est 
parfaitement déterminée : X(n) est donc une appli- 
cation de O dans N (ensemble des entiers). Une 
quantité numérique X dépendant du hasard (comme 
ici X(n» est une variable aléatoire. Les expressions 
du type « X vaut k », « X est plus petit que k » 
définissent des événements dont on peut calculer 
la probabilité ; il suffit, en effet, d'écrire : « X vaut 



k » =  {X =  &} =  Ensemble des <ù tels que 
X(<ù) =  k. 

Comme l'axiome des probabilités totales entraîne 
2P{X =  k} — 1, les quantités Px(k) =  P{X =  k} 
définissent une probabilité sur N, appelée loi de 
la variable aléatoire X (et notée Px). 

Notant Y n la variable aléatoire qui vaut 1 si, 
au n-ième jet, la pièce tombe sur face et qui vaut 0 
si elle tombe sur pile, on peut écrire pour la biblio- 
thèque de M. Pécuchet des relations analogues aux 
équations [1] qui régissent l'évolution de la biblio- 
thèque de M. Bouvard : 

[2] 

(qui traduit  que la bibliothèque n'augmente de 
deux unités que si la pièce tombe sur le côté face), 

et X(0) =  0 (3). 

On en déduit donc 

et le problème revient à déterminer la loi de Sn : 
Sn =  Y1 +  Y2 +  . . .  +  Y . ,  variable aléatoire égale 
au nombre de fois que le côté face est apparu au 
cours des n premiers jets. Mais, pour déterminer 
cette loi, il faut poser une hypothèse mathématique 
(qui sera en fait la définition de la probabilité P), 
traduisant que les n jets de pièce sont sans influence 
les uns sur les autres, et introduire les notions de 
probabilité conditionnelle et d'indépendance (sto- 
chastique). 

(3) X(0) est la var iable  qui ne prend  que la valeur  0(P {X(0) =  0} = 1 ). 
Un nombre  n ' é t a n t  q u ' u n  cas part iculier  de variable  aléatoire,  la 
classe des modèles stochastiques cont ient  la classe des modèles 
déterministes .  





BIBLIOGRAPHIE SOMMAIRE 

N. T. J .  Bailey, The ma thema t i ca l  theory  of infectious diseases, 
Charles Griffin, 1975. 

D. J .  Bar tholomew,  Stochastic models for social processes, Wilev. 
1973. 

M. S. Bar t l e t t ,  Stochastic popula t ion  models in ecology and  epi- 
demiology, Methuen,  1960. 

J .  Gani ,  Processus de populat ion,  dans  Ecole d ' E t é  de Probabi -  
lités de Saint -Flour ,  IV-1974, Springer-Verlag, 1975. 

F. Hoppens tead t ,  Mathemat ica l  theories of populat ions,  SIAM, 1975. 
F. Hoppens tead t ,  Mathemat ica l  methods  of popula t ions  biology, 

Cambridge Universi ty Press, 1982. 
M. Iosifescu et P. T a u t u ,  Stochastic processus a n d  appl icat ions in 

biology and  medecine,  Springer-Verlag, 1973. 
N. Keyfi tz ,  In t roduct ion  to  the  ma themat i c s  of populat ion,  Addison- 

Wesley, 1977. 
D. Ludwig,  Stochastic popula t ion  theories,  Springer-Verlag, 1978. 
E. C. Pielou, Mathemat ica l  ecology, Wiley,  1977. 


	Couverture
	Page de titre
	INTRODUCTION
	CHAPITRE PREMIER - GÉNÉRALITÉS SUR LES MODÈLES MATHÉMATIQUES DE L'ÉVOLUTION DES POPULATIONS
	I. — La dynamique des populations
	II. — Les modèles déterministes et les modèles stochastiques

	BIBLIOGRAPHIE SOMMAIRE

