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Introduction 

L'analyse des séries temporelles a considérablement évolué ces 
vingt dernières années : les progrès méthodologiques alliés à l'utili- 
sation banalisée des micro-ordinateurs (et des logiciels dédiés) font que 
la présentation et l'enseignement de cette discipline a connu de pro- 
fonds bouleversements. Auparavant, le cours d'analyse de série tempo- 
relle était réservé aux maîtrises d'économétrie ; ce cours fait mainte- 
nant partie intégrante de la plupart des maîtrises en sciences 
économiques ou sciences de gestion. En effet, les applications sont 
multiples et concernent des disciplines très diverses : la prévision 
macro-économique, la finance, le marketing, etc. 

Ce livre présente donc, les méthodes de prévision à court terme réa- 
lisée à partir de l'analyse de séries chronologiques. Ces prévisions peu- 
vent être élaborées à partir d'une seule série chronologique, c'est le cas 
univarié ou bien être le résultat de plusieurs séries chronologiques que 
l'on met en relation, c'est le cas multivarié ; nous nous bornons, volon- 
tairement, dans le cadre de cet ouvrage, au cas univarié. 

Deux grandes familles de méthodes sont abordées : 

— tout d'abord, en partie I, la description de méthodes standards de 
traitement des séries temporelles : régression, désaisonnalisation, 
lissage exponentiel ; 

— puis en partie II, la chronique est considérée comme un échantillon 
d'un processus aléatoire univarié. On traite alors de l'analyse spec- 
trale, des problèmes de stationnarisation et des modèles ARIMA 
qui fondent l'algorithme de Box et Jenkins. Un dernier chapitre 
présente succinctement les modèles de type ARCH. 



Les exposés théoriques sont illustrés par de nombreux exemples et 
exercices, traités parfois à partir des logiciels TSP-Eviews, Excel ou 
Pist-Assistance qui permettent ainsi au lecteur de se familiariser de 
manière concrète à la pratique du traitement des séries chronologiques. 

Des notions d'économétrie et de statistiques d'un niveau de maî- 
trise en sciences économiques sont indispensables à la compréhension 
des développements théoriques. 

Dans ce livre, nous voulons donner au lecteur (étudiants, 
chercheurs, économistes d'entreprise) tous les éléments tant théoriques 
(sans démonstration et exposé superflus) que pratiques lui permettant 
de résoudre les problèmes auxquels il est confronté dans la manipula- 
tion des séries temporelles 

Afin que le lecteur puisse lui-même refaire les exercices, les don- 
nées utilisées ainsi que les programmes de traitement « Batch » de Tsp- 
Eviews sont disponibles par téléchargement sur le serveur web : 
http://www.dauphine.fr/cip/pages/bourbonnais/. 

1. TSP-Eviews est édité par la société QMS Software, Excel par Microsoft et Pist- 
Assistance par la Socrees (fax : 04 67 84 83 74). 

2. Les lecteurs souhaitant faire des commentaires peuvent contacter les auteurs : Régis 
Bourbonnais, UFR Économie appliquée, Université de Paris-Dauphine, place du Maréchal-de- 
Lattre-de-Tassigny, 75775 Paris cedex 16, E-mail : Bourbonn@Dauphine.fr ou Michel Terraza, 
Lameta, Université de Montpellier I, avenue de la Mer, BP 9606, 34054 Montpellier cedex 1, 
E-mail : mterraza@sceco.univ-montpl.fr 



PREMIÈRE PARTIE 

L'ANALYSE CLASSIQUE 
DES SÉRIES CHRONOLOGIQUES 

Une série temporelle ou encore chronique est une succession d'ob- 
servations au cours du temps représentant un phénomène économique 
(prix, ventes...) ; par hypothèse, le pas du temps est considéré constant : 
l'heure, le jour, le mois, le trimestre, l'année. Nous supposons également 
que la chronique ne contient ni observations manquantes, ni valeurs aber- 
rantes ou accidentelles sur toute la période d'observation. La valeur cou- 
rante en t de la chronique est notée x, où t le temps est compris entre 1 
et n avec n le nombre total d'observations de la chronique. On appelle 
h le nombre de points ou de valeurs à prévoir de la chronique. La pré- 
vision de la série temporelle -  de (n + 1 ) à (n + h) connaissant l'histo- 
rique de x1, à x  -  porte le nom d'horizon de la prévision. 

Il est toujours utile, en première analyse, de représenter l'évolution 
temporelle d'un phénomène à l'aide d'un graphique ayant en ordonnée 
la valeur du phénomène économique x  et en abscisse le temps t. 
Comme le temps est discret, le graphique obtenu est un diagramme en 
bâtons. Par tradition, on retient le polygone des fréquences de la repré- 
sentation nommé : profil temporel de la chronique. 

Les techniques traditionnelles de traitement des chroniques procè- 
dent par décomposition puis recomposition de la chronique pour effec- 
tuer la prévision. Cette approche suppose que la structure de la chro- 
nique peut être décomposée en éléments simples (modélisables), et 
donc plus facilement prévisibles, pour ensuite être reconstituée pour 
donner la prévision de la chronique. 

Les premières études sur les chroniques ont amené à considérer de 
façon standard quatre grandes composantes : 

— La tendance ou « trend » notée T ,  censée décrire le mouvement 
de long terme, de fond ou encore structurel du phénomène. Ce mouve- 



ment est traditionnellement représenté par des formes analytiques 
simples : polynomiales, logarithmiques, exponentielles, cycliques, 
logistiques. C'est ainsi qu'en économie la tendance contient des cycles 
longs de Kondratieff (cycle apériodique de 40 à 60 ans), de Kuznets 
(20 ans), des cycles de Juglar (cycle de crise de 10 ans)... 

— La composante cyclique notée C .  En conjoncture, elle est repré- 
sentée par le cycle de Kitchin d'une période de 4 à 5 ans. Dans la plu- 
part des travaux sur les séries temporelles, la tendance et le cycle sont 
regroupés en une seule composante appelée l'extra-saisonnier E .  

— La composante saisonnière notée S  : composante cyclique rela- 
tivement régulière de période intra-annuelle et qui correspond souvent 
à des phénomènes de mode, de coutume, de climat... 

— La composante résiduelle notée R. Elle rassemble tout ce que 
les autres composantes n'ont pu expliquer du phénomène observé. Elle 
contient donc de nombreuses fluctuations, en particulier accidentelles, 
dont le caractère est exceptionnel et imprévisible (catastrophes natu- 
relles, grèves, guerres...). Comme par hypothèse ce type d'événement 
est censé être corrigé, le résidu présente -  en général -  une allure aléa- 
toire plus ou moins stable autour de sa moyenne. 

Remarquons que ces différentes composantes s'entendent pour des 
séries économiques, le plus souvent, mensuelles ou trimestrielles liées 
à la conjoncture. Dans le domaine de l'entreprise, les composantes sont 
conservées mais les périodicités sont parfois différentes (hebdomadaire 
par exemple). 

La technique de décomposition-recomposition repose, bien évidem- 
ment, sur un modèle qui l'autorise. Ce modèle porte le nom de schéma 
de décomposition. Il en existe essentiellement trois grands types : 

— Le schéma additif qui suppose l'orthogonalité (indépendance) 
des différentes composantes. Il s'écrit : x  = E  + S  + R. Dans ce 
schéma la saisonnalité est rigide en amplitude et en période. 

— Le schéma multiplicatif : x, = E  x S  + R,  dans lequel la com- 
posante saisonnière est liée à l'extra-saisonnier (saisonnalité souple 
avec variation de l'amplitude au cours du temps). 

— Le schéma multiplicatif complet : x  = E, × S  × R  (interaction 
générale des trois composantes). Il est actuellement le plus utilisé en 
économie. Il est commode puisque le logarithme de la chronique 
conduit au schéma additif. 

En définitive, dans ces méthodes traditionnelles, deux questions 
sont importantes : l'existence d'une saisonnalité et le type de schéma à 
retenir ; elles constituent le chapitre I de cette partie. Nous examinons 
par la suite (chapitre II) les techniques de prévision. 



Chapitre 1 

L'analyse de la saisonnalité 

L'étude de la saisonnalité est un préalable au traitement d'une série 
chronologique. En effet, lorsque cette composante existe, il convient de 
l'isoler afin de pouvoir analyser les autres caractéristiques. 

Une désaisonnalisation systématique, sans tester l'existence de 
cette composante, viendrait à créer un « bruit » nuisible à l'analyse de 
la chronique et donc à dégrader la qualité de la prévision. Dans ce cha- 
pitre, nous allons, par conséquent, présenter les techniques permettant 
de tester l'existence d'une composante saisonnière, puis nous exami- 
nons les méthodes de désaisonnalisation. 

1 / Les tests de détection de la saisonnalité 

1.1. La représentation graphique et le tableau de Buys-Ballot 

L'analyse graphique d'une chronique suffit, parfois, pour mettre en 
évidence une saisonnalité. Néanmoins, si cet examen n'est pas révéla- 
teur ou en cas de doute, le tableau de Buys-Ballot permet d'analyser 
plus finement l'historique. La figure 1 des ventes trimestrielles d'un 
produit festif indique une saisonnalité marquée au quatrième trimestre, 
ce que nous pouvons confirmer à l'aide du tableau de Buys-Ballot. 

Le tableau de Buys-Ballot est un tableau à deux entrées dans lequel 
sont consignées les valeurs de x. Il est constitué (cf. tab. 1) en ligne par 



FIGURE 1. -  Ventes trimestrielles. 

les années et en colonne par le facteur à analyser (mois, trimestre...). 
Les moyennes et les écarts types des années et des trimestres (ou des 
mois selon le cas) sont calculés ainsi que pour l'ensemble des observa- 
tions de la chronique. 

Nous pouvons alors classer les trimestres pour chaque année par 
valeurs décroissantes (cf. tab. 2). 

La lecture du tableau 2 indique la persistance du trimestre T4 à se 
classer en première position quelle que soit l'année et la position de 
« creux » occupée par le trimestre T1, ce qui nous conduit à retenir 
l'existence d'une saisonnalité. 

TABLEAU 1. -  Exemple de constitution d'un tableau de Buys-Ballot 
pour des ventes trimestrielles 

TABLEAU 2. – Classement des trimestres en fonction de leurs valeurs. 



1.2. Analyse de la variance et test de Fisher 

L'examen visuel du graphique ou du tableau ne permet pas toujours 
de déterminer avec certitude l'existence d'une saisonnalité, de surcroît il 
interdit l'automatisme de traitement qui peut s'avérer nécessaire dans le 
cas d'un nombre important de séries à examiner. Le test de Fisher à par- 
tir de l'analyse de la variance permet de pallier ces deux inconvénients. 

Ce test suppose la chronique sans tendance ou encore sans extra 
saisonnalité. Dans le cas contraire cette composante sera éliminée par 
une régression sur le temps (extra-saisonnalité déterministe), ou par 
une procédure de filtrage (extra-saisonnalité aléatoire). 

Soit : 
N le nombre d'années, 
p le nombre d'observations (la périodicité) dans l'année (trimestre 
p = 4, mois p = 12, etc.). 
x  la valeur de la chronique pour la i-ème année (i = 1, ..., N) et la 
j-ème période (j = 1, ..., p) supposée telle que x  = ; les e  sont 
les résidus considérés comme aléatoires formés d'éléments indépen- 
dants : e  → N (0 ; σ  

Les m  sont les éléments d'une composante de la chronique qui 
s'écrivent : m = a  + b  avec b  qui mesure l'effet période en colonne 
du tableau et a  qui mesure l'effet année en ligne du tableau. 

Deux effets absents sont testés contre deux effets significativement 
présents : 

— si l'effet période (ici trimestre) est significatif, la série est sai- 
sonnière ; 

— si l'effet année est significatif, ceci suggère deux interprétations. 

• La chronique de départ n'a pas été transformée, elle possède alors 
des paliers horizontaux. 

• La chronique a été transformée, des changements de tendance 
existent dans la chronique. 

Le déroulement du test est le suivant : 

a) Calcul de la variance totale du tableau 
Soit ST la somme totale des carrés : 

 :  moyenne générale de la chronique sur 
les N x p observations. 

1. J.-C. Laloire, 1972. 



: m o y e n n e  d e  l ' a n n é e  i  

: m o y e n n e  d e  l a  p é r i o d e  j  

C o m m e  x = m  +  e .  a v e c  e  →  N  ( 0  ;  σ  e t  m  =  e f f e t  p é r i o d e  +  

e f f e t  a n n é e ,  n o u s  o b t e n o n s  : 

L e  t a b l e a u  3  p r é s e n t e  l e s  c a l c u l s  i n t e r m é d i a i r e s  a v e c  l e s  n o t a t i o n s  

p r é c é d e n t e s .  

TABLEAU 3. – Calculs des moyennes par année et par période. 

TABLEAU 4. – Analyse de la variance pour détecter une saisonnalité 
et/ou une tendance. 



Nous utilisons ces résultats pour effectuer l'analyse de la variance 
de la série (tab. 4). 

A partir de ce tableau 4, nous pouvons construire les tests d'hypo- 
thèses. 

b) Test de l'influence du facteur colonne (période, mois ou trimes- 

tre : Ho = pas d'influence) 
Calcul du Fisher empirique que l'on compare au Fisher lu 

dans la table : 

degrés de liberté. 

Si le Fisher empirique est supérieur au Fisher lu dans la table, on 
rejette l'hypothèse H0, la série est donc saisonnière. 

c) Test de l'influence du facteur ligne (année : Ho = pas d'influence) 

Calcul du Fisher empirique que l'on compare au Fisher lu 
dans la table : 

degrés de liberté. 

Si le Fisher empirique est supérieur au Fisher lu, on rejette l'hypo- 
thèse Ho, la série est donc affectée d'une tendance. 

EXERCICE 1. -  Test de détection de la saisonnalité à partir des données 
du tableau 1 

On demande d'effectuer le test de détection de saisonnalité et de 
tendance à partir des données du tableau 1. 

Solutions 
Nous trouvons les résultats suivants (p = 4, N = 3) : 

x.. = 1 647,67 ; 
x1. = 1 714 ; x2. = 1 502 ; x3. = 1 727 
x. = 1 092,33 ;  x.= 1 304,33 ; x .  = 1133 ; x .  = 3 061 
Sp = 8 066 015,31 ; SA = 127 650,68 ; SR = 68 026,67 ; 
ST = SA + Sp + SR = 8 261 692,66 

S / 3  
a) Test de saisonnalité : que l'on compare à 

. La série est donc saisonnière. 

b) Test de tendance : que l'on compare à 

, l'hypothèse Ho est rejetée ; la chronique est affectée d'une 
tendance à la limite de la significativité. 



1.3. La fonction d'autocorrélation 

On appelle coefficient d'autocorrélation d'ordre 1 le coefficient de 
corrélation linéaire calculé entre la série chronologique et cette même 
série décalée d'une période de temps. Les coefficients d'autocorrélation 
sont calculés pour des ordres allant de 0 à K, K étant le décalage maxi- 

mum admissible (en général  o u   si n ≥ 150) pour 6 3 5 

que le coefficient d'autocorrélation ait un sens (cf. tab. 5). 

TABLEAU 5. – Exemple de calcul d'une autocorrélation 
retards autocorrélation 

1 2 3 ... t  ... n 0 r  = 1 

1  2  3 . . .  t-1 n-1 1 r1 

1 2 3 t-2 n-2 2 r2 

. . . . . . . . . .  

t-k ...n-k k r  

. . . . . .  

t-K ...n-K K r  

La représentation graphique de la fonction d'autocorrélation (notée 
FAC) est appelée corrélogramme comme l'illustre la figure 2. 

Le coefficient d'autocorrélation d'ordre k est donné par : 



FIGURE 2. – Exemple de corrélogramme. 

Le test de signification sur le coefficient r  permet de sélectionner 
les coefficients d'autocorrélation significativement différents de 0 ; il 
s'effectue comme pour un coefficient de corrélation linéaire simple. 
Soit ρ  la valeur vraie de r  et l'hypothèse Ho : ρ  = 0. 

Sous cette hypothèse la quantité obéit à une loi 

de Student à n – 2 degrés de liberté. Si ,  l'hypothèse Ho est 
acceptée, avec valeur de la loi de Student au seuil α à n -  2 degrés 
de liberté. 

Pour n grand, si la série est sans tendance et de variance relative- 
m e n t  c o n s t a n t e  a u  c o u r s  d u  t e m p s ,  n o u s  p o u v o n s  p o s e r  

(  = moyenne de la série chronologique), Var (x) = Var ( x )  et nous 
pouvons écrire la formule simplifiée suivante : 

Les graphiques suivants indiquent l'allure « attendue » de la fonc- 
tion d'autocorrélation dans des cas simples. Ils permettent de vérifier 
que la FAC joue bien le rôle de décomposition temporelle de la chro- 
nique. Soit les quatre processus x1, x2, x3 et x4 générés artificiellement 
et dont les représentations graphiques sont présentées à la figure 3. 

x1 = R  (R, = variable aléatoire gaussienne) 
x2 = a t  + a  + R, (t = tendance t = 1, ... n) 
x3 = S  + R, (S, = saisonnalité pure de quatre périodes) 
x4 = a t  + a  + S  + R, 

Les corrélogrammes respectifs de chacun des processus sont pré- 
sentés sur la figure 4. 

Les termes du corrélogramme de x1 sont tous faibles à l'exception 
(fortuite) d'un seul, ceci est caractéristique d'une variable aléatoire de 



FIGURE 3. -  Représentation graphique des processus analysés 

FIGURE 4. -  Corrélogrammes des quatre processus. 



type « bruit blanc ». Le corrélogramme de x2 avec une décroissance 
lente de ces termes est spécifique d'une série affectée d'une tendance. 
Les termes très élevés (4, 8, 12 et 16) du corrélogramme de x3 révèlent 
la saisonnalité de quatre périodes. Enfin, le corrélogramme de x4 est 
une combinaison des trois précédents. 

EXERCICE 2. -  Calcul d'une fonction d'autocorrélation 

A partir des données relatives aux ventes du tableau 1, on demande 
de calculer la FAC avec son intervalle de confiance. 

Solution 
Nous allons détailler sur le tableau 6 les calculs pour un coefficient, 

par exemple r2, c'est-à-dire la corrélation entre x  et x  .  

TABLEAU 6. – Exemple de calcul pour un coefficient d'autocorrélation d'ordre 2. 

Le coefficient n'est pas significativement différent de 0. 

1. Nous examinons, en détail, au chapitre III les caractéristiques d'un Bruit Blanc. 



Le tableau 7 indique l'ensemble des valeurs de la fonction d'auto 
corrélation et la figure 5 présente le corrélogramme. Ce graphiqu 
indique un coefficient d'autocorrélation d'ordre 4 significativemer 
différent de 0 ; la périodicité des données étant trimestrielle, ce « pic 
est donc attribué à la saisonnalité des données. 

TABLEAU 7. -  Calcul d'une fonction d'autocorrélation. 

FIGURE 5. – Exemple de corrélogramme. 

1.4. Le spectre 

En première analyse le spectre de la chronique peut s'interpréter 
comme étant la décomposition de sa variance dans le domaine des fré- 
quences. Le spectre est un graphique présentant en abscisse les fré- 
quences d'apparition des cyclicités, ces fréquences s'exprimant : 
— en radians pour la pulsation ω, 
— en hertz pour la fréquence λ, 
— en unité de temps pour la période T, 



en ordonnée sont portées les valeurs du spectre qui peuvent être assimi- 
lées aux différentes variances des cyclicités de la fréquence ω, T ou A. 

A partir de ce graphe, nous pouvons mettre en évidence, dans la 
structure de la chronique, une cyclicité [A cos ( ω t  + ϕ)] de fréquence 
ω0, d'amplitude A et de phase ϕ, si la valeur spectrale en est élevée. 

Nous verrons ultérieurement (chap. IV) une définition plus rigou- 
reuse de cet instrument ainsi que des simulations donnant la forme 
« attendue » du spectre. 

2 / Les tests de schéma 

La saisonnalité dans une chronique peut -  ou non -  être influencée 
par l'extra-saisonnier et/ou le résidu. C'est de l'existence de ces inter- 
actions que sont nés les schémas de décomposition des séries chrono- 
logiques : additif, multiplicatif et multiplicatif complet. Nous présen- 
tons deux techniques simples pour sélectionner le schéma. 

2.1. Le test de la bande 

Le « test de la bande » consiste à partir de l'examen visuel du gra- 
phique de l'évolution de la série brute à relier, par une ligne brisée, 
toutes les valeurs « hautes » et toutes les valeurs « basses » de la chro- 
nique. Si les deux lignes sont parallèles, la décomposition de la chro- 
nique peut se faire selon un schéma additif ; dans le cas contraire, le 
schéma multiplicatif semble plus adapté. L'examen visuel du graphique 
des données du tableau 1 révèle un schéma de type additif. Les figures 6 
et 7 illustrent une interprétation du test de la bande. 

2.2. Le test de Buys-Ballot 

Le test de Buys-Ballot est fondé sur les résultats du tableau 1 (cal- 
cul des moyennes et des écarts-types par année). Le schéma est, par 
définition, additif si l'écart-type et la moyenne sont indépendants ; il 



FIGURE 6. -  Exemple de schéma additif. 

FIGURE 7. – Exemple de schéma multiplicatif. 

est multiplicatif dans le cas contraire. Lorsque le nombre d'années est 
suffisant, nous pouvons estimer par la méthode des MCO les para- 
mètres a  et a  de l'équation .  Dans le cas, où le coef- 
ficient a1 n'est pas significativement différent de 0 (test de Student) 
alors on accepte l'hypothèse d'un schéma additif ; dans le cas 
contraire, nous retenons un schéma multiplicatif. 

Bien qu'ici le nombre d'années (= 3) du tableau 1 soit très faible, 
nous procédons, à titre d'exemple, à l'estimation du modèle : 

R  = 0,12 
n = 3 
(.) = t de Student. 



FIGURE 8. -  Relation entre moyennes et écarts-types par année. 

Le coefficient a1 n'est pas significativement différent de 0, nous 
pouvons conclure à un schéma de type additif, comme l'illustre la 
figure 8. 

Ces deux tests conduisent parfois à des résultats ambigus. Il est 
recommandé dans ce cas d'utiliser un schéma multiplicatif complet. De 
plus, lorsque le phénomène économique est observé sur un historique 
important, il arrive fréquemment que la structure de la chronique se 
modifie en passant d'un schéma additif à un schéma multiplicatif. Il 
convient donc de ne pas confondre la période historique avec le nombre 
d'observations : il est possible d'avoir beaucoup d'observations sur un 
laps de temps faible (des cours boursiers cotés en continu par exemple), 
où la structure de la chronique a peu de risque de se modifier. 

3. Les méthodes de désaisonnalisation 

Lorsque qu'une série chronologique est structurée par une saison- 
nalité, les comparaisons inter-temporelles du phénomène nécessitent 
une chronique corrigée des variations saisonnières notée CVS ou 
encore désaisonnalisée. 

Désaisonnaliser une chronique, c'est éliminer la saisonnalité sans 
modifier les autres composantes de la chronique. C'est une opéra- 
tion délicate ce qui explique le grand nombre de méthodes de désai- 
sonnalisation. 

Le choix de la technique la mieux appropriée dépend de la 
nature déterministe ou aléatoire (stochastique) de la saisonnalité de la 
chronique : 



A la lecture des résultats, le F du Fisher empirique et la statistique 
LM du multiplicateur de Lagrange laissent supposer une spécification 
de type ARCH(l). Les deux probabilités critiques sont inférieures à 
0,05, nous sommes donc amenés à rejeter l'hypothèses Ho : de nullité 
des coefficients αi. Le test d'un ARCH(2) doit alors être effectué : 

Le coefficient de l'ordre 2 de la variable RESID^2(-2) n'est pas 
significativement différent de 0, la spécification retenue est donc de 
type ARCH(1). L'estimation des paramètres peut alors être effectuée à 
l'aide de la méthode du maximum de vraisemblance (instruction TSP- 
Eviews) : ARCH(1,0) Y C Y(-1) Y(-2) : 



Le modèle estimé s'écrit donc : y, = 10,6 + 0,72 y-1 -  0,47  y 2  + e, 
dont les erreurs théoriques suivent un ARCH( 1 ) : ε  = u  × h  avec u  → 
N(0,1) et estimé par : 

5 / Processus de type GARCH 

5.1. Spécification 

Le modèle GARCH est une généralisation (Generalized), due à 
Bollerslev (1986), des modèles de type ARCH. La spécification est la 
suivante : 

qui est l'écriture d'un GARCH(p, q). 

Remarques : 
— si q = 0 on a un GARCH(p, q) = GARCH(p, 0) = ARCH(p) et si 

q = 0 et p = 0 alors ε  → n.i.d. 
— un processus de type GARCH(p, q) est équivalent à un processus de 

type ARCH(∞) ce que l'on peut démontrer par récurrence (en rem- 
plaçant par ,  etc.). Cette équivalence permet de déterminer 
les conditions de stationnarité d'un processus de type GARCH : 
α(1) + ß ( 1 ) <  1. 

Les processus GARCH sont similaires aux processus ARMA usuels 
dans le sens où le degré q apparaît comme le degré de la partie de la 
moyenne mobile et p comme celui de l'autorégressive ; cela permet 
d'introduire des effets d'innovation. La variance conditionnelle est 
déterminée par le carré des p erreurs précédentes et des q variances 
conditionnelles passées. 

5.2. Test et estimation de modèle de type GARCH 

— Test d'un modèle de type GARCH : dans le cas d'une hétéroscé- 
dasticité conditionnelle supposée, on ne peut tester une spécification de 
type ARCH que contre une spécification de type GARCH. 

1. T. Bollerslev (1986 et 1988). 



Le  tes t  p o r t e  su r  l ' h y p o t h è s e  nu l l e  Ho d ' u n e  e r r e u r  A R C H ( p )  c o n t r e  

l ' h y p o t h è s e  H1 d ' u n e  e r r e u r  G A R C H ( p ,  q).  O n  v a  d o n c  t e s t e r  l ' h y p o -  

thèse Ho que les ß  sont nuls. 
H0  :  ß  = 0,  j  = 1, ..., q ; contre l 'hypothèse H1 : Il existe au moins 

un (ß non nul. 
Le test le plus approprié est celui du multiplicateur de Lagrange : 

(q = degré de liberté) où R  est le coefficient de détermina- 
tion obtenu dans la régression par les M C O  dans l 'équation : 

Si lu dans la table à un seuil de confiance (en général 
0,05) et q degrés de liberté alors on rejette l'hypothèse H0. Les erreurs 
obéissent à un processus GARCH(p, q). 

— Estimation d'un modèle de type GARCH : la procédure d'identi- 
fication des ordres p et q du GARCH est la même que pour l'identifi- 
cation des ordres d'un processus ARMA. L'estimation des paramètres 
du modèle peut se faire à l'aide de l'algorithme de Berndt, Hall ou bien 
celui de Hall et Hausman (1974) fondé sur une méthode de maximum 
de vraisemblance. 

EXERCICE 3. -  Étude d'un processus GARCH 
Soit un processus y,. On demande d'en étudier les propriétés et 

d'estimer les paramètres du modèle par une méthode adéquate. 

FIGURE 4. -  Représentation du processus y .  



Solutions 
Cet exercice est résolu à partir de Micro TSP-EVIEWS. 
L'étude complète (tests de spécifications...) de ce processus à partir 

de la méthodologie de Box et Jenkins laisse présager d'un ARMA(1, 1). 
L'estimation des paramètres conduit aux résultats suivants : 

Le corrélogramme des résidus est le suivant : 

La statistique de Q Ljung-Box indique un corrélogramme dont les 
termes ne sont pas significativement différents de 0, les résidus sont 
donc non corrélés. 

Le corrélogramme des résidus carrés est le suivant : 



La statistique de Q Ljung-Box indique un corrélogramme dont les 
termes sont significativement différents de 0, une spécification de type 
ARCH est donc à retenir. Ceci est corroboré par la statistique du mul- 
tiplicateur de Lagrange : 

Après différents essais de spécification ARCH(1), ARCH(2) et 
GARCH(1, 1), le modèle dont les coefficients sont tous significatifs 
s'avère être un GARCH( 1, 1). C'est donc cette dernière qui est retenue. 

L'estimation des paramètres du modèle GARCH( 1, 1 ) est donnée par : 

ARCH(1, 1) Y C Y(-1) MA( 1 ) 



Les coefficients des variables sont tous significatifs, le modèle 
estimé s'écrit donc : y, = 8,4 + 0,83 y-1 + e  -  0,64 e 1  dont les erreurs 
théoriques suivent un GARCH(1, 1 ) : ε  = u  × h  avec u  → N(0,1) et 

La prévision de y  est calculée de la manière suivante : 
SMPL 201 210 
GENR U = 0 on considère le bruit blanc nul 
GENR h = C(4)+C(5)*U(-1 )*U(-1 )*h(-1 )+C(6)*h(-1 ) 
GENR EPS=sqr(H)*U 
GENR YF = C(1)+ C(2)*YF(-1 )+EPS+C(3)*EPS(-1 ) 

6 / Autres processus : variantes des processus ARCH 

Nous présentons ici, les diverses extensions des modèles ARCH et 
GARCH utilisées dans le domaine de la finance. 

6.1. Processus de type ARCH-M et GARCH-M 

Ces modèles introduits par Engle, Lilien et Robins (1987) sont une 
extension des modèles ARCH et GARCH. 

La forme générale du modèle est : 

Dans ce modèle l'espérance conditionnelle μ  est fonction de la 
variance ,  ce qui signifie que le niveau atteint par la variable est 
fonction de sa volatilité (ce qui paraît assez réaliste pour des cours 
boursiers selon l'hypothèse de l'aversion pour le risque des agents et 
donc que l'espérance de gain est fonction de la variance). 

La spécification GARCH-M est obtenue en écrivant la variance 
conditionnelle : 

1. ARCH-M comme Mean (moyenne). 



6.2. Processus de type GARCH-DM, GARCH-DLM et TARCH 

Cocco et Paruolo (1990) définissent un modèle dans lequel c'est 
l'accroissement de la volatilité (et non la volatilité elle-même) qui va 
influencer le niveau atteint par la variable à expliquer GARCH-DM : 

On pourrait, dans le même esprit, spécifier un processus ARCH- 
DM. 

Ces auteurs généralisent ce modèle en intégrant les effets passés de 
la volatilité à l'aide d'un polynôme de retards, il s'agit d'un modèle de 
type GARCH-DLM : 

Dans une spécification de type T A R C H  on différencie l'effet 
d'une erreur positive et d'une erreur négative (erreur sur la variance). 

La spécification TARCH est la suivante : 

avec : ε  = Max (ε ,  0) et ε  = Min (ε ,  0). 
Un modèle de ce type permet de prendre en compte une dissymétrie 

de l'information : les agents suivent un comportement différent selon 
que la variable à expliquer est à la hausse ou à la baisse. 

Les variantes des processus ARCH présentées dans ce chapitre ne 
sont pas exhaustives le lecteur peut consulter les ouvrages spécialisés 
dans ce domaine pour plus d'informations. 

1. DM = Difference in Mean. 
2. Distributed Lag in Mean. 
3. Treshold ARCH. 

4. On peut par exemple proposer le processus FIGARCH qui permet de définir une double 
mémoire sur les moments des processus (Baillie, 1996 ; Teyssiere, 1997). 
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Ce livre répond aux questions concernant les différentes méthodes 
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