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Avant-propos

Ce recueil d’exercices vient en complément du livre Calcul des ouvrages - résistance
des matériaux et calcul des structures! dont il illustre chaque chapitre. Les exercices
se veulent étre originaux, graduels dans leur difficulté et abondamment commentés,
I'objectif étant de favoriser I'acquisition puis la maitrise des concepts par le lecteur.
Quelques rappels de mathématiques, lorsque cela a été jugé nécessaire par les auteurs,
émaillent le discours ca et la. Les erreurs fréquentes et autres pieges ont été signalés et
déjousés.
Ce recueil aborde les sujets suivants :

1. la mécanique générale utile a I'’analyse de structures : torseurs et cinématique;

2. lastatique des structures sous ’hypotheése des petites perturbations par approche
vectorielle et 'approche scalaire;

. la théorie des poutres;

. le cisaillement de flexion;

. le cisaillement de torsion de Saint-Venant;
. le principe des puissances virtuelles;

. laméthode des forces;

. laméthode des déplacements;

© 0 N O Gk W

. la stabilité des structures élastiques;
10. les problemes de synthese aux thématiques mixtes.

Chaque chapitre est introduit par un résumé de cours rappelant les notions essentielles
utiles a la résolution des exercices qui suivent.

Logiciels

Dans les exercices qui suivent, il sera fait mention de 'utilisation de logiciels utilisés a
des fins de contrdle, d’enrichissement et d’illustration des solutions analytiques. 11
s’agit de:

1. Erick Ringot, Calcul des ouvrages : résistance des matériaux et fondements du calcul des structures, 512
pages, Eyrolles, 2017 (ISBN 978-2-212-67370-8), également disponible au format numérique.
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[ logiciel | statut

description | site

logiciel de calcul de
structure simple et
pédagogique développé
par Philippe Lawrence,
ingénieur INSA et agrégé
de génie civil. Lutilisation
de ce programme est
présentée dans le livre de
cours cité plus haut
(section ).

pyBar freeware http://pybar.fr/

http://www.nt4e.com/

CSB commercial | voir la section ci-apres.

«mailleur » Open source
utilisé pour la modélisation http://Gmsh.info/
Gmsh open source | des sections calculées par A gmsh

le module CSection de
CSB.

Nous aurons également recours a un tableur électronique pour résoudre des systemes
linéaires, tracer des champs de sollicitations ou de contraintes, rechercher des valeurs
propres. De facon exceptionnelle, un peu de code en langage C sera proposé pour le
calcul d’intégrales de Mohr sur des arcs (exercice 7.4).

Introduction a CSB
Présentation

Le logiciel CSB (Cross Section & Beam analysis) est une suite logicielle permettant le
calcul des poutres de section homogene ou hétérogene (composite). Concu et déve-
loppé par le Professeur Rached El Fatmi de I'Ecole Nationale des Ingénieurs de Tunis,
CSB s’adresse a I'ingénieur; il constitue un tandem de deux outils numériques com-
plémentaires : CSection et CBeam qui, pour un probleme de poutre donné, s’articule
comime suit :
— CSection calcule les caractéristiques de la section droite, compte tenu de sa
forme et du (des) matériau(x) qui la compose(nt);
— CBeam utilise ces caractéristiques de section pour assurer le calcul de la poutre :
— en statique : sous chargement mécanique ou thermique, pour fournir les
sollicitations, la déformée, ...etc;
— en dynamique : calcul des premieres fréquences et des modes associés;
— en stabilité : calcul du facteur d’amplification critique et caractérisation du
mode de bifurcation associé.
Les poutres traitées par CSB sont supposées droites et de section uniforme. Cependant
la section peut étre de forme et de constitution quelconque en termes de géométrie
et de matériau(x). La forme peut ainsi étre pleine ou cloisonnée, mince ou épaisse,
ouverte ou fermée, symétrique ou non. Quant aux matériaux, de nature isotrope ou
anisotrope, ils peuvent étre librement agencés dans la section.


http://pybar.fr/
http://www.nt4e.com/
http://Gmsh.info/
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Pour les besoin des applications de ce livre, le module CSection sera utilisé de facon
limitée aux sections isotropes.

CSection permet le calcul exact des caractéristiques de section; on entend par « exact »
le fait que ce programme met en ceuvre la théorie de poutre de Saint-Venant (TPSV)
qui constitue la référence absolue en tant que théorie de poutre se référant aux six
efforts intérieurs classiques (un effort normal, deux efforts tranchants, deux moments
de flexion et un moment de torsion) tels que classiquement enseignés dans les écoles
d’'ingénieurs (selon Bernoulli ou Timoshenko) . Le caractere « exact » vient de ce que
la TPSV s’affranchit des hypotheses classiques des poutres telles que le mouvement
rigide des sections ou I'hypothese des sections minces pour déterminer précisément
les distributions de cisaillement. Pour la TPSV, toutes les sections sont traitées de la
méme maniere et elles sont libres de se déformer dans leur plan (effets Poisson) et hors
de leur plan (gauchissement). Selon I'approche «ingénieur » de la théorie des poutres,
CSection établit la relation linéaire entre les 6 efforts intérieurs [S] et les déformations
associées [£]: [S]=[[K]].[&]. De cette relation, CSection déduit les caractéristiques de
section utiles a I'ingénieur.

Au dela de ces caractéristiques de section, CSection permet aussi d’obtenir, pour
toute combinaison des 6 efforts intérieurs, le champ des contraintes normales et
de cisaillement dans la section. Enfin, méme si cela ne constitue pas un résultat
nécessaire a l'ingénieur, CSection fournit aussi les effets Poisson et les gauchissements
de section que chacun des 6 efforts intérieurs engendre. Rappelons en effet que les
calculs menés par CSection ne présupposent pas I'indéformabilité du plan de section
droite contrairement aux hypotheses admises dans les théories communes.

Les calculs de CSection sont réalisés par application de la méthode des éléments finis
sur la section ce qui nécessite de définir sa géométrie et de la mailler en éléments
triangulaires. Cette étape est assurée par le générateur de maillage Gmsh (open source).

Aujourd’hui CSB trouve ses applications industrielles dans divers secteurs tels que
I'automobile, 'aéronautique, le génie civil, I'énergie renouvelable.

Bibliographie résumée de Rached El Fatmi sur la théorie des poutres composites

— Thermo-mechanical analysis of composite
beams, 2017, M. Lahmar, E Naccache, R. E.L.
Fatmi.

- «Arefined 1D beam theory built on 3D
Saint-Venant’s solution to compute
homogeneous and composite beams », 2016,
Journal of Mechanics of Materials and
Structures, R. El Fatmi.

— «Anovel tool for composite beam
computations », 2013, JEC Composites Prof. El Fatmi
Magazine, R. El Fatmi.

Pour une description exhaustive de CSB se référer au site Internet http://www.nt4e.
com/.
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Utilisation résumée de CSection

Dxf2Gmsh

T, s

Cross-Section
& Beam
analysis

FIGURE 1. Menu principal de CSB avec ces trois modules CMaterial, CSec-
tion et CBeam. Dans le cadre de ce livre, le module CSection est utilisé
en prenant des sections homogenes et un matériau isotrope homogene.
Plusieurs exercices du chapitre « théorie des poutres » illustreront le module
CBeam.

Fonctionnalités

Selon I'approche «ingénieur » de la théorie des poutres, CSection établit la relation
linéaire entre les 6 contraintes généralisées ? et les déformations associées :

[S1=[[K]]-[e]

La matrice de comportement [[K']] est exprimée dans le systeme d’axes naturel de
I'utilisateur qui peut différer du systeme d’axes principaux. C’est une des raisons pour
lesquelles la matrice 6 x 6 est « complete » (non-diagonale).

Une des fonctions de CSection est ainsi la détermination de la matrice de comporte-
ment qui peut ensuite étre traduite en termes de caractéristiques :
— aire de section droite,
— inerties quadratiques,
— sections réduites,
— inertie de torsion.
CSection permet aussi la localisation des points singuliers de la section :
— centre d’inertie,
— centre de torsion,
— orientation des axes d’inertie.
Les contraintes généralisées étant données, CSection peut également établir :
— le champ des contraintes normales et de cisaillement,
— les variations dimensionnelles dues a I'effet Poisson,
— les effets de gauchissement.

2. On parle de «sollicitations » lorsque les contraintes généralisées sont projetées dans le systeme d’axes
principal d’inertie.
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Etapes de calcul

1. Définir la géométrie d'une section. Pour cela, on utilise le mailleur externe
Gmsh 3. Il suffit d’écrire un script de description, de I'enregistrer (fichier d’ex-
tension .geo) puis de générer le maillage (fichier d’extension .msh) formé d’élé-
ments triangulaires;

2. Définir un matériau grace au module CMaterial a moins que celui-ci ne figure
déja au catalogue fourni avec le logiciel;

3. Importer le maillage dans CSection par la commande « Import mesh » du menu
CSFile et définir un bloc composé d'un seul sous-domaine pour une section
homogene;

4. Sélectionner le matériau de son choix dans la bibliotheque par la commande
«open materials data » puis « select material » et 'associer au sous-domaine *;

5. CSB offre la possibilité de définir des « charges de distorsion » pour observer
I'influence de lamodalité d’application des forces exercées sur les profils minces.
Nous n’emploierons pas cette option ici;

6. Enregistrer les données ainsi créées par la commande « Save » du menu CSFile;

7. Finalement « résoudre » la section par un simple clic de sorte a obtenir toutes
les caractéristiques mécaniques de la section.

Adaptation des conventions et notations

CSB est basé sur la convention nord-américaine pour la désignation des axes de la
poutres (figure 2). Ainsi :

convention convention
de ce livre CSB
— —
X +z
— —
Yy ty
— —
z —X

CBeam

A partir d'une section droite générée par Gmsh et caractérisée par CSection, CBeam
permet la génération d’'une poutre droite par extrusion (figure 3). On peut ensuite
charger la poutre de facon ponctuelle, linéique et/ou surfacique en précisant les
régions du contour qui sont exposées aux efforts. Naturellement, les conditions d’appui
sont totalement paramétrables.

CBeam permet les calculs de la poutre (sollicitations, déplacements, déformations et
contraintes) selon deux modeles :

3. Gmsh est un logiciel Open Source sous licence GPL utilisé pour le maillage bi ou tridimensionnel
de problemes de physique préalablement a leur traitement par la méthode des éléments finis — voir le site
http://Gmsh.info/.

4. Pour les besoins académiques de cet ouvrage, nous avons créé un matériau de module de Young
unitaire E = 1, de coefficient de Poisson nul et, donc, de module de cisaillement G = 0.5. Ce matériau est
systématiquement utilisé dans les illustrations CSection des chapitres 4 et 5.


http://Gmsh.info/

16

TABLE DES MATIERES

(b)

FIGURE 2. Systeme d’axes : (a) celui de ce livre d'exercices et (b) celui utilisé

par le logiciel CSB.

1. SVBT : modele de Saint-Venant natif;

2. RBT : modele « Refined Beam Theory ». Ce dernier €élargit le champ des pos-
sibles et des résultats grace a la prise en compte de modes cinématiques riches
dépendants de la forme de la section. On peut ainsi bloquer les déformations
transversales dues a I'effet de Poisson et méme bloquer les gauchissements. Le
champ de contraintes au niveau des appuis est donc beaucoup plus réaliste.
Qui plus est, on récupere également les composantes de contraintes hors plan
de section droite 0, 0, 0, que gomme la théorie native.

CBeam  File Windows

Edit-Result  Help

Results

4

(svBT) | Solve(RET)
3D-Stresses |
40
2 3D-Displacements ; | [Sxz](Syz|[Szz
0 Displacement © Z-Curve ns |
SField
20 ampl. @ S-Fiel Z-coor.
:
0 ks s | |
0 Beam(z)
discr.| 0.1 d(S
nd Z
1 0 -
2 102564 |
3 205128
‘2 st )
‘Other Data
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0 40 20 gavity| 0 0 0 Omega/(O) 0|
Loading and Co
Ponctual Force | Valid. ][ Show ] ¢ o Valid. || Show | Forcelarea [ valid. ][__Show | pi Valid. ][ Show
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FIGURE 3. Page de saisie du module CBeam illustrant la possibilité de
charger la surface d’'une poutre par des forces ponctuelles, linéiques ou

surfaciques.




Chapitre 1

Exercices de mécanique générale

1.1 Lessentiel

Torseurs Un torseur {7} est formé d'une paire de champs vectoriels {T,W} p tels
que:
1. Le champ 7 est uniforme sur I'espace affine (il est indépendant du point
P €R3); 7 est appelé « résultante » du torseur {7}.

2. Le champ 2 vérifie la propriété de transport du moment : YP,Q e R® 7 (Q) =

— - = — . .
m (P)+QP A r’; m (P)estappelé « moment » du torseur {7} au point P. Le
moment en P est aussi plus simplement noté 7 p :

— larésultante 7 constitue un «invariant » du torseur {7} : elle ne dépend pas
du point du plan affine ot elle est évaluée;
— larésultante 7 et le moment 777 p sont appelés « éléments de réduction » du

torseur {7} au point P :
-
(7= { o }P

En mécanique, il est fait usage de différents torseurs parmi lesquels : le torseur ciné-
matique caractérisant le champ de vitesse dans un solide indéformable, le torseur des
forces, le torseur cinétique, le torseur dynamique.

Equiprojectivité La projection du moment 772 sur la droite (Ipq) passant par P et

Q est égale a la projection du moment WQ sur la méme droite. C’est le théoreme
d’équiprojectivité du champ de moment d'un torseur :

Inversement, tout champ de vecteur équiprojectif est le champ de moment d’'un
torseur.

Axe central et moment central Laxe central d'un torseur est la droite (A) de R3 ot le
moment 177 p est colinéaire a 7. (A) = {P eR3/ ﬁ)p = /17)}. Laxe central est orienté

-
par le vecteur résultante (si 7 # 0 ). Le facteur A est uniforme le long de I'axe central;
il est appelé « pas du torseur ». Si on pose .o/ =mp - 7 I'automoment — invariant — du

torseur, alors on montre que :
o

r2
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Torseurs particuliers
— Un couple est un torseur de résultante nulle.
— Un glisseur est un torseur de moment central nul.

Action-réaction Que ce soit en statique comme en dynamique, le torseur des forces
de contact qu’exerce un solide (S;) sur un solide (S,) est opposé au torseur des forces
de contact qu’exerce le solide (S,) sur le solide (S;).

{(Zoi}=—{710}

Torseur cinématique - épure cinématique Le champ de vitesse instantané d'un solide
indéformable (S) dans un repéere {R,} constitue le champ de moment d’un torseur
appelé torseur cinématique {6} ayant le vecteur vitesse de rotation pour résultante.
Les éléments de réduction du torseur cinématique en un point A :

—
__ | résultante = vecteur vitesse de rotation = ()
{6}a= . . £ 7
moment = vecteur vitesse instantanée = V , |} ,

Sous I'hypothese des petites perturbations (HPP), on admet que le champ des petits
déplacements d’'un solide indéformable a partir d'une position instantanée donnée
constitue également un torseur cinématique appelé torseur cinématique des petits
déplacements.

Dans le cas des mouvements plans des solides indéformables, on introduit la construc-
tion graphique dite « transformation cinématique » suivante :
1. Partant du plan de situation R? d’axes x (axe « horizontal ») et y (axe «vertical »)
dans lequel s’inscrit le mécanisme et les solides qui le composent.

2. On définit le plan cinématique P d’axes u (vitesse « horizontale» // a x) et v
(vitesse «verticale » // & y) dans lequel s'inscrivent les points images de R? par
la transformation cinématique décrite au point suivant. Le centre o du repere
cinématique constitue 'image de I'ensemble des points de vitesse nulle.

3. La transformation cinématique 6 est une transformation de R? vers P qui, a
tout point P(x,y) de I'espace réel R?, associe le point p du plan cinématique

telqueﬁzvp:
¢ :PeR:— pePlop="Vp

4. Pour tout couple de points A et B appartenant au méme solide indéformable,
la propriété mécanique d’équiprojectivité du torseur cinématique se traduit
par une propriété géométrique dans le plan cinématique :

— — — — o —_— —
Vi,-AB=Vz-AB=>AB-ab=0 =  ABlab

Cette transformation permet la construction de I'épure cinématique d'un solide, mais
plus souvent d'un ensemble de solides formant un mécanisme.

Il est souvent utile de procéder a la détermination de la vitesse de rotation d'un solide
partant de la vitesse de deux points. La relation entre les vitesses de deux points du
méme solide plan est :
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FIGURE 1.1. (a) Plan réel dit «de situation » et (b) plan cinématique.

Limage d'un point P du solide (S) est le point p tel que op = Vp’. Léqui-
projectivité du champ de vitesse entre les points A et B se traduit par
l'orthogonalité des droites (AB) et (ab).

soit
Up—Uy=—0 (J’B —J’A)
Up —Up =+ (xg —X,)

Il'y a donc deux fagons de calculer la vitesse de rotation :

A A
cl)z—A—;,Ay#O ou d)=+A—Z,Ax7é0 (1.1.1)

A . ) . . . - .
Comoment, puissance La puissance d’une distribution de forces { f } agissant sur

un solide (X) quelconque animé d'un champ de vitesse instantané {7} s’exprime

par:
9=/7-7d2
(x)

Dans le cas particulier d'un solide indéformable, la relation précédente peut étre
remplacée par le « comoment » du torseur de force et du torseur cinématique :

7 )
P = (T} e (€)= > < SV, R+a-M,
M, v,

C’est un invariant. Si le torseur de force est un glisseur passant par A, 'expression de

2 se simplifieen :

—
c@szR
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1.2 Double produit vectoriel

LMol | Difficulté =1

— Manipulation de produits vectoriels en coordonnées cartésiennes.
— Double produit vectoriel.
— Formule de Gibbs.

1.2.1 Enoncé

Démontrer la relation suivante (formule de Gibbs) :

(TAT)IT=(T )7 (7 )T 1.2.1)

Déduire une expression alternative a :

WAV AW) (1.2.2)

1.2.2 Solution

1N ~ —_ —_ » . s .
On considere le plan (IT) formé par les deux vecteurs u et v supposés non colinéaires.
PR RS 4 —_—
On considere la base orthogonale normée { X,y } telle que :
— — —

— —
u=ux et vzvxx+vyy

La normale unitaire au plan (IT) est :

— = —
=X

z Ay

— — — . P . - .
de sorte que la base { xX,y,z } soit orthonormée directe. Le vecteur w se projette
sur ce systeme d’axes en :

— — — —
W=w, X +w,y+w,z

Calculons la premiére expression de I'égalité a démontrer :

(RAT)AT =[uF AT +0, TN T+ w0, 7+ w0, 7)

soit
(WAV)ANW =[uv, Z AN w, % +w, Y +w,Z)

et encore
(7/\7)/\W=uvywz?—uvywy? (1.2.3)

Calculons la seconde expression :
(@) (7 @)@ =[u7 (0, T +w, T +w. )| (0 T +v,7)
— — — — — —
—[ Uy X +1/yy)-(wJc Xtw,y+tw,z )]ux
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c’est-a-dire
— — —\— — — —

u - w) v —(v . w) u =uw,c(1/)C X +uv,y )—(vxwx+vywy)ux
En simplifiant :
v —(7-?)7=uwxvy7)—vywyu7 (1.2.4)
Les expressions 1.2.3 et 1.2.4 sont égales, ce qui démontre la relation initiale 1.2.1.
Pour exprimer 1.2.2, on remarquera que :

UNVAW)=—(VAW)AN T
et que donc
UNVAW)=—(V - W)W +(w- )V
Par conséquent :
TATAD)=(7- )7 (77T

1.3 Théoréeme de Lagrange
LiM15 | Difficulté = 1

— Produit scalaire et produit vectoriel.

1.3.1 Enoncé

Démontrer la relation due a Lagrange :
17 a7 | =2 |7 - (77 ) (13.1)
1.3.2 Solution

Soit ¢ I'angle que fait le vecteur 7’ par rapport
au vecteur « dans le plan (IT)= (u, v’). Alors le
s A ) P —
produit vectoriel u” A v est égal au vecteur w
perpendiculaire au plan IT et tel que :

WAV =|[W|||[V]singZ’ (1.3.2)

<L

g . . . . N
oll z estun vecteur unitaire perpendiculaire a IT.

U

Par ailleurs, le produit scalaire % - v’ est égal au
produit des modules des vecteur u et v’ multi-
plié par le cosinus de 'angle qu’ils forment entre
eux:

FIGURE 1.2. Vecteurs 1 et v formant le
plan (11) et leur produit vectoriel.

77 = |[7|||[ 7 cos 133
Procédons a la combinaison d’équations (1.3.2)% +(1.3.3)?, alors :
(@7 [sin g} +([7)|[7][cos o} = (@ AT+ (@7
Et donc:
177 = (@ A7)+ (7 7)

Ce qui démontre la formule de Lagrange 1.3.1.
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1.4 Invariance par permutation circulaire du produit mixte

LiM14 | Difficulté = 2

— Produit scalaire et produit vectoriel.
— Interprétation géométrique du produit mixte.

1.4.1 Enoncé

On appelle produit mixte I'opération ternaire telle que :
VI, T, W R (W, T, W)=(TAT) T eR

Démontrer I'invariance par permutation circulaire :

(@, v, w)

u,v,w=(v,w,u)=(w, ; ) (1.4.1)

1.4.2 Solution

Invariance Tout d’abord, considérons la situation ott et v sont colinéaires, alors le
produit vectoriel 2 A7 est nul et le produit mixte également par voie de conséquence.
Ensuite, le produit vectoriel 7’ AW est perpendiculaire 2 v et donc a '’ le produit

. — — — A . . .
scalaire ( VAW ) u" est donc nul. Selon le méme raisonnement, le produit vectoriel
W AU est perpendiculaire 2 77’ et donca v’ de sorte que le produit scalaire (W A 7)7
est également nul. Finalement, on a démontré que :

— —
V=AW= (W, 7, W) = (7, W, W) =(@, T, 7)=0
On peut ainsi énoncer la propriété du produit mixte :

Propriété : Le produit mixte de trois vecteurs dont deux quelconques sont coli-
néaires est nul.

Considérons maintenant le cas oi1 % et v’ ne sont pas colinéaires. Alors ils forment
. . —_ —_ —_— .
un plan (IT) orthogonal au produit vectoriel " A v . Tout vecteur w' se projette donc

—_— = — L.
danslabase {w, 7", w A7’} et 'écrit :

W=au+bv +c(WAD)

. . . —_ = = .
Le premier produit mixte ( u,v,w ) prend alors pour expression :

no

(@, 7,%)=(TA D) [a@+bT +c(TAT)]=c (@A T)
Le second produit mixte (7, W,ﬂ)) prend pour expression :

(7,0, @) =(TANa@+bT +c(@AT)) T =—(a(@AT)+c(TAT)AT)- T
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Utilisons la formule du double produit vectoriel (cf exercice 1.2 — identité 1.2.1) :
—  — — — =\ —y— .
(WAV)IANV =(W-7) V=0, alors:

On reconnait I'identité de Lagrange ! :
(WAV) =@~ (@- 7Y

UANV ) =u-"v

Par conséquent :

N

(7., @) =c(TAT)

Ce qui prouve bien que :

= A=l = [NI7llsing

h = ||W||cosa

FIGURE 1.3. (a) Le produit vectoriel et (b) le produit mixte.

Interprétation Le produit vectoriel w A7 est un vecteur perpendiculaire au plan
IT formé par les vecteurs opérandes (ou le vecteur nul si ceux-ci sont colinéaires).
Le module de ce vecteur est égal au produit des modules des vecteurs opérandes
multiplié par le sinus de 'angle qu’ils forment :

[ | = [ [7 ) sing

Cette quantité n’est autre que l'aire du parallélogramme bati sur les vecteurs opérandes
(figure 1.3-a) :

A= A7
Le produit mixte (7 /\7)? est égal au produit scalaire de W AT par w dontla
valeur absolue est égale a:

A h
—N—

(@ 7 7)@|=[[@ A 7)|[@]|cosa

1. Voir I'exercice 1.3.
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orh= ||WH cos a est la hauteur du vecteur w mesurée perpendiculairement au plan
Ilet V =A.h estle volume du parallélépipede bati sur les trois vecteurs u, v et w.

Par conséquent :
v=|(w,7,@)

Propriété La valeur absolue du produit mixte est égale au volume construit sur
les trois vecteurs opérandes.

1.5 Division vectorielle

LMoz | Difficulté = 2

— Produit vectoriel et orthogonalité.

1.5.1 Enoncé

On considere la relation vectorielle :

—

AANX =B (1.5.1)

— -7 z ~ BN 2z .
dans laquelle les vecteurs A et B sont donnés et le vecteur X est a déterminer.

Dire quelle est la condition de réalisation de cette relation et donner la famille des
—
vecteurs X solution de 1.5.1.

1.5.2 Solution

—
En premier liey, la relation 1.5.1 nécessite que le vecteur B soit perpendiculaire au

—
vecteur A, sinon il n’existe aucune solution. Cette condition nécessaire s’exprime
par:

—_— —

A-B =0

En second lieu, appuyons-nous sur I'expression du double produit vectoriel (relation
de Gibbs ) selon laquelle :

—_—  — — — —\— — —\—
(WAV)ZANW =W - W)V - (V- W)u
Post-multiplions la relation 1.5.1 par le vecteur A’ Alors :
— — —_— = —
(AAX)AA=Bnr4A

soit
—

AZY—(X-A)Z’:?/\A

— —
Décomposons le vecteur X en un vecteur parallelea A et un vecteur orthogonal :

— — — —_— —
X =Xo+AA avec Xy,-A=0
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alors
2%+ 27) - (R +27) T)T=F A7

donc — — —_ - —
A2 (Xo+AA)—(242) A =B A A

et, par conséquent
A2

La solution de I'’équation 1.5.1 est donc la famille de vecteurs :

P —
—>_B/\A —

FIGURE 1.4. Exercice 1.5 — Illustration du probléme de la division vecto-
rielle et construction de sa solution. En vert, les deux vecteurs A et B sont
connus et nécessairement orthogonaux. Le vecteur )T(; en rouge est une
solution particuliére de la division ANX=B perpendiculaire au plan
formé par le couple (7,?) En indigo, la solution générale obtenue en

. ps g - PN e
ajoutant a X tout vecteur parallelea A .

1.6 Torseur formé par un ensemble de forces concentrées

LiMo3 | Difficulté = 1

— Construction d'un torseur de forces.
— Extraction de ses éléments de réduction et de ses invariants

1.6.1 Enoncé

—
On considere un solide (S) sur lequel agissent N efforts concentrés F, appliqués aux
points Ag. Soit un point O de I'espace R?, quels sont les éléments de réduction du
torseur formé par ces efforts 2 Quel est son axe central? Quelle est la valeur du moment

central?
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Cas particulier On considere le solide cubique de coté ¢ bati sur les axes cartésiens
— —

{Oxyz} soumis aux forces F, = F z_ appliquées en A(c,0,0), F; = 2F x appliquées

en B(0,c,0) et FC) =—F 7 appliquées en C (0,0, ¢). Quels en sont les éléments de

réduction en O ? Quel est I'axe central? Quel est le moment central? Ce systeme de

forces forme-t-il un glisseur?

1.6.2 Solution

Résultante Le torseur {Z} comporte deux éléments de réduction. La résultante est
égale a la somme des vecteurs :

N
o
k=1

Moment Le momenten O est quant a lui égal a:

N
Mo =Y OANF;
k=1

Axe central Laxe central (A) du torseur {Z} est le lieu des points ol1 le moment est
colinéaire a la résultante. Par hypothese, nous envisagerons le cas ou1 la résultante est
non nulle, sinon nous aurions affaire a un couple. Soit P un point de (A), alors, par
définition :

_ —  —
Mp/\RZO
or
_— —— = —
Mp=My—OPAR
et, donc

_ — — —_— —
(Mo—OPAR)AR =0
Compte tenu de la formule de Gibbs du double produit vectoriel (équation 1.2.1) :
—_— — ———\ — =
Mo AR =—(OPR)R +R*0P
~——
u
Ainsi :
— Mo AR
OP=_A R+—2"—
~—~— R2
u/Rr2

Lensemble des points P est donc constitué d'une droite (A) orientée par le vecteur
—
R :c’est]’axe central.
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Moment central TLe moment central est égal a:
—_—y  — = ——

Soit :

En simplifiant :

ol ./ représente 'automoment. Le moment central est bien uniforme.
Cas particulier Calculons la résultante :
—_ — — —
R=F,+Fp+Fc=F(Z+2x -7
Calculons le moment en O :
— _— — —_ — —_— —
Mo=0AAF 4+OBAF zg+0CAF ¢

soit
Mo=cXAFZ +cY N2F X +cZ A—Fy =—cF (Y +2Z +%)

Automoment :
— — 2
o =M¢p-R =3cF

Moment central (uniforme le long de ’axe central) :

— — cF? — = — 1 —_ = —
MpzﬁRsz(Zx—y+z)=ch(2x—y+z)
Axe central :
—_— —_ — —_— — —_—
— MoAR cF +2z2 +x |)ANFlz +2x —
OP= AR +—2"" _ 3R+ & INE( v)
R2 6F2
soit
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WY
FIGURE 1.5. lllustration du torseur de trois forces et de son axe central. A
droite, la construction de la résultante.
1.7 Tenseur antisymétrique et produit vectoriel
LiMos | Difficulté = 1
- Equivalence entre un tenseur antisymétrique et un produit vectoriel.
1.7.1 Enoncé
_ 0 Lo g
Démontrer qu’appliquer un tenseur antisymétrique 7' =| —f;, 0 3 [aun
—lis —lis 0

—_— L . R . . e 4 —_— —_—> L .
vecteur quelconque V est équivalent a un produit vectoriel TV = Q A V et détermi-
—

ner .
1.7.2 Solution
Appliquons le tenseur au vecteur en posant V = v, |, alors:
U3
- 0 iy I3 Uy L1pVp + 11303
T V = _t12 0 t23 U2 = _t12 Ul + t23 U3 (171)
—tiz —Il 0 Us —li3V — I3
w1
— — —
Posons 2 =| w, |etcalculons Q AV :
w3
N W, %1 Wy V3 — W3l
QAV = (OF) A Uy = W3V —WU3 (1.7.2)

w3 U3 WUy — Wyl



1.8. CONDITIONS POUR QU'UN TORSEUR FORME UN GLISSEUR 29

Identifions les formes 1.7.1 et 1.7.2 :

L1V + 11303 Wy V3 — W3l
—lpU+igls |=| w3V —wivs | YUy, 05,08
—l13U —Ia30; W1V — Wy

Il vient :
Wy =—ly wWy=1l3, wW3=—Ip

Par conséquent :

1.8 Conditions pour qu’un torseur forme un glisseur

LiMo7 | Difficulté = 1

— Torseur, glisseur.

1.8.1 Enoncé

Un torseur est donné par ses éléments de réduction en un point A :

3
{9}A—{ M }A

A quelles conditions un tel torseur peut-il étre un glisseur? Caractériser ce dernier.

1.8.2 Solution

L'axe central A est orienté par la résultante; par conséquent, si cette derniere est nulle,
le torseur ne peut étre un glisseur :

—

o, -
condition 1 R#0

Par définition, un glisseur est un torseur de moment central nul. Il existe donc un
—_— —
point G tel que M = 0 . Appliquons la relation de transfert de moment :

_— — S = —
M;=M,+GAAR =0
Par conséquent :
—_ — @ —
R AGA=M,
ol G estinconnu (point de I'axe central A).

. — ) . — —
1. Sile moment M, est nul, alors 'axe central passe par le point A et AG = AR
est la representation paramétrique de A.
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— —
2. Sile moment M, n’est pas nul, alors il est nécessairement orthogonal a R etle

—
vecteur G A est solution du probleme de « division vectorielle » examinée lors
de I'exercice 1.5.

—_— —
condition 2 M,-R =0
Par conséquent :
[ F /\E}
GA= AF + AR—2

1.9 Forces réparties sur un arc parabolique

LiMo8 | Difficulté = 3

Géométrie de la parabole.
Force répartie.
Projection.

Intégrale curviligne.

1.9.1 Enoncé

On considere un arc parabolique AB de portée a de hauteur / dont la tangente est
horizontale en B (figure 1.6). Tout point P de l'arc est repérable par son abscisse x,
son ordonnée y ou son abscisse curviligne s.

On envisage quatre cas de charge :

1. {Z,} force uniforme g, agissant verticalement le long de l'arc (typiquement le
poids propre);

2. {%,} force uniforme ¢, agissant verticalement sur la projection horizontale de
I'arc (typiquement une charge de neige) ;

3. {Z3} force uniforme g5 agissant horizontalement le long de l'arc;

4. {Z,} force uniforme g, agissant perpendiculairement a I'’arc en tout point;

1.9.2 Questions

1. En préambule, montrer que la dérivée de la fonction
1
d(x)= E[xv 1+x2+ln(x+ 1+x2)]

est égale a
' (x)=¢(x)=+v1+x2
2. Caractériser la géométrie del’arc parabolique et exprimer I'élément de longueur
de parabole ds al’aide de la fonction ¢.

3. Pour chaque cas de charge, dans le cas particulier ou @ =2h, déterminer le tor-
seur par ses éléments de réduction. Caractériser le torseur en tant que glisseur.
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{F1} {F3}

{F2}

FIGURE 1.6. Arc parabolique et les quatre systemes d’effort étudiés.

1.9.3 Solution
Un peu de mathématiques On remarquera tout d’

abord que :

¢(x)=%[x¢(x)+1n(x +¢ (x))]

Suite a quoi :

sy 1 , 1+¢'(x)
P(x)=7|px)+x9 (x)+—x+¢(x)
De plus:
SN X X
¢ (x)= T )
Par conséquent :
1+ al
b1 x? ox) | 1 2 1] 1 1+x2
e L e ol R e ol e T

Et donc :
' (x)=¢ (x)

Géométrie de I'arc  Attachons le repere {x y } cartésien a l'origine A de I'arc. Dans ce

repere, I'équation de 'arc est :

X X
+3e-3)
Y a a
et sa fonction dérivée
,_2h (1 X )
Y= a a

L'élément de longueur d’arc ds est égal a:

ds =4/ dx2+dy2=dx\/1+y'2=Q

4h? 2
1+L(1—£) dx
a

a?
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Que l'on peut aussi écrire :

ds=¢(y'(x)) dx = ¢( (1——))dx (1.9.1)

a

Cas de charge {#,} Sur chaque élément de longueur d’arc infinitésimal ds agit un
effort df = ¢, ds agissant vers le bas (selon — ). Nous cherchons le torseur équivalent
ala distribution des efforts df .

Résultante La résultante est simplement la somme vectorielle des efforts appliqués.
Dans le cas présent, tous les efforts sont orientés vers — y ; il en sera donc de méme
pour la résultante R, de sorte que :

longueur de I'arc
—~
Rlz/qlds:ql /ds
AB AB

La longueur de 'arc de parabole est ainsi égale a :

:/ "= / o(2(1-2))as

Procédons a un premier changement de variable :

X dx
u=l-—=>du=——
a a

Alors :
0 1
2
1= f-o(nJosema [ o)
u=1 u=0
Puis a un second changement de variable :

2h 2h
t=—u=dt=—du
a a

De sorte que :

/¢(r =—[<1>(r)]2”

Danslecasoua =2h:

=a(®(1)—2(0)
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Or:
®(0)=

®(1)=

N =

[v2+In(1+v2)]=1,147794

Donc:
L=1,14779%4a (1.9.2)

La résultante de la force uniforme ¢g; est donc:

R, =—1,147794q,a )

Momenten B Le moment élémentaire dmp produit par la charge élémentaire df en
B estégala?:
dmp =(a—x)df

MB:/dez/(a—x)'ﬁhd8=6ha/(l—2)ds

Donc:

AB AB AB
Par conséquent :
a
X 2h X
My = (1—_). (—(1——))d
B Cha/ 2 ] a a X
x=0
Posons : )
2h X a
tz—( ——):>dx=——dt
a a 2h

Procédons au changement de variable dans 'intégrale :

2h
0 =

a a? a*
Mg =q,a / %t'¢(t)x—ﬁdt—qlm/t'¢(t)dt

t=2h t=0

On notera que :

x¢(x)=xv1+x2

est une forme

1
u*du ot u=1+x% et a=§

dont la primitive est

2. Nous choisissons de calculer le moment en B plutét qu’en A par commodité. En effet, le calcul fait
apparaitre un «bras de levier » égal a a — x, ce qui prépare le changement de variable qui suit.
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Donc?3:

1 3
/x\/1+x2dx=§v1+x2 (1.9.3)

Reprenons le calcul du moment :

& 2h

37
a* | V1+t2
M t-v1+t2dt = -
B= 4h2/ q14h2[ 3|
t=0

Danslecasoua =2h:

a?
M, 671

[v8—1]=0,609457 g,a”

Les éléments de réduction du torseur {%,} en B sont donc:

e —

Rl =—]., 147794q1a y

N R
Mg =+0,609457 q,a’* z

Glisseur  On cherche le point Q de I'arc oi le moment du torseur est nul :

—_— — — = — MB
Mo=Mg+QBAR, =0 :xB—xQzR—I:O,S?)a:xQ:OA?a

L'équivalence entre la distribution des efforts g, et son glisseur est illustrée en figure
1.7.

R, = 1.1478 q,a

Fi}

x1 = 0.469a

FIGURE 1.7. Chargement {7} et le glisseur statiquement équivalent.

Cas de charge {Z,} Lacharge agitsurlaprojection au sol del'arc. Sur chaque élément
de longueur infinitésimal dx agit un effort df = g, dx agissant vers le bas (selon — ).

3. De facon générale : ((j)”)/ =nx¢" 2.
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Résultante La résultante est simplement la somme vectorielle des efforts appliqués le
long de la projection de I'arc. Ainsi :

projection de I'arc

—~
R2=/q2dx=q2 /dx =(q.a

AB AB

Momenten A Le moment élémentaire dm, produit par la charge élémentaire df en
Aestégala:
dmy=—xdf

Donc:

a
1
MAz/dmAz—/x-qzdx=—q2/xdx:—iﬂhaz

AB AB x=0

Les éléments de réduction du torseur {%,} en A sont particulierement simples a
calculer et valent :

ey —

Ry =—qray

1
1\7/; :—56726127

Glisseur On cherche le point Q de I’arc ou1 le moment du torseur est nul (figure 1.8) :

_ s — = — My 1 a
MQZMA+QA/\R2=O=>—XQ=R—=—EQ$JCQ=§
1
i l i Ry = qza
L l v
\j
| m— Q
[
{F2}
x, = 0.5a

FIGURE 1.8. Chargement {7,} et le glisseur statiquement équivalent.

Cas de charge {Z;} Sur chaque élément de longueur d’arc infinitésimal ds agit
un effort df = g;ds agissant vers la droite (selon +x'). Nous cherchons le torseur
équivalent a la distribution des efforts df.
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Résultante La résultante est la somme des efforts appliqués. Dans le cas présent, tous
les efforts sont orientés vers +7; il en sera donc de méme pour la résultante R; de
sorte que :

longueur de I'arc

—~
R3=/q3ds=q3 /dS =qsL
AB AB

Lalongueur de I'arc a déja été calculée (expression 1.9.2) de sorte que :

R, =+1,147794¢;a %

Momenten A Le moment en A s’écrit :

== [ yeasds=—a [y (5 (1-3))ax

AB AB

Plutot que de rechercher une solution analytique a ce calcul intégral, nous proposons
le recours a un tableur électronique pour exécuter un calcul numérique approché
(figure 1.9).

lim08 - arc parabolique

paramétres a= 1
h= 0.5
q= 1
dx= 0.02
X t y phii  x.phi|  y.phi

0.00 1.00 0.0000  1.4142 00000  0.0000
0.02 098 00198  1.4001 0.0280 00277
0.04 096 00392 13862 005854  0.0543
0.06 094 00882 13724 00823 0.0799
0.08 0982 00768 13588 01087  0.1044
0.96 004 04992 10008 09608 0499
0.98 0.02  0.4908 1.0002  0.9802  0.49099
1.00 0.00 05000  1.0000  1.0000  0.5000

R M1A M3A

SOMME 11478 05383 03638
x1=  0.4690
y3=  0.3169

FIGURE 1.9. Tableau de calcul des intégrales; seule une partie des

lignes est représentée. Le domaine d'intégration est découpé en 50
2h X

trongons. La colonne t correspond a la variable t = —(1—7).

a a
Pour la somme intégrale, on utilise l'approximation du trapeze : S =

_ 1 N
22\1:21 Ve + 3 (nn + UN)] dx. A noter que la somme de la colonne notée

«phi» correspond bien a la solution analytique 1.9.2. La colonne « x.phi»
permet le calcul du moment en A du cas de charge n° 1 et de l'abscisse x.
La colonne «y.phi» permet le calcul du moment en A du cas de charge n° 3
et de l'ordonnée ys.
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Le calcul du moment M, pour le cas de charge n° 3 donne :

M, =—0,363770q;a*

Le vecteur glisseur de résultante R; = 1,1478g3a est appliqué au point Q situé a
I'ordonnée y; telle que :
M, 0,363770

— A T =0,3169244a
R, 1,147794

V3=

A partir de laquelle on peut calculer I'abscisse x; du point Q situé sur la parabole :

hﬁ(Z—ﬁjzyS:/l(Z—/\):a oll /sz et azk
a a a h

Donc:
N—2A+a=0=>A=1-V1—a
Dans le cas présent :

5 0,316924a

= =0,633848 = A =0,394895 = x5 =0,394895a
h 0,5a

— R; = 1.1478 gsa
—> 70

{3:3} Y3 = 0.3169aL ‘

x3 = 0.3949a

— %‘

FIGURE 1.10. Chargement {73} et le glisseur statiquement équivalent.

Cas de charge {#,} Dans ce cas de charge, l'effort g, est appliqué transversalement
al’arc. Le calcul de la résultante nécessite de projeter les composantes du vecteur G
sur la verticale et 'horizontale (figure 1.11 a gauche). Langle de contingence est noté
a et, par définition de la tangente :

tana=y’(x)

Composante verticale Selon—y": R) = [~ gscosads

Or:
dx =cosads

Par conséquent :
R4Y=fJ4/dX=IJ4ﬂ

AB
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Composante horizontale Selon +x : RX = [ dasinads

Or:
dy =sinads

Par conséquent :

X 1
Ry =q, [ dy =qsh = 5 dad

AB

Momenten A Le moment en A s’écrit :

mz/(xT/\—ch cosa?+y7/\q4sina7’) ds

AB

Soit (selon z) :

a® h?
2 2

5
=——q,a
8514

MA=—q4/(xcosa+ysina)ds=—q4 /xdx+/ydy =—q,
AB AB

AB

Levecteur glisseur de résultante E) estappliqué au point Q de coordonnées (x4, Va=Yy (x4))
tel que:

—_— — — = —
Par conséquent :
My Z =(x, X+, YNBSS X =R}y )=(—x4R) —yuR})Z = My =—(x,R) + yuR)\)

Donc:
v, X4
M, —a—R —( )
a
a
2

X4
Posons A = — et tenons compte de ce que h =
a

5 a g.a 5 1 2 5
—qua-=aiqa+—-A2—A)— =>—=A+-A2—-A)=2>A"—2x3A+-=0
S0’ =adqia+ SAR-N) T > 2=+ 1A2-2) .
Discriminant réduit :
, 5 13
60=3"—-—=—
2 2
Solution :
A=3—1+/6 =0,450490
Ainsi :

a
x4 =0,450490a et V4= EA(Z—/’\) =0,349020a
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R} = qua

dy = dssina

{Fa}

dx = dscosa

FIGURE 1.11. Chargement {74} et le glisseur statiquement équivalent.
Encadré vert : relation entre ds, dx, dy et projection de la densité d'effort
q4 sur les axes vertical et horizontal.

1.10 Force transversale uniformément répartie sur un arc quelconque
LiMo9 | Difficulté = 1
— Force répartie perpendiculairement a I’arc.

Projections.
Généralisation exercice 1.9.

1.10.1 Description

On considere un arc continu et contintiment dérivable AB de forme quelconque. On
pose a la distance horizontale entre les extrémités A et B, et b la distance verticale
(figure 1.12). Un point P de I'arc est repérable par son abscisse x, son ordonnée y ou
son abscisse curviligne s.

Larc est soumis a une répartition uniforme de charge g qui lui est appliquée transver-
salement. En tout point, le vecteur 7 est donc perpendiculaire a I'arc.

1.10.2 Questions

1. Calculer les éléments de réduction du torseur formé par la charge g en A.
2. Traiter 'exemple de I'arc circulaire intercepté par les rayons polaires inclinés
s

v
par rapport a la verticale d'un angle —3 a +Z.

1.10.3 Solution

Géométrie de I’arc  En coordonnées cartésiennes, I'arc peut étre soit défini par une
équation y = f (x), soit—ce qui est plus général — par une représentation paramétrique :

x=x(A)
y=y@)

En tout point, I'élément de longueur d’arc ds est incliné de I'angle de contingence «
tel que :
dy
tanq = ——
dx
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dy =dssina

=

. dx =dscosa

FIGURE 1.12. A gauche : arc quelconque et son chargement transversal. A
droite : analyse locale de la géométrie.

=42 N — =
Le vecteur ds posseéde deux composantes selon x et y :

—
ds=dss =dxx +dyy avec S =cosax +sina’y’

de sorte que
dx = dscosa et dy = dssina

Charge élémentaire La force élémentaire agissant sur un élément infinitésimal d’arc
—
est perpendiculaire a 'arc ds et est égale a:

d_f)z—q ds7m ou 7=—sina7+cosaT wLS
Par conséquent :
df =qdyx —qdxy’

Résultante
La résultante est la somme vectorielle des efforts appliqués :

?:/d—f)zq ?/dy—?/dx

AB AB AB

Or:
/dy=J’B—yA=b et /dxsz—xAza

AB AB

Par conséquent :
R=q(bx—-ay)
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Moment en A
Le moment en A est égal a:

mz/—P)/\d_f)z—qT/yd)H-xdx

AB AB
Soit :
Xp VB
My=—q /xdx+/ydy =—%(a2+b2)
X=X4 Y=Ya

—

Glisseur La charge répartie g forme le torseur {2} = { 1\; } qui est un glisseur
A

A
—

. R
dont la résultante passe par le point K telque { — —
MK =0 K

Le point K est donc déterminé par la relation de transfert de moment :
—_ — — = — —_ — —
My=M,+KAAR=0=RAKA=M, (1.10.1)

La recherche de K releve d'un probleme de division vectorielle (exercice 1.5). Nous
savons d’ores et déja que K se trouve sur une droite. Il y a pluralité de solutions formant

=
une droite parallele a R : raison pour laquelle on parle de « glisseur ». Dans le cas
présent, nous cherchons la solution particuliere ou1 le point K est situé sur I'arc. Nous
allons supposer que ce dernier est défini par une équation y = y (x). Alors la relation
1.10.1 s’écrit :

Et, puisque yx =y (xg):

1
E(a2+b2)=b[y(xK)—yA]+a[xK—xA] (1.10.2)
Ce qui constitue une équation en xy . Selon la forme de I'arc, la résolution peut en étre

faite analytiquement ou numériquement.

Exemple de I’arc circulaire L’arc circulaire de rayon R est décrit par la figure 1.13 a
gauche. Dans le systeme d’axes choisi, son équation est x2 + y2 = R2.

Résultante

R
= (v2-1) ( 40,2071 )
qR

?: =
_%(ﬁ+‘/§) —1,5731
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Moment en A JE 3
2 4 6—+/2
My ==L < [(v3+ Ve +(v2-1)] ?¥qu =—1,2588 R?

Point de passage du glisseur

2—1 R 3+v/2 3
1,2588RZ=‘/_2 R[,/RZ—x§—§]+¥R[xK+—é_R]
Enposantkzx—K:

R

2—1 1 3+v2 3
1,2588=1/—T[\/1—/12_5]+¥ /Hg]

ou
V1=2A2+47,5957A=0=1—2%=57,69471°

dont la solution numérique est :

A=-0,1305= xx =—0,1305R et yx=0,9914R

yi = 0.9914R

Oj x¢ = —0.1305R

FIGURE 1.13. A gauche : arc circulaire asymétrique soumis & un charge-
ment transversal. Au centre : éléments de réduction du torseur en A. A
droite : glisseur équivalent.

1.11 Plaque demi-circulaire soumise a une densité variable de force
surfacique

LiM10 | Difficulté = 1

— Force répartie perpendiculairement a une plaque demi-circulaire.
— Torseur de force, glisseur.

1.11.1 Description

On considere une plaque demi-circulaire (X) de rayon R soumise a une répartition
surfacique de force dont la densité varie linéairement avec la distance au centre

de la plaque (figure 1.14) de sorte que g = —q (r)z avec q(r) = qo[l_}%] ou ¢

est la densité centrale. Tout point P de la plaque est repérable par ses coordonnées
polaires {r,0}.

___________________________________________
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1.11.2 Questions

1. Calculer les éléments de réduction du torseur formé par la charge g en O.

2. Trouver le glisseur équivalent.

q@:%@-@

y y

v

FIGURE 1.14. Plaque demi-circulaire soumise a une densité variable de
force surfacique.

1.11.3 Solution

Résultante La résultante F agit selon —z avec une intensité égale a :

=Z/q(r)d2

Pour le calcul de cette intégrale double, on décompose la plaque en éléments d’aire

d>X=rdrdf:
R

[ [a(i-5)raras

6=0r=0

Puis, moyennant le changement de variable? r =Rt :

T 1

R
1
F= [ dfx qo 1—— rdr=m xR qo/(l—t)tdtzgnquo
=0

6=0 r t=0

Momenten 0 Le moment en O se calcule selon la relation générale :

M_’Oz//ﬁ’AE’(r)dz://re—,’/\—q(r)?dzz//rq(r)e—g’dz
z z x

4. Dans le cas présent, I'intégrande est une fonction de r seul et les bornes de I'intégrale double sont
des constantes. L'intégrale double se commue alors en simple produit de deux intégrales simples.
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— . — —  — . — —
Le vecteur orthonormal ey se projette selon x" et y : ey =—sinf x +cosf y de
sorte que le moment comporte également deux composantes selon ses axes :

J\TO):—7//rq(r)sin9d2+7)//rq(r)cost9d2
p) P

My My
Calculons chaque composante :
— MX
MX—//rqo 1—— rdr sin0df = /sm@d@/qo 1—— r 2dr
0=0r=0
donc:
1
MX=+2xq0R3/(1—t)t2dt=gR3q0
—_—
1%
— MY
My—//rqo 1—— rdr cos0df = /cosdﬂ/qo 1—— r 2dr=0
=0r=0
[sm9]

par conséquent

1
]WO) = _ERSqO?

Glisseur Nous cherchons le point K de la plaque ol le moment produit par la force
surfacique est nul :

—_ 1 1
Mg=Mg+KOAF =02 —6R3qo? = (xK7’+yK7)/\—gnR2q0?
Soit :
_R? = (XK? + yK?) /\_Tf? = ﬂxKT—ﬂyK?
Par identification :
X =0
R
Yk = p

La figure 1.15 illustre le glisseur de résultante F passant par K.
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F=lnge
=g ™R* a0

v

FIGURE 1.15. Illustration du glisseur statiquement équivalent a la distri-
bution de charge surfacique.

1.12 FEtude cinématique d’un pendule suspendu a quatre cables

LiMos5 | Difficulté = 2

— Exploitation des relations de la cinématique du solide indéformable.

1.12.1 Enoncé

On considere un pendule (figure 1.16) constitué d'une masse cylindrique suspendue
a quatre cables d’égale longueur de facon symétrique par rapport au plan diamétral
vertical. Le déport latéral des points d’attache est noté c et la distance verticale entre
les points d’attache au bati et les ancrages au cylindre est notée b. La distance entre
les deux ancrages est notée a.

FIGURE 1.16. (a) Pendule de calibration d’accélérometres; (b) vue latérale;
(¢c) vue de bout.

Un tel pendule est utilisé en dynamique des structures pour calibrer des accéléro-
metres par application de la seconde loi de Newton (figure 1.17 a gauche). On frappe le
solide pesant al’aide d'un marteau instrumenté par un capteur de force dans le méme
temps qu’on enregistre I’accélération ainsi conférée. Le rapport ¥ /y est normalement
égal ala masse M du mobile.

Question
1. Combien de degrés de liberté le systeme mécanique formé par la masse et ses
élingues présente-t-il ?
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1.12.2 Hypothése

On supposera les élingues indéformables et se comportant comme des solides.

1.12.3 Solution

Le systeme mécanique est formé de cinq solides indéformables. Les quatre cables
sont réputés étre liés d'une part au bati, d’autre part au mobile par des liaisons rotule.

Dénombrement des DDL Déterminons les actions de liaison :
— le systeme comporte quatre nceuds de suspente amenant chacun trois actions
deliaisonen O; i €1...4;
— chaque ancrage apporte également 3 actions de liaison;
- ilyadonc n; =4 x 3 x 2= 24 inconnues de liaison.
Par ailleurs, I'équilibre dynamique de chaque solide est régi par six équations soit :
n, =5 x 6 =30 équations disponibles.

Le nombre d’équations est excédentaire par rapport au nombre d’'inconnues :

h=n,—n;=30—24=6

A priori, le systeme comporterait donc 6 degrés de liberté.

11 convient de soustraire la rotation propre des solides autour de leur axe qui est
indifférente. Reste donc 1 seul degré de liberté.

Caractérisation du DDL restant FEcrivons tour a tour les équations de transfert de
moment cinématique entre les extrémités des solides.

1. Cable1 R
Vi=w ANOA

soit, en coordonnées cartésiennes :

Uy Wiy 0 —w1,b—w,
vy = w A c = w b
Wy Wi, —b WixC

2. Cable 2 R
Vy=w, AOA

soit, en coordonnées cartésiennes :

Uy Wy 0 —wy, b+ w, c
Up = Way A —C = Woy b
Wy Woz —b —Woy C

3. Identification des deux vecteurs :

Up=—W1yb—wi;¢ =—wy, b +wy,c
Uag=wi1yb =wy b
wAz(I)GC Z_CL)ZXC
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dont on déduit
Wix =Wy =0

et donc
UA = WA = 0

4. On procede de méme pour les céables 3 et 4 de sorte que :
Up =—W3y b —W3,¢ =—wWy, b+ Wy, C

avec
W3y =Wy, =0

et
UVp = Wpg =0

5. On étudie finalement la masse M :
_— = — —

En coordonnées cartésiennes :

Up Uy Dnrx a Ua
0 )= 0 |+ Qy |A| O |=| Qu.a
0 0 QMZ 0 —QMyCl
Par conséquent :
Oy, =8y, =0
et
Ug =Ugy

Il reste donc neuf inconnues :
wly» Wiz, 0)2y’ Woz) w3y’a)3z’w4yr w4z’QMx
entre lesquelles nous avons établi trois relations :

Up=UR = Uy =—W1 b — W1, =—Wy, b+ Wy, ¢ =—W3, b —W3,¢ ==y, b +wy,C
(1.12.1)
A noter que la rotation de la masse sur son axe n’intervient pas dans les calculs : elle
est indifférente > et peut étre prise égale a zéro.

Si nous considérons le cable 1, par exemple, son vecteur rotation s’écrit :
— — —
W= (,l)ly y +wi; 2

que nous pouvons projeter dans un autre systeme d’axes formé par le vecteur directeur
de AO; et le vecteur perpendiculaire (figure 1.17) :

el . — . —
wlz[cosewyl +sm9wzl] u 1+[—sm9wy1 +c030wzl] v

5. Cela n'aurait pas €été le cas si les ancrages des cables ne convergeaient pas au méme nceud A ou B.
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FIGURE 1.17. A droite : cdble 1 et ses axes locaux. A gauche : pendule utilisé
a l'université de Toulouse pour la calibration des accélérometres
© Christelle Tribout.

expression dans laquelle 8 représente I'angle d’inclinaison du céble.

La composante axiale du vecteur rotation est indifférente et peut, par exemple, étre
considérée comme nulle de sorte que :
[OFS] b

Wy =———=W,]— 1.12.2
17 tan@ e ( )

Reprenant ce raisonnement pour les cables 2, 3, 4 on montrerait de méme que :

We3 Wzo Wzy
=, w =), w =—— (1.12.3)
tan Y27 tan 7 tan

O)yg
Au bilan, nous avons réduit le nombre de composantes de rotation a 8 et avons établi
3+ 4 relations (voir les relations 1.12.1, 1.12.2 et 1.12.3).

En fin de compte, il ne reste qu'une seule rotation indépendante en guise de degré de
liberté.

Conclusion Le systeme formé par le pendule suspendu a quatre cables est un méca-

nisme a 1 DDL a condition d’ignorer la rotation propre des solides autour de leur
—_y =

axe. La masse subit un mouvement de translation puisque V,; = V de sorte que deux

points, au moins, ont le méme vecteur vitesse instantanée.
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1.13 Série de mécanismes [1] — Détermination du nombre
de degrés de liberté

Lim11 | Difficulté = 1

— Détermination du nombre de DDL dans des mécanismes.

1.13.1 Description

On considere les mécanismes de la figure 1.18. Ils sont formés de barres indéformables
assemblées entre elles et avec I'environnement par diverses liaisons. Rappelons qu'un
mécanisme est constitué par un ensemble de poutres dont I'équilibre sous 1'effet
d’actions extérieures ne peut étre obtenu, dans une configuration gé¢ométrique donnée,
que sous certaines conditions portant sur les actions extérieures.

1.13.2 Question

Pour chaque mécanisme, déterminer le nombre de degrés de liberté (DDL).

B c B

(a) (c)

A D A
AW N AN

FIGURE 1.18. Série de trois mécanismes.

1.13.3 Solution

Pour chaque ensemble de solides, il convient de déterminer les inconnues amenées
par les liaisons et de comptabiliser les équations de statique des solides.

Mécanisme (a)

| Neeud | Typedeliaison | Nb d’actions

A Appui simple (sol) 1

B Liaison rigide 3

C Articulation 2

D Articulation (sol) 2
TOTAL n; =8

Le mécanisme (a) comporte trois éléments rigides et I'’équilibre de chacun d’eux est
régi dans le plan par trois équations de statique. Le nombre d’équations disponibles
estdonc:

n,=3x3=9
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Il y a un exces d’équations de statique par rapport au nombre des inconnues de
liaison. Il s’agit donc d'un mécanisme a N =n, —n; =1 degré de liberté. Cela signifie
que le champ de vitesse instantanée dans la configuration initiale est completement
caractérisé par la donnée d'un parametre scalaire. Ce dernier est par exemple la vitesse
de translation horizontale du nceud C ou, alternativement, la vitesse de rotation de la
barre [CD].

Mécanisme (b)

| Neeud | Typedeliaison | Nb d'actions

Appui simple (sol) 1
Liaison rigide
Articulation
Articulation
Articulation (sol)

TOTAL n; =10

| T O = >
N nof | w

Le mécanisme (b) comporte quatre éléments rigides. Le nombre d’équations dispo-
nibles est donc :
n,=4x3=12

Il s’agit d'un mécanisme a N = n, —n; = 2 degrés de liberté. Le champ de vitesse
instantanée est caractérisé par la donnée de deux parametres scalaires indépendants :
par exemple, la vitesse de translation de 'appui A et la composante verticale de vitesse
dunceud C.

Mécanisme (c)

| Neeud | Typedeliaison | Nb d'actions

A Articulation (bati) 2

B Articulation 2

C Articulation 2

D Articulation (sol) 2
TOTAL n;=8

Le mécanisme (c) comporte trois éléments rigides :

n,=3x3=9

Il s’agit donc d'un mécanisme a N =n, —n; =1 degré de liberté.

1.14 Série de mécanismes [2] — Détermination du nombre de degrés
de liberté

LiM12 | Difficulté = 2
— Suite de I'’exercice 1.13.

— Détermination du nombre de DDL dans des mécanismes.
— Prise en compte des sous-ensembles en boucle.
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1.14.1 Description

On considere les mécanismes de la figure 1.19. Attention aux pieges!

1.14.2 Question
Pour chaque mécanisme, déterminer le nombre de degrés de liberté (DDL).

c

(a) (c)

N A\

FIGURE 1.19. Série de trois mécanismes.

1.14.3 Solution

La méthode consistant a déterminer les inconnues amenées par les liaisons et de
comptabiliser les équations de statique des solides peut échouer lorsque des sous-
ensembles forment des boucles, comme c’est le cas dans les trois cas d’étude proposés.
Il convient d’identifier et de dénombrer quels sont les sous-ensembles formant eux-
mémes un solide indéformable avant de procéder aux décomptes d’actions de liaison
et d’équations d’équilibre.

Statut d’'une boucle Les sous-ensembles formant une boucle doivent étre isolés de
leur contexte et étudiés séparément pour déterminer leur nature : soit solide, soit
sous-mécanisme. Pour cela, on suit le raisonnement suivant :

1. dénombrer le nombre b de barres composant la boucle;

2. dénombrer les inconnues de liaison a la jonction des barres : n; ;

3. déduire les trois degrés de mobilité d'un solide plan livré a lui-méme (deux
translations et une rotation d’ensemble);

4. Calculer la différence entre le nombre des équations et le nombre d’inconnues
corrigé des trois mobilités :

m=3b—n;—3
5. Statuer sur la nature de la boucle :

m > 0= mécanisme
m < 0= solide

6. Procéder a une substitution conditionnelle :

sila boucle est un solide = la remplacer par une barre
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Statut d’un assemblage complet
1. examiner sil’assemblage comporte des boucles; si oui, les traiter selon le para-
graphe précédent;
2. apres élimination de toutes les boucles constituant des solides, procéder au
décompte usuel.

Mécanisme (a) Si on effectue un décompte brut :

| Neeud | Type de liaison | Nb d’actions

A Liaison mixte : appui simple (sol) + 3
articulation

Liaison rigide 3

Liaison rigide 3 barres 6

2

2

Articulation
Articulation (sol)
TOTAL n,=16

sslieliolRes

Le mécanisme (a) comporte cinq éléments rigides et I'équilibre de chacun d’eux est
régi dans le plan par 3 équations de statique. Le nombre d’équations disponibles est

donc:
n,=5x3=15

Il semble donc qu'’il y ait un déficit d'une équation et que I’assemblage soit hypersta-
tique. Il n’en est rien : la méthode précédente est biaisée du fait de I'existence de la
«boucle » formée par {ABC} qui ne constitue qu'un seul solide.

(a) c (b) (c)

E

FIGURE 1.20. Boucles extraites des assemblages a, b et ¢ de la figure 1.19.

En effet, cette boucle, si on la considere seule (figure 1.20-a), c’est-a-dire isolée de son
contexte, comporte trois barres dont I'équilibre est régi par 3b =3 x 3 =9 équations
liées par des connexions apportant n; =3+ 3 +2 =8 inconnues de liaison. Le statut de
cette boucle est donné par évaluation de la quantité m =3b—n; —3=9—8—-3=-2<0
qui est négative : cette boucle forme un solide indéformable ©. Elle est donc remplacée
par une seule barre comme le montre la figure 1.21-a.

6. Enfait, si deux solides sont rigidement liés par au moins une liaison rigide, alors ils forment, ensemble,
un solide indéformable.
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s@
FIGURE 1.21. Mécanismes a, b et ¢ transformés. En rouge-orangé appa-
raissent les barres de substitution. Le mécanisme c n'a pas été transformé
car la boucle interne ne constitue pas un solide indéformable. La ligne
pointillée est une représentation du champ de vitesse instantanée. Les
mécanismes b et c comportent une pluralité de champs de vitesse possibles
différenciés par la couleur et le type de pointillé : en jaune les mécanismes
de poutre et en vert les mécanismes de panneau.

A partir du mécanisme simplifié, on reprend le décompte :

| Neeud | Type de liaison | Nb d’actions |

A Liaison mixte : appui simple (sol) + 3
articulation
Liaison rigide 2 barres
Articulation
Articulation (sol)

TOTAL n; =10

sliwlle)
N N w

Et ce mécanisme simplifié ne comporte plus que trois barres apportant 3 x3 =9
équations. C’est donc un mécanisme a 1 DDL du type « mécanisme de panneau ».

Mécanisme (b) Le mécanisme (b) de la figure 1.19 comporte une boucle {ABC} qui
est extraite selon la figure 1.20-b. Cette boucle est analysée comme suit :

— nombre de barres : b =3;

— nombre d’inconnues de liaison: n; =2+2+2=6;

— indicateur : m =3b —n; —3 =0 -1a boucle forme un solide.
Cette boucle est donc remplacée par une barre unique selon la figure 1.21-b et on
procede au décompte des inconnues de liaison et des équations disponibles :

| Neeud | Typedeliaison | Nbd'actions |

A Appui simple (sol) 1

C Articulation 2

D Articulation 2

E Articulation (sol) 2
TOTAL ni=1
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Le mécanisme (b) comporte trois éléments rigides. Le nombre d’équations disponibles
estdonc:
n,=3x3=9

Il s’agit d'un mécanisme a N = n, —n; = 2 degrés de liberté. Le champ de vitesse
instantanée est caractérisé par la donnée de deux parametres scalaires indépendants :
par exemple, la vitesse de translation de 'appui A et la composante verticale de vitesse
du nceud C. Les champs de vitesse correspondants sont dessinés sur la figure 1.21-c.

Mécanisme (¢) Le mécanisme (c) de la figure 1.19 comporte une boucle {ABED C}
qui est isolée sur la figure 1.20-b. Son analyse donne :

— nombre de barres : b =5;

— nombre d’inconnues de liaison : ; =5 x 2 =10 (cinq articulations);

— indicateur: m =3b—n;—3=2>0; c’est un mécanisme. Il n'y a pas substitution.
On procede au décompte sur I'assemblage entier :

| Neeud | Type de liaison | Nb d’actions |

Articulation 2 barres (bati) 4
Articulation
Articulation
Articulation

Articulation 3 barres
Articulation (sol)
TOTAL n; =16

WO O W~
o | o of o

Le mécanisme (c) comporte six éléments rigides :

n,=6x3=18

I s’agit donc d’'un mécanisme a N =n, —n; = 18—16 =2 degrés de liberté. Les champs
de vitesse élémentaires sont représentés sur la figure 1.21-c.

1.15 Paramétrage d’une rotation dans un mécanisme a 1 DDL

LiMi18 | Difficulté = 2

— Cinématique d'un mécanisme.
— Choix d’'une rotation en tant que parametre cinématique.

1.15.1 Description

On considere le mécanisme bi-étagé (K') de la figure 1.22 formé par un assemblage
de barres indéformables, le jambage [D E F ] étant constitué d'une seule piece rigide.
L'étude porte sur le champ de vitesse de ce mécanisme.
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N

x)

FIGURE 1.22. Mécanisme bi-étagé (K ) dont le jambage D EF est d'un seul
tenant.

1.15.2 Questions

1. Combien de degrés de liberté le mécanisme comporte-t-il?

2. Etablir le champ de vitesse {v}.

1.15.3 Solution
Nombre de degrés de liberté On effectue le décompte global :

| Neeud | Nature | Inconnues de liaison | Cumul |
AF Articulation sol 2x2 4
B Articulation 3 barres 4 4
C,D Articulation 2 barres 2x2 4
E Liaison mixte 3 barres 5 5
TOTAL n; =17

Le mécanisme comporte b = 6 barres dont 'équilibre est décrit par n, =6 x3 =18
équations. Il y a donc un exces de 1 équation d’équilibre : n, —n; =+1. C’est que le
mécanisme possede 1 degré de liberté.

Champ de vitesse {v} Comme le mécanisme comporte 1 seul DDL, nous sommes
fondés a choisir un parametre de position. Envisageons différents choix en commen-
cant par le plus judicieux.

Choix de la vitesse de rotation du jambage wss On fixe le parametre cinématique
scalaire ws; =—1. Nous prenons une quantité négative par commodité de sorte que
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les vitesses horizontales subséquentes soient positives. La construction de I'épure
cinématique correspondante et la représentation du champ de vitesse sont illustrées
par la figure 1.23.

STRY

1 BE Lcon

FIGURE 1.23. Champ de vitesse {v, } du mécanisme (K ) : (a) choix du para-
metre: ici une vitesse de rotation; (b) épure cinématique; (c) représentation
du champ de vitesse instantanée {v, }.

L'épure est construite selon le raisonnement suivant :

1.
2.

on trace les axes {uv};
on positionne 'image des nceuds fixes, ici a et f, au centre du repere cinéma-
tique;

on trace la perpendiculaire A; a DEF issue de f : c’est le lieu possible des
images e et d (car les nceuds E et D appartiennent au méme solide);

on calcule la vitesse horizontale du nceud E grace a la donnée de la vitesse de
rotation du jambage :

Au Up—Up
w56:__Ay :_—a =_1:>uE:+d

ce qui permet de positionner I'image e sur la droite A;. Sa vitesse verticale est

a
égalea: vy =a.tana=+5;

. on procede de méme pour la vitesse horizontale du nceud D :

_Au Up—Uup _ ] _3a
(1)56——E$—T—— :>uD—+7

2
ce qui permet de positionner I'image d sur la méme droite A,. Sa vitesse verti-

p N 3a 3a
cale est égalea: vp = ?.tana :+Z;

. on trace la perpendiculaire a BE issue de E : c’est le lieu possible des images

b. On trace également la perpendiculaire a AB issue de a. Le point b est alors
totalement défini comme l'intersection des droites ainsi tracées. Il se trouve
surl'axe u et ug =ug =+a;
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7. on trace la perpendiculaire a CD issue de D : c’est le lieu possible des images
c. On trace également la perpendiculaire a BC issue de b. Le point ¢ est alors

totalement défini comme?}’intersection des droites ainsi tracées. Il se trouve
a
surlaxeu etup, =up =+—;
c D 5

Les vitesses des noeuds sont tabulées comme suit :

[Neeud | u | v |[Neeud [ u [ v |[[ Noeud | u [ v |
3a
A 0 0 B a 0 C ? 0
3a 3a 1
D — | — E a — F 0 0
2 4 2

On peut ensuite calculer les rotations des barres :

— barre[1]=[AB]:
Ug— Uy a—0
(1)1:— = — :—1
YB—Ya a—0
— barre[2]=[BE]:
a
w0, =+ E_ VB 5_0 _+§
2 Xg —Xp 5_“_0 5
4
— barre [3]=[BC]:
3a
Uc—uUp 2 “
w3 =— =3, —1
Yc— VB 4
2
— barre [4]=[CD]:
3a 0
vp— U, 4 3
wy=+2—C =32 47
Xp —X¢ a—0 4
— barre [56] =[D E F] (parametre choisi) :
C!)56:—].

Autre choix de paramétre L'épure cinématique sera la méme que précédemment a un
facteur multiplicatif pres.

Choisissons une composante de vitesse de translation : ug = 1. Nous allons voir que la
construction de I'épure cinématique exigera une étape de calcul.
1. tracé des axes et positionnement des points images a et [ ;

2. positionnement du point b sur I’axe u a une distance unitaire de a : en effet,
I'axe u est perpendiculaire a la direction [AB];

3. tracé de la perpendiculaire a BE issue de b : c’est une droite parallele a I'axe v ;

4. tracé de la perpendiculaire a E F issue de [ ;
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. le point image e est situé a I'intersection des deux droites précédentes, donc

1
uE=1etvE:tana=£;

. on ne peut plus progresser dans la construction graphique sauf a connaitre

I'un des points images ¢ ou d. Comme D appartient au solide [D E F] dont le
champ de vitesse est connu (puisqu’on connait la vitesse en F et en E), il est
possible de positionner le point d. Le champ de vitesse sur un solide rectiligne
est linéaire donc :

Up —Ur Up—Up 3

= :uD:y—D-uE:—
Yo—Yr  YE—VF Ye 2

3
. le point d est situé sur la droite [ae] al’abscisse up = > Il est donc connu et

3
son ordonnée vaut : vy = up tana = n ;

. finalement, le point ¢ est situé a I'intersection des droites perpendiculaires a

[BC]lissuede b eta[CD]issueded.

Les rotations se calculent comme précédemment.

Conclusion Quel que soit le choix du parametre cinématique, les champs de vitesse
obtenus sont superposables a un facteur pres. Ici, nous avons choisi d’abord une
rotation, aussi les vitesses s’exprimaient-elles en termes de longueur. Dans un second
temps, nous avons fixé arbitrairement une composante de vitesse et toutes les autres
vitesses s’exprimaient dans cette unité. Il convient de ne pas attacher d’'importance a
ce facteur multiplicatif en se souvenant que, dans les applications concretes, le champ
de vitesse est un élément de calcul dans I'expression des puissances virtuelles. Le
facteur multiplicatif disparait alors des équations.

1.16 Meécanisme en portique a cinq articulations

LiM19 | Difficulté =2

— Cinématique d'un mécanisme a 2 DDL.

1.16.1 Description

On considere le mécanisme (K') de la figure 1.24 formé par un assemblage de quatre
barres indéformables formant un portique a traverse brisée. Létude porte sur le champ
de vitesse de ce mécanisme.

1.16.2 Questions

1. Combien de degrés de liberté le mécanisme comporte-t-il?
2. Etablir le champ de vitesse {v}.
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3a

9]

3a 2a

FIGURE 1.24. Mécanisme (K) en portique a cinq articulations.

1.16.3 Solution

Nombre de degrés de liberté On effectue le décompte global :

| Neeud | Nature | Inconnues de liaison | Cumul |
A E Articulation sol 2x2 4
B, C,D | Articulation simple 3x2 6
TOTAL =10

Le mécanisme comporte b = 4 barres dont 'équilibre est décrit par n, =4 x3 =12
équations. Il y a donc un exces de deux équations d’équilibre : n, —n; = +2. C'est
que le mécanisme possede 2 degrés de liberté. Tout champ de vitesse instantané
s’exprime en tant que combinaison linéaire de deux champs de vitesse « élémentaires »
indépendants.

Champ de vitesse {v} Comme le mécanisme comporte 2 seuls DDL, nous pouvons
choisir deux parametres de position : nous choisissons les composantes horizontales
de vitesse des tétes des poteaux.

Champ {v;} On fixe les parametres cinématiques scalaires ug =1 et up =0.
Epure
La construction de I'épure cinématique correspondante et la représentation du champ
de vitesse sont illustrées par la figure 1.25.
L'épure est construite selon les étapes qui suivent :
1. ontraceles axes {uv};

2. on positionne I'image des nceuds fixes, ici a et e au centre du repere cinéma-
tique;
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ug =1

FIGURE 1.25. Champ de vitesse {v, } du mécanisme (K ) : (a) choix du para-
metre : ici une vitesse de rotation; (b) épure cinématique; (c) représentation

du champ de vitesse instantané {v, }.

3. le point image d, d’abscisse nulle, est situé sur une perpendiculaire a D E issue
de E : d est donc également confondu avec le centre du repere cinématique;

4. on trace la perpendiculaire a BC issue de b : c’est le lieu possible de I'image c,

car les nceuds B et C appartiennent au solide [2];

5. on trace la perpendiculaire a C D issue de d : c’est le lieu possible de I'image c,

car les nceuds D et C appartiennent au solide [3];

6. le point ¢ est donc nécessairement situé a I'intersection des deux droites précé-

dentes. Ce qui achéve la construction.
Vitesses de translation

A partir de I'épure, les vitesses des nceuds sont calculées par de simples considérations
géométriques dans des triangles rectangles . On introduitle point p comme projection

du point ¢ sur 'axe u.

A
— Dansle triangle acp :

cp Ve
A
— Dansle triangle bep :
b 1—
tanoz:—pzi
cp Ve

Les angles « et 8 sont caractérisés dans la géométrie du mécanisme :

1 1
tana = - et tanfl = -
3 2

Effectuons le rapport des équations 1.16.2/1.16.1, il vient :

tana 2 1 1 3
= - = —— — u — —
tanf 3 uc €75

7. Rappelons que deux angles aux cotés perpendiculaires sont égaux.

(1.16.1)

(1.16.2)
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Puis, d’apres 1.16.1 :

3
Uc g 6
UC_ = == —
tanfg 1 5
2
Tableau récapitulatif
[Neeud | w [ v [[Neeud | w | v [[Neeud | u | v |
3 6
A 0|0 B +1 10 C += | +=
5 5
D 0|0 E 0 0
Vitesses de rotation
On peut ensuite calculer les rotations des barres :
— barre[1]=[AB]:
Ug— Uy 1-0 1
(L)lz— = — = ——
VB—Ya 3a—0 3a
— barre[2]=[BC]:
3
|
_ Uc—up 5 _+i
2 Ve — VB a—0 5a
ou
-—0
VUc—U
0y = c”Us _5 _, L
Xc—Xp 3a 5a
— barre[3]=[CD]:
O_
Up —V 3
Wy = b—YC _ 5__°2
Xp —Xc 2a 5a
ou
Uc—Up E—O 3
w3 =— =— e
Yp—Yc a 5a
— barre [4]=[DE]:
Up—Ug 0-0
w4:— = — :0
Yo —YE 2a

Champ {v,} On fixe les parametres cinématiques scalaires uz =0 et up =1.
Epure

La construction de I'épure cinématique correspondante et la représentation du champ
de vitesse sont illustrées par la figure 1.26.

L'épure est construite selon les étapes similaires a celles déja décrites pour le champ {v; }.
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| L AB,DE ue a /o
—4 & B
» )

a=bre

v

(b)

c
Ve @

FIGURE 1.26. Champ de vitesse {v,} du mécanisme (K ) : (a) choix du para-

metre: ici une vitesse de rotation; (b) épure cinématique; (c) représentation
du champ de vitesse instantané {v,}.

Vitesses de translation

A
— Dansle triangle acp :

tang=—-L = _“C (1.16.3)
cp Uc
A
— Dansle triangledcp :
d 1—
tanp=—P% __~"Uc (1.16.4)
cp Ve

Effectuons le rapport des équations 1.16.4/1.16.3, il vient :

tanf 3 1 2
—=—=——1=uc=-
tana 2 uc 5

Puis, d’apres 1.16.3 :

2
ot _5_6
7 tana 15
3
Tableau récapitulatif :
[Neeud | u [ v |[[Neeud | u | v [[Neud | u | v |
2 6
A 0 0 B 0|0 C += | —=
5 5
D +1 1] 0 E 0|0
Vitesses de rotation
— barre[1]=[AB]:
ug—uy  0-0
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— barre[2]=[BC]:
2
Uc—Up 5_0 2
(,()2 — = =
Yc—Ys a—=0  5a
ou
6
Ve —Ug —g‘o 2
Wy = = -
Xc—Xp 3a 5a
— barre [3]=[CD]:
—6
0— —
Up — 3
wWg=+2—C =y 5
Xp —X¢ 2a 5a
ou
. Uc—Up . g—l _
W3 =— =— =—
Yp—Yc a Sa
— barre[4]=[DE]:
Up —Ug 1-0 1
Wy =— = — —
Yp — Ve 2a 2a

1.17 Epure cinématique |
LiMo4 | Difficulté =2

— Construction d'une épure cinématique dans un mécanisme a 1 DDL.
— Trigonométrie dans des triangles.

1.17.1 Enoncé

On considere le mécanisme plan (S) représenté dans sa configuration initiale dans
la figure 1.27. Les c0Otés et les angles d’inclinaison sont a relever sur cette figure. On
suppose que les éléments « barres » [AB] et [BC] sont rigides.

1.17.2 Questions

Combien ce mécanisme comporte-t-il de degrés de liberté?

1. Tracer son épure cinématique en imposant uc = 1.
2. Calculer les composantes de vitesse de translation des nceuds du mécanisme.

3. Calculer les vitesses de rotation des barres.

1.17.3 Solution

Degrés de liberté On décompte les actions de liaisons d’une part et les équations de
statique disponibles d’autre part :

— en A, la liaison articulée amene deux actions;

— en B, laliaison articulée amene deux actions;

— en C, 'appui simple amene une action.
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4a

FIGURE 1.27. Mécanisme a 1 DDL.

Le nombre d’actions de liaison est donc: n; =5.

Le mécanisme étant composé de deux barres, nous disposons de n, =2x3 =6
équations d’équilibre.

Il s’agit donc bien d'un mécanisme comportant n, —n; =1 degré de liberté.

Construction de I’épure cinématique On part d’'un jeu d’axes orthogonaux représen-
tant les vitesses horizontale et verticale des nceuds. Ce plan constitue le plan cinéma-
tique (figure 1.28). Le point A du plan de situation (celui du mécanisme) est immobile
en raison de I'articulation le fixant au sol. Son image a dans le plan cinématique
est confondue avec I'origine du repere qui est I'image de tous les points de vitesse
vectorielle nulle.

o
1 BC
Il BC
4a |
B
1 AB m‘ﬂg/c w
] ©
a uc=1
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% I

FIGURE 1.28. Epure cinématique de U'exercice 1.17.
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Tracé Par application du théoreme d’équiprojectivité sur chaque solide indéformable,
on procede ensuite comme suit :

— on trace la droite perpendiculaire a [AB] issue de a. Cette droite présente une
inclinaison a par rapport a l'axe u*;

— on positionne le point ¢ image de C situé a la distance unitaire de a car uc =1
et placé sur I'axe u* puisque la vitesse verticale de C est nulle en raison de
I'appui simple;

— on trace la droite perpendiculaire a [BC] issue de c. Cette droite intercepte la
précédente au point b image du nceud B.

Détermination des vitesses de translation On introduit le point de construction m en
tant que projection du point b sur I'axe u*. On écrit des relations d’angle dans les
triangles rectangles composant I'épure et ayant des cotés communs :

A

— Dansle triangleabm :

bm
tana = —
am
A
— Dansle trianglecbm :

tan mc
anfl = —
bm

Or:
am+mc =1

donc

bm
——+bmtanf =1
tana

Par conséquent
1

bm=———
tan  + cota

Les lignes trigonométriques sont établies dans le plan de situation du mécanisme :
2a 1
tana=-—=—-=cota=2
4a 2

et

On en déduit :

—
bm est la projection du vecteur ob sur la direction v* et constitue — au signe pres
— I'amplitude de la vitesse verticale du nceud B. On voit clairement que la vitesse
verticale de B est négative si la vitesse horizontale de C est positive :

6

Vg =——
B7 3
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La vitesse horizontale de B n’est autre que la quantité am de sorte que sa valeur soit :

bm 6 12
= X

Ug=am= =2X —=—
tana 13 13
Bilan des vitesses de translation :
[Neeud | u | v |
A 0
12 6
B - R
13 13
C 1 0

Vitesses de rotation Connaissant la vitesse de deux points M et N d’'un méme solide,
sa vitesse de rotation est calculée par application de la relation de transfert de moment
cinématique :

— — —_ —

Ce qui se traduit dans le plan par:

_ Au _+Av
Ay Ax
— barre [AB]:
6
AV vg—U, _ﬁ_o 3
W =+—= = —
AX  Xp—Xy 2a 13a
— barre [BC]:
—6
0——
Av  ve—vV 1
0)2:+— = ¢ B = 13 =4 —
AX  Xc—Xp 6a 13a

Le champ de vitesse instantanée du mécanisme a partir de sa configuration initiale
est ainsi completement défini.

1.18 Puissance d’une force répartie agissant sur une poutre indéfor-
mable

LiMi13 | Difficulté = 1

— Torseurs cinématique et statique.
— Glisseur.
— Comoment.

1.18.1 Description

On considere la poutre de longueur L en tant que solide indéformable de la figure

1.29. Al'instant ¢, son champ de vitesse instantanée dans le plan est caractérisé par
— —

les vitesses aux extrémités V, et V. Cette poutre est soumise a ’action d'une force

répartie linéique d’intensité maximale g. On cherche la puissance développée par cet
effort.
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FIGURE 1.29. Poutre indéformable soumise a l'action d’'une force répartie
linéaire.

1.18.2 Questions
.o, . g g . . . A

1. Quelle condition les vitesses V, et V3 doivent-elles satisfaire pour étre compa-
tibles avec le champ de vitesse d'un solide indéformable ?

2. Calculer la puissance &, de la force répartie de fagon directe.

3. Calculer ensuite cette puissance en utilisant les propriétés de torseur du champ
de vitesse et des forces appliquées :
(a) enremplacant la force répartie par son glisseur;
(b) en prenant les éléments de réduction des torseurs en A;

(c) enréduisant les torseurs en B;

1.18.3 Solution

1. Les vecteurs vitesse d'un solide indéformable répondent a la condition d’équi-
projectivité. Ainsi :
—_— — — —
Vy-AB=V3-AB

Dans le systeme d’axes {Ax y} :

et .
AB=LX
Par conséquent :
Up=Up
ce qui traduit I'inextensibilité de la barre [AB].

2. Pour le calcul direct de la puissance, on exprime le champ de vitesse variant
linéairement en fonction de I'abscisse x de tout point P de la barre [AB]:

- — X X l—
V(xX)=uyx +[UA(1—Z)+VBZ] y
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On exprime également la densité de force :
— X —
q (x)=—q 77

—
La force élémentaire df agissant en x sur un segment infinitésimal dx a donc
une puissance égale a :

42, =7 (x)dx -V (x)

La puissance totale est égale a la somme des puissances élémentaires :

P, = /d@ / f £)Jrugf]dx
L L L

On peut trouver commode de procéder au changement de variable x = Lt de
sorte que :

1
1 1 1 +2
Q’q:—qL/[UA(t—t2)+vBt2]dx:—qL(vA(———)+ g ) gL
2 3 3 6
=0
' (1.18.1)

. La méthode précédente est applicable que le solide soit déformable ou pas. Si,

comme c’est le cas présent, le solide est indéformable, le calcul de la puissance
peut s’appuyer sur la notion de torseur. En effet, le champ de vitesse d'un solide
indéformable est caractérisé par un torseur cinématique dont la résultante est
le vecteur rotation. Le vecteur rotation est tel que :

Vy=V,+ Q AAB

Sous forme matricielle :

Ug Up W, Xp—Xa 0 Wy L
vg |=| va |+| @, |A| ¥e—ya || Av |=| w, |[A| O
0 0 w, 0 0 w, 0
Et donc:
Av . .
w, = A wy, =0 w, indéterminée

A noter que la composante de rotation w, correspondrait a la rotation de la
barre sur elle-méme (autour de son axe) et ne présente aucun intérét pour notre
application. Le torseur cinématique s’écrit donc :

— AV_)
Q=—2z

{(g}P = L X X

v (P)= v (x)= uA?+[UA(1——)+vB—]7)
L L P

Reste a caractériser le torseur de la force répartie : la résultante est égale a la

—
somme des forces élémentaires dq :

L
-2 X — qL _,
= df= | 0=V dx =—1=
/f /qu x 5 Y
(AB) x=0
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(a) Force répartie caractérisée par un glisseur. Le point K de passage du glis-
seur est le point o1 le moment produit par la force répartie est nul. Par
conséquent :

L
X 2
Xg.F = x.—qzdx:——:>xK25L
x=0

On retrouve la position du centre d’inertie d'un triangle (1/3 de la hauteur
par rapport a la base). La puissance d'un systeme de forces agissant sur
un solide indéformable est égale au comoment du torseur statique par le
torseur cinématique :

=5

qL —v7
_ I i L
Py ={F}x ®{6C}x = 2 ®
0 K

On voit que la puissance d'un glisseur est simplement égale au produit
scalaire de la résultante par la vitesse du point d’application :

qL 1 2
Qq 2—7 X gUA + EUB (1.18.2)

Cette expression est conforme a celle déja établie en 1.18.1.
(b) Torseurs réduits en A. Le moment des forces en A s’écrit :

L

— — L?

MA=/x7-df= z /x.—q%dxz—%?
(AB) x=0

D’olu1le comoment :

? 5) _q_? Av _,

—z
gw,,:{F}A®{<g}A={ - } ®{ it } = q%z_) ®{ L, }
My ), L Va), 1= = Uusx +uvay ),

A
En effectuant le « produit croisé » :
qL qL® vg—v, (UA VB)

I LRV LV Bl Sy N 1.18.3
q 5 VAT T X k{5 13 ( )

Expression identique a 1.18.1 ou 1.18.2.
(c) Torseurs réduits en B. Le moment des forces en B s’écrit :

L
— X L2
FB: / (x—L)x - df =7 / (x—L)x—qux:+qT?
(AB) x=0
résultat que nous aurions également pu établir par application de la « for-
mule de transfert » du moment :

—

_ — — — . _ —
Mp=M,p+BAAF ou, alternativement, Mp=BKAF
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D’ol1le comoment :

— — qL—
F 0 27 =7
qu{F}B®{(5}B= — R4 — = qu_) ® L_, _
MB B VB B +—2z Up X +UB y B
6 B
Donc:

qL qL? vg—u, (VB VA)

S S R S (3" % (1184

On retrouve a nouveau la valeur déja calculée. La coincidence des expres-
sions 1.18.2, 1.18.3 et 1.18.4 provient tout simplement de la propriété d’'in-
variance du comoment. Cette propriété offre une multitude de facon d’ex-
primer la puissance et ce sont des considérations de simplicité des calculs
qui guident le mécanicien.

1.19 Puissance développée par un cycliste en ascension

Lim16 | Difficulté =1

— Force, vitesse, puissance, produit scalaire.

1.19.1 Description

Au Tour de France, un cycliste professionnel de masse mz, y compris son vélo, entre-
prend 'ascension d'une cote de pente p a la vitesse V}, (figure 1.30).

On admettra les hypotheses tres simplificatrices suivantes : la résistance de I'air n’est
pas prise en compte, I'énergie du cycliste est totalement convertie en énergie méca-
nique. Les nécessaires frottements sol-roues ne sont pas pris en compte.

1.19.2 Question

Quelle puissance le cycliste développe-t-il?

Application numérique : m =80 kg, g =9,81N/kg, V;, =15 km/h, p =15 %.

FIGURE 1.30. Cycliste en ascension.
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1.19.3 Solution

Le poids vélo + cycliste est égal a:

P=mg

La pente est égale a la tangente de I’angle d’inclinaison de la route :

p =tan@

La vitesse, mesurée sur une carte routiere, est une vitesse horizontale et la vitesse
ascensionnelle est égale a :
Vv =p- Vh

La puissance développée est égale au produit scalaire du vecteur poids par le vecteur
vitesse, soit :

—_— —
9=‘P-V|:9’=P-Vuzmg-p-vh

Application numérique :

N 1000 m
9=80kgx9,81k—x0,15x15x =490,5W
g

3600s

1.20 Conditions d’équilibre d’un mécanisme a 2 DDL

LM17 | Difficulté = 2

Cinématique d’'un mécanisme.
Puissances des efforts.
Principe des puissances virtuelles.

1.20.1 Description

On considere la configuration initiale du mécanisme bi-étagé (K) de la figure 1.31
formé par un assemblage de barres indéformables. Il est soumis a une force transver-
sale uniformément répartie d’intensité g agissant sur le jambage [D E F ], a un couple
C s’exercant sur la barre [1] et a deux efforts horizontaux concentrés d’intensité, res-
pectivement 2F et 3F appliqués, respectivement sur les nceuds B et C. L'étude porte
sur les conditions de I'équilibre de cette configuration.

1.20.2 Questions

1. Combien de degrés de liberté le mécanisme comporte-t-il?

2. Etablir les équations d’équilibre et montrer que I'équilibre ne peut étre assuré
qu’a deux conditions portant sur ¢q, F, C que I'on précisera.
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FIGURE 1.31. Mécanisme bi-étagé (K ) soumis a une pluralité d’efforts et
de couples.

1.20.3 Solution

Nombre de degrés de liberté Le mécanisme présente une boucle [BC D E ] formée de
quatre barres 2/3/4/7 liées par quatre articulations. L'équilibre de la boucle isolée est
régi par 4 x 3 =12 équations pour 4 x 2 =8 inconnues de liaison (voir exercice 1.14).
Déduction faite des trois mobilités d’ensemble, I'indicateur m =3b —n; —3 est égal a
+1. Cette boucle constitue donc bien un mécanisme a elle seule.

On effectue le décompte global :

| Neeud | Nature | Inconnues de liaison | Cumul |
A F Articulation sol 2%x2 4
B,E Articulation 3 barres 2x4 8
C,D | Articulation 2 barres 2x2 4
Total n; =16

Le mécanisme comporte b = 6 barres dont I'équilibre est décrit par n, =6 x3 =18
équations. Il y a donc un exces d’équations d’équilibre : n, —n; = +2. C’est que le
mécanisme possede deux degrés de liberté. Cela signifie deux choses :
1. I'équilibre du mécanisme sous I'effet du chargement extérieur n’est possible
que sous deux conditions portant sur ledit chargement;

2. le champ de vitesse du mécanisme dépend de deux parametres scalaires ou,
ce qui revient au méme, tout champ de vitesse du mécanisme résulte de la
combinaison de deux champs indépendants cinématiquement admissibles.
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Conditions d’équilibre Les conditions d’équilibre s’établissent en appliquant le prin-
cipe des puissances virtuelles au mécanisme (K) dans deux champs de vitesse indé-
pendants.

Champ de vitesse {v;} On fixe deux parametres cinématiques scalaires. Nous choisis-
sons les composantes horizontales de vitesse des nceuds B et C. Le premier champ
de vitesse cinématiquement admissible choisi est obtenu en fixant ug =1 et uc =0.
La figure 1.32 présente la construction de I'épure cinématique correspondante et la
représentation du champ de vitesse.

uc =0 v*
1 BE
1 EF,DE
D
e
// \\\ “‘
o o u* / \\\ ‘
: — —
(b) (c)

FIGURE 1.32. Champ de vitesse {v,} du mécanisme (K) : (a) choix des
parametres; (b) épure cinématique; (c) représentation du champ de vitesse
instantané {v; }.

Les vitesses des nceuds sont récapitulées dans le tableau suivant.

[ Neeud | w | v || Neeud | w | v || Neeud | u | v |
A 0|0 B 1 0 C 0|0
D 0|0 E 1 % F 0|0

Selon le PPV*, le mécanisme est en équilibre si la puissance de tous les efforts s’exer-
cant sur lui est égale a zéro :
— Puissance du couple C agissant sur [1] :

e@; (C) = C .C!)l
Nous avons besoin de la vitesse de rotation de la barre [1] sur laquelle agit le
couple :
1
W) =——
a
donc:
N C
P (C)=——
a

— Puissance dela force répartie agissant sur [6]. Plusieurs options de calcul s’ offrent
anous:



