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PREFACES

M. DENIS-PAPIN et le Commandant KAUFMANN persévérent : aprés
le calcul opérationnel et le calcul matriciel, voici le calcul lensoriel. Méme
présentation, méme méthode didactique : exposé simple auquel ceriains feront
sans doute des veproches de manque de vigueur el de généralité, mais compré-
hensible el tisible par d’autres que des mathématiciens de profession. Le succes
des ouvrages précédents monlre que la méthode est bonne. Grdce a nos auleurs,
de nombreux ingénieurs qui n'onl pas perdu le goul des mathématiques peuvent
connaitre les procédés modernes de calcul el se familiariser avee cux.

L'ouvrage commence par un exposé général des méthodes el des buts
du calcul lensoriel ; il donne ensuile les principales applications : dynamique
des solides, mécanique des milicux conlinus, réseaux éleclriques, velativité.
Exposé elassique, sauf pour les applications électriques, loules récenles encore,
dues pour la plupart a Uingénieur américain KRON. On n'a pas cherché l'ori-
ginalité, sauf dans la mélhode d’eaposition, el c'est la précisémenl la caracti-
rvistique de Uouvrage. M. DENIS-PAPIN suit écrive des livves ; le Commandant

CAUEMANN estun professeur remarquable pour vulgariser, au bon sens du mot,
les connaissances difficiles. Je Uai vu d Uewvre aux cours de la Promotion du
travail de 'lnion des Ingénieurs de GRENOBLE ; il sait mettre i la portée de
tous les nolions délicates, prowrant, par Uexemple, que les malhémaliques sont
accessibles a tous ceux qui ont du « bon sens ».

Ce livre est un succes pédagogique; je ne suis pas de ceux qui pensent que
la pédagogie suffit a Uenseignement; je crois essenlielle une bonne connaissance
du sujet, sous peine d'enseigner arec éléqance des inexactitudes el des énormités ;
mais j'estime dangereux le mépris du pédagogique. On rencontre partout des
professeurs que lous les éléves s'accordenl @ (rouver éminents, mais incompre-
hensibles. De tels enseignements sont perdus; le temps qui y est consacré serail
mieur employé a l'élude du bridge. de la danse ou méme @ la leclure de livres
éroliques, loules disciplines pouvant contribuer au succes du fulur ingénieur,

Je félicile done MM. DENIS-PAPIN et KAUFMANN d’avoir écrit celle
trilogie sur le calcul ; elle représente un apport véel @ la bibliothéque de lin-
génieur.

Je regrelleral que les sujels iraités aienl encore une part si faible dans ' n-
seignement classique.
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Certaines Ecoles el nos Universilés onl modernisé leur enseignement dans
ce domaine ; les Compléments de Mathémaliques du Colonel ANGOT (encore
wun mililaire!) en sont la prewve pour UELcole Supéricure d'Electricité; la
création des certificals de licence d'« Analyse appliquée » ou de « Mélhodes
mathématiques de la physique », création ot les Grenoblois onl joué un role de
pionniers, démontre Ueffort universilaire. Mais, je reste confondu devant la
disproportion des temps consacrés a lacquisition, d'une part, des mélhodes
modernes, d'autre part, des mathémaliques classiques.

Lingénieur moyen a fail trois, ou méme quatre années, de mathémaliques
supérieures ou spéciales. On lut permel de consacrer ensuile une demi-année
scolaire @ compléter sa formation mathematique. N'oublions pas que, générale-
ment, Censeignement des mathématiques vise a former de fulurs mathématiciens,
clest-a-dire qu'on y allache plus d'imporiance @ la rigueur des démonstrations
qu'a Uutilisation pratique des résullats oblenus. [l ne faul pas s’élonner, dans ees
conditions, que pour beaucoup d'ingénicurs les mathématiques restent un pur
exercice de Uesprit et que, dans la vie quotidienne. ils estiment superflu, el méme
dangereur, de dépasser le niveau de la régle de (rois. Cetle constatation, souvent
affirmée par des ingénieurs, el des ingénieurs ayant réussi, serail une preuve de
la faillile de notre enseignement de malhémaliques si... si, en France, il ne fallad
éviter de tirer trop loin des conclusions logiques. Il reste des ingénieurs qui
savent des mathématiques el qui les appliquent. Peul-itre, aprés toul, vaul-il
mieux que U'ingéniewr moyen n'ulilise pas ses connaissances mathématiques ; peul-
étre aussi les propriétés des coniques constituent-elles un bon moyen de sélection.

Je sais que les classes de Malhématiques Spéciales ont pour objel la prépa-
ration de concours difficiles el que le programme d'un concours difficile doil
élre nécessairement limilé, si lon veul éviler de recruler les candidats a Uancien-
nelé. Mais, ne serait-il pas possible de choisir ce programme limité de fagon que
cel enseignement soil plus directement ulilisable? Peul-étre est-ce impossible,
d'ailleurs; d’oit la condamnation souvenl prononcés de notre systéme de concours.

Je ne pense pas que cette condamnation doive élre aussi définilive que
cerlains le pensent; les concours ont du bon, puisque j'y ai réussi aulrefois...
{/n concours est un mode de sélection o Uintrigue le céde au hasard el méme au
mérile; mais je souhaile qu'il subsiste en France quelques Ecoles d'ingénieurs
dacees velativement plus large, avec un recrutement divers, susceptible de donner
des produils coulés dans des moules différents. Les Ecoles universitaires d'in-
génieurs avaient autrefois celle caractéristique ; elles ont maintenant le recrule-
ment des grandes FEcoles. Celle transformalion me parail avoir les mémes
propriciés quiune égalisation des lempératures: il y a diminution de Uénergie
ulilisable.

Heureusement, il reste des francs-tireurs. Il y aura toujours des hommes
qui garderont leur originalilé, quelque standardisation qu'on leur applique.
MM. DENIS-PAPIN et KAUFMANN les aident efficacement, en leur donnant
un moyen relativement facile de sortir des senliers ballus. (u'a ee lilve ils
sotent félicités el remerciés.

I'. EscLANGON,
 Directeur de I'Ecole Nationale Supérieure
d’Electrotechnique et d’Hydraulique de Grenoble.
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The first reaction of anyone paging
thru a textbook on the Calculus of
Tensors would be : « This all looks
very nice and highbrow. But why
should I get interested in such an
esoteric subject ? T lived fairly hap-
pily to Lhe present day withoul
Tensors. The World got along un!il
now — somehow or other — also
without Tensors. Then why should 1
add siill more misery to the already
unbearable miseries 7 »

Granting that life is shorl and ils
problems are long and unduly com-
plicaled, that’s where Tensors come
into the picture. The idea of Tensors
grew out of the attempts of many
generalions ol geometricians and
physicists to make their own intel-
lectual lives more hearable. to help
Lthem organize, classify and describe
as large a variety of natural pheno-
mena in terms of as few concepts and
symbols as logically possinle. Of
more practical importance is the re-
verse process. If the geometer or phy-
sicist has learned to think in terms
of Tensors, then a few symbolic
equations  jotted down actually
enables him to employ the same rea-
soning, the same equations and the
same method of solution for a very
large class of intricate — and to the
uninitiated apparently entirely unre-
lated problems, with no extra mental
efforl or intellectual struggle on his
pari. The new tensorial concepls
simply act as the steel girders of
a skyscraper, l:aving ample open
space to retrain and put to good use
the contributions offered by all other
fields of mathematical and physical

Lecteur qui ouvres les pages d'un
ouvrage de calcul tengoriel, ne vas-tu
pas Uécrier: « Voici, certes, qui est
fort joli, fort distingué..., mais qu’ai-
je & faire d’une science si abstruse 2.
Sans tenseurs, n'ai-je pas véeu heu-
reux ; le monde ne s’est-il pas tou-
jours, tant bien que mal, tiré d’em-
barras, el ne sommes-nous pas déji
accablés d’assez de miséres ? »

Et pourtant, si tu me concedes que
la vie est bréve, que ses problemes
sont longs et indiment complexes,
je n'aurai aucun mal a te faire accep-
ter ces Lenseurs: ils sonl nés du be- |
soin, — ressenli par plusieurs généra-
tions de géometres et de physiciens
—, de se rendre la vie plus suppor-
table, en classant, organisant et décri-
vant de facon rationnelle, la plus
grande variété de phénomenes a laide
du plus petit nombre possible de con-
cepts et de symboles. Le processus
inverse est d'une importance pralique
encore plus grande : si le géométre
ou le physicien a appris a penser ten-
soriellement, alors quelques sym-
boles, quelques équations sommaire-
ment transcrites, le rendent bel et
bien capable d’étendre le méme rai-
sonnement, les meémes équalions et
la méme méthode de résolution & un
ensemble trés vaste de problémes
enchevétrés, et sans aucune relation
apparente pour le profane. Cela, sans
effort cérébral, sans dépense d’énergie
supplémentaire. De ces nouveaux
concepts tensoriels, on peut dire qu’ils
sont comparables & une ossature,.l’os-
sature d’acier d'un gratle-ciel, assez
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disciplines, be they the Theory of
IFunctions or Non-Linear Mechanics,
he Caleculus of Variations or the
Theory of Nu-lear Forces. Life beco-
mes thereby more simple and less
complicaded for Lhe Tensor expert (at
least until his next problem arises).

The physical problems an engineer
deals are far more complex than
those of the geometer or the physi-
cist. While the latter is allowed to
reduce his problems to their sim-
plest possible denominator, the en-
gineer must accept all the compli-
caled interrelations in his scheme of
things as they actually exist. Hence
the Caleulus of Tensors promises to be
of far greater help and assistance to
the engineer than it ever has been lo its
original invenlors.

It must be emphasized that because
of the far greater variety and com-
plexity of engineering problems it
will yet be necessary for several gene-
rations of engineers to add the many
necessary modifications to the Cal-
culus that its inventors have never
thought of. 1t will be necessary for
hundreds of engineers, working in
all fields of applied physics, to do
much ereative thinking and original
spade work even in the very founda-
tions of the Calenlus of Tensors and
to add still many more structaral
reinforcements at cach of the higher
stories and at each of the niches.
But, with all the annoying details
out of the way because of the new

ample pour reprendre, en en tiranl
parti, tout ce qu’offrent les différents
champs d’exploration de la physique
et des mathématiques, que ce soit la
théorie des fonctions ou la mécanique
non linéaire, le calcul des variations
ou la théorie des forces nucléaires,
Perdant ainsi de leur complexité, les
choses vont considérablement se sim-
plifier pour qui sait utiliser
les tenseurs... tant que ne surgira
pas, bien sar, un probleme échap-
pant aux possibilités de cet instru-
ment,

Les probléemes de physique qui se
posenl a lingénieur sont infiniment
plus complexes que pour le géométre
ou le physicien, car, tandis qu'il est
loisible & ces derniers de les réduire
i leur plus simple dénominateur, I'in-
génieur doit inclure dans ses données
toutes les corrélations de l'expérience,
telles qu'elles existent réellement. Pour
lui, donc, le caleul des lenseurs promel
d’élre encore d'une bien plus grande
ulilité que pour ses invenleurs,

Ajoutons, en y mettant I'accent
convenable, qu'a cause de cette plus
grande complexité, de cetle plus
grande variété des problemes les
concernant, plusieurs générations
d’ingénieurs devront, pour la mettre
au point, apporter & la méthode des
modifications auxquelles n’avaient
jamais songé ceux qui, les premiers,
I'élaborérent ; des centaines d’ingeé-
nieors, venus de tous les horizons
de la physique appliquée, devront,
non seulement participer @ cet effort
créaleur, @ ces travaux préliminaires,
non seulement intervenir dans la
fondation méme dun Caleul tensoriel,
mais encore étayer chacun des étages,
chacun des recoins du nouvel édifice,
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tool, engineers will have more time
to think and create.

What the geometers and physicists
gave to the engineer so far is only a
promise, a brief glimpse into the
limitless possibilities that still lie
dormant in the womb of time. It is
up to the engineer himself to decide
whether he cares to hitch his wagon
to the stars and start climbing on
the wings of this new lype of thin-
king initiated by Lobatchevsky and
Riemann, forged into a working tool
by Ricci and Levi-Civita. Cartan and
Schouten, enriched by Veblen and
Kawaguchi, by Weyl and Einstein
and by counlless others impossible
to mention in a short space?

Is this uvpward struggle worth
while ? I don’t know. I really don’t
know ! But it is far more worth while
than to remain down below, stuck
in the mud.

So gentle reader, take your choice.

But if you have been willing to
come this far, please, start climbing.

tandis que. débarrassés d’'encom-
brants détails, grace a leur nouvel
oulil, il leur resltera encore plus de
temps pour penser ct créer.

Bref apercu des possibi ités illimi-
Lées que la vie & venir porte dans son
sein, le cadeau du géométre et du
physicien & lingéniear tient tout
dans une promesse. Mais c'est & ce
dernier, et a nul autre, qu’il revient
de décider s’il veut attacher son char
a une dloile, prendre son essor el
suivre la voie tracée par Lobatchevsky
et Riemann. aménagée par Ricei,
Levi-Civita, Cartan et Schouten,
enrichie par Veblen et Kawaguchi,
Weyl, Einstein et la foule de ceux
qu’on ne peuat citer dans une si courte
préface,

Ce coup d’aile en vaut-il la peine ?
Je ne sais! Vraiment, je ne saurais
le dire! Mais mieux vaut celle en-
volée que de rester dans son
bourbier... Aussi, aimable lecteur,
fais ton choix... Et si tu as eu la
patience de me suivre jusqu'ici, je
t'en prie: continue...

Gabriel Krox, Ingénieur Conseil
(General Electric Company)

Schenectady, New York (USA)

Mai 1952

Note des auteurs. — M. Gabriel Krox est auteur réputé de nombreuses publi-
cations sur le Calcul tensoriel appliqué, notamment de l'excellent ouvrage :

Tensor Analysis of Networks.

On trouvera, dans la Bibliographie, la liste complete et détaillée de ses livres

et articles (Références K7 a K2z2).






AVERTISSEMENT

Nous nous sommes proposé, dans cet ouvrage comme dans les
précédents, d’apprendre commodément aux ingénieurs a se servir d'un
outil mathémalique moderne, outil dont I'importance est mainlenant
capilale. Contrairement aux méthodes de calcul et d’analyse, opérationnelles
ou matricielles, celles que le lecteur rencontrera dans I'étude des tenseurs
ne sont pas destindes & résoudre des équations, mais & les poser. Les
équations qui régissent les phénoménes de la physique prennent, grice au
Caleal  Tensoriel, des formes simples qui se prétent particaliéremenl &
I'analyse.

Nous avons veillé a la bonne tenue pédagogique de l'exposé, en
employant la méme méthode didactique que celle qui a contribué au succés
des deux premiers volets du triptyque sur le calcul.

IFait assez curienx, malgré le but strictement utilitaire et concret de ces
volumes, ils ont également réussi & donner & leurs lecteurs le désir
d’approfondir le sujet el d'élayer des connaissances récemment cl
rapidement acquises. Un de nos amis, libraire, nons confiait que la
puablication du cours de Caleul Matriciel Appliqué lui avait permis la vente
de nombreux exemplaires de certains grands classiques sur UAnalyse et les
matrices. Ce role transitionnel, nous I'avons voulu el espéré.

De méme qu'un médecin doit posséder, en Anatomie el Physiologie, un
bagage immédiatement transportable sur le plan pathologique, Pingénieur
est en droit de ne demander aux équalions que ce qu'elles peuvent lui
fournir pour dompter la matiére et I'énergie. Le médecin n'est pas un
biologiste, 'ingénieur un mathématicien ; les enseignements correspondanls
doivent donc, pour les uns, s'inspirer de Poplique des praticiens, pour les
autres planer dans les sphéres supéricures. sans souci de Pespace et du
temps, forgeant non pas pour l'immédiat, mais pour le futur. Mais quel
médecin, quel ingénieur, digne de ce nom, pourrait & notre époque ignorer
sans inconvénient la Biologie, les Mathématiques ?

Nous avons fait un effort particulier pour que I'étude des tenseurs ne
soit pas rébarbative a nos lecteurs. Pour vérilier la valeur pédagogique de
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I'ouvrage, nous avons utilisé¢ des « lecteurs-cobayes ». Une dizaine de ceux-
ci, jeunes ingénicurs et licenciés, ignorant tout des questions traitées, ont
recu un exemplaire du manuscrit et ont étudié le Calcul Tensoriel. Un mois
apres, ces lecteurs ont éLé soumis & des tests pour vérilier leurs nouvelles
connaissances sur la question. L'exploitalion des résultats de ces tests nous
a permis de faire certaines modilications destinées & améliorer la valeur
pédagogique. Nos futurs lecleurs pourront, sans crainte, se plonger en
aulodidacles dans I'élude des lenseurs; nous leur promettons une iniliation
rapide et espérons les guider utilement vers I'emploi el la recherche.

Les auteurs ont demandé des conseils el soumis leur manuserit i
d"éminents professeurs de la Faculté des Sciences de Grenoble et tiennent
a remercier particuliérement, parmi eux :

M. J. Kunlzmann, Professeur de Mathémaliques, et,

M. F. Gallissot, Chargé de Cours.

La tache délicate de mise au point, la correction da manuscrit et des
¢preaves n’auraient pu étre menédes i bien sans la collaboration dg MM. :

R. Favre, ancien éleve de 'Ecole Normale Supérieure de I'Enseignement

Technique.
Capitaine R. Douriaux, ingénieur E. S. E., Professeur a I'Ecole de I'Air.
K. PERRET, ingénieur I. K. G., Chargé de Recherches a I'Ecole Nationale
Supérieure d’Electrotechnique et d’Hydraulique de Grenoble.

R. PiLow, professeur a I'Ecole des Pupilles de I'Air.
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« Méme dans les arls manuels plus nobles, le Savoir a été
fort bien allié avee 'Opération, el pourrait Uétre davantage...
Celle alliance aussi de la pralique el de la théorie se voil a
la guerre, et ches ceux qui enseignent ce qu'on appelle ¢ les
exercices » ...Lt st les principes de toules ces professions el
arts, el méme des méliers, élament enscignés pratiquement ches
les philosophes ou dans quelque autre faculté de sivants que
ce pourrait élre, ces savanls seraient véritablement les pré-
cepleurs dx genre humain. Mais il faudrait changer en bien
des choses Uetal présent de la lit'érature el de U'éducation de
la jeunesse... »

LEIBN1Z,
Nouv. Essais sur Uentendement humain,
L. IV. chap. XXI.

« Il est une sorlte d'obscurité que lUon pourrail définir
'affectation des grands maitres. C'est un voile qu'ils se
plaisent a tirer enlre le peuple el la nature... Telle est l'obscu-
vité qui régne dans quelques ouwvrages de Stahl ct dans les
« Prineipes mathématiques » de Newton. Ces livres ne
demandaient qu'a élre enlendus pour étre estimés ce qu'ils
valent ; el il n'en eul pas couté plus d'un mois @ leurs aulewrs
pour les rendre elairs. Ce mois eul épargné lrois ans de
travatl el d'épuisement a mille bons esprits. Voila done a peu
prés trois mille ans de perdus pour autre chose. Hitons-nous
de rendre la philosophie populaire. Si nous voulons que les
philosophes marchent en avant, approchons le peuple du
point oit en sont les philosophes. »

DipEROT.
De Iinterprétation de la Nature, chap. XL.

« Il y aurait un moyen d'abréger le travail ; ce serail de
fermer loveille a une sorle de scrupule de la philosophie
rationnelle... el de bien connailre dans toutes les quantilés
Jusqu'ol la précision des mesures est nécessaire. Combien
d'industrie, de lravail et de temps perdus a mesurer qu’on ent
bien employés a décovvrir! »

DIbEROT,
De I'interprétation de la Nature, chap. LII.



« Ce sera lulile qui, dans quelques siccles, donnera des
bornes a la physique expérimentale, comme il esl sur le point
d'en donner a la géométrie. J'accorde des siecles a celle élude,
parce que la sphére de son utilité est infiniment plus élendue
que celle d’aucune science abstraile... »

DineroT,
De l'interprétation de la Nature, chap. VI.

« Il estnaturel, parlant de nos affaires spirituelles el de nos
affaires d'ordre pratique, qu'il existe entre elles un parallé- -
lisme remarquable, qu'on puisse observer ce parallélisme, et
parfois en déduire quelque enseignement.

On peut simplifier ainsi cerlaines queslions asses difficiles,
mellre en évidence la similitude qui existe,  partir des
organes d'action et de relation, entre Uaclivilé qu'on peul
appeler supérieure et U'activité qu'on peut appeler pratique,
ou pragmalique... » ;

P. VALERY,
) Regards sur le Monde Actuel.
La liberté de' I'esprit, p. 226.

LS




COURS DE CALCUL TENSORIEL APPLIQUE

Ou bien il n'existe pas d'outillage mathéma-
lique adaplé a létude de la nalure, ou c'est le,
concepl et le calcul lensoriels, qui apparaissent
ainsi comme un cadre dans lequel chaque enlité et
chague loi trouwvent la place qui leur convient,
dans un ensemble cohérent.

LioN BoutniLLon.
(Philosophie de Uenseignement de Uélectricilé,
Bulletin de la Sociélé Francaise des Flec-
triciens. Juillet 1950).

PREMIERE PARTIE
THEORIE

CHAPITRE 1

GENERALITES AVANT L'ETUDE THEORIQUE

1. Introduction.

Nous avons consacré ce premier chapitre & certaines questions prélimi-
naires qu’il convient d’avoir vues ou revues pour ne pas s’altarder ensuite a des
détails de calcul. En parliculier I'écriture indicielle, assez peu connue des
techniciens, devra retenir l'attention du lecteur. Cetle question délicale esi
souvent la cause de I'abandon des débutants. Nous la croyons pourtant fort
simple, a condition de réserver quelques heures a se familiariser avec elle.

Le Calcul Tensoricl demande des notations appropriées ; elles valent la
peine d'élre apprises et employées. Bien que le concepl de lenseur ne soit
pas altaché & la notation elle-méme, il faut, pour définir tout étre mathéma-
tique, choisir un moyen de délinition et d’expression commode. On admet.
Jusqu’a présent, que I'écriture indicielle est le mieux adapté.

2. Rappel concernant les dérivations partielles.

Il sera nécessaire, pour la lecture de ce cours, d’avoir bien en mains toutes
les opéralions de dérivation partielle; il peat étre utile de retrouver ici un
résumé des opérations les plus classiques.

Considérons une fonction wu(r,y) de deux variables indépendantes
x et y; on appelle « dérivée partielle» par rapporta x (ou y) de la fonction

2
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g B ou ou ; )
w et quon désigne par = (ou a_y)’ la fonction oblenue en dérivant la
L%

fonction w par rapport & x (ou y) en supposant y (ou ) constant :

(2.1) o du o du
(2i2) o dxy s o aydyil =%

. ; ; u RIl ¢
Bien entendu, 'expression 5}'(0“ ;) conslitue un symbole dont le
C 7

numératenr et le dénominateur ne peuvent étre a«w

On utilise aussi d’autres symboles :
(2.3 . i
y ) = ri\-: 1) fi = f.x = ctey

(2.4)

e e
=3

Le choix entre ces diflérents symboles sera justifié jar le sonci d'éviter
des confusions ou par la commodité de I'écriture.
La notion de dérivation partielle est étendue aux fonclions d'un nombre
quelconque de variables.
Soit par exemple :
u(e, y, 3, 1)

une fonction de % variables ; on définira :

(2.5) au  du au  du ‘ l
3 T s =TT Ble o i ity
(2.6) o S nd = Ay dipie=cte
z—=cle z—=cle

t=cle t=14

On peut ensuite délinir des dérivées d'ordre supérieur :

[227) 2% 2 [ou 7 ’u 2 [ou) o
2 Q\ ,_t—(-— :[‘“ — —):I\‘
(2.8) T (ol Yy ax \oy, :
et ainsi de suite ; exemples :

(2.9)

L 2'u 3) 2’ u 3 2bu
(2.10) = r\\__ : = fo — = ff:l:.
(2‘] 1) QLY Dy D.L'"Oy i

Toules les dérivées partielles possédent la propriété d'étre indépen-
dantes de 'ordre suivant lequel la différentiation a été faite '.

: R e S
(2.12) On'a : e R T e T
ox'ay®  oySox® :

quels que soient les nombres entiers positifs » el s.
Différentielle tolale,

On sait que la différentielle totale d’une fonclion de plusicurs variables
est donnée par Pexpression suivante oii entrent les dérivées partielles :

1. Nous reviendrons plus tard sur cetle question, § 43, page 144.
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U U
(2.13) u(a,y) du:a-id.r—}—gdy
C(2.44) ulz, 7y, 2) du == da +°“(1J+ ds
Gle i es

Dans le cas ou les variables @, y, 3, par exemple, sont elles-mémes des
fonctions d'autres variables «,8,y, ce qui s’écrit x(«,8,v), y(o,8,7),
3(x, B, v), les dérivées partielles de la fonction u(r, y, z) par rapport & «, 8
sont respectivement données par :

ar
24

U U 2T m "1/ U 23

(2.15) — — ==
0 oT o “y o ' 23 0x

U oudr | wIY U3

R 2T D WJ w@ 2z 28

o W WIT | UDY | U
(2.17) i LR

o oyay " a3 oy

Symétriquement, si I'on peut e.\'primer v, B et y en fonction de x,y, z,
ona: ;
W wax P | ooy

(2.18) ———
2x 9T | dpaxr | oy 0T
ARy u U ’ iy ~ f. =
el deux autres dérivées = et — développées de la méme maniére.
La différentielle totale par rapport & o, 83, y:
: o ou U
(2:19) ‘ du:a—zda—k % ll{.’a+*-li‘r
sera obtenue en portant dans :
2.20 tu=—d ly 4= ds
(2.20) lu—# $+:,7[J+D—:f
les différentielles telles que :
2,906 I g
(2.20 bis) (.L_-—*ll7+ d +3—‘.’d-(
S WEHE A
soit :
ou 2. oUu 2 U2
2.2 == ==y
(2.21) du, e d“+q$ % B+'\1‘ﬂ~( d \
ZE Eﬂ Wll l.'i u Jj
21 20 u wJ-wfj +’J"Td!
ou 23 u 23 U

+8_"'1_l 1'1 _’_ .‘p d@ +:;l]'/

MU

:—da—}-audﬁ—i——d(
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Nous n’avons pas hésité a « étaler » ce calcul classique, mais fastidieux,
'-1 pour bien montrer, dans le paragraphe qui suit, quelle simplification intro-

! duit I'éeriture indicielle.
Si les variables .y, z ne sont pas indépendantes, par exemple :

(2.22) o=z, 1) Y —y(m,) Z=—almun)
on a encore :

Qu u ol U o
(2.23) du = do+ = dy - ds = dm = dn 1

Les différentielles totales d’ordre supéricur & 1 sont délinies commodé-
ment au moyen de la formule symbolique suivante, que nous donnons pour

,. une fonction de deux variables, mais qui pent étre appliquée quel que soit le
[ nombre de variables :
1 ou ou , \
) @ i Py TR et e
. (2.24) d u_(ax d:{'+ay dy)
en convenant de remplacer, dans le développement & la puissance n de la
parenthese, tout produit tel que :
! (ou\P (ou\" ~P M
(2.98) 4 (—) phre  eeias
\OZ, 2y ;\l-l‘gyn*i'
Faxemple :
2’u 2*u 2*u
(2.26 Pu——dr}2— s dne
2.26) d*u=—3 dz? -+ e d‘rdy—}—ay_,tly
Voici encore une relation importante, trés utile pour les fonctions impli-
cites :
Si (D Y=gt
¢ ou U ou
D97 du = —de4+—dy4-—dz=0
( ) oL +Dy J+33
Faisons @ —¢', d'ou dz-—0, et divisons les deux membres de (2.27) par
dz, alors :
ou
(2.28) (Syxs o
3 dz /i e T}
| A ay
De méme
ou ou
| (2.29) rdzy o /dz 2
gie 1\—: — —— et L—‘l —
(2.30) \di /e L ot au \dy /= e u
: oz or
it La mulliplication, membre & membre, de (2.28), (2.29) et (2.30), donne :
‘ _ /dx) /i dz
(2.31 = A ot 2t
: ) (\(ly) & K(l: da S
(1§ z=_cle x = cl® y=cl®
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Rappelons aussi une propriété que nous aurons souvent & utiliser. Si
x et y sont deux fonctions indépendantes, mais fonction chacune des deux
variables o et B, alors :
: ox pafil
(2.32) e Mg o
ooex " o8 T oT
oz  rof 2
(2.33) o e
wdy | pay oy
Celle propriété peutl étre vériliée pour un nombre quelconque n de variables
indépendantes. Le lecteur en fera plus loin une généralisation en ulilisant
I'écriture indicielle. (Exercice E 11).

Exemples divers.

{<t exemple.

(2.34) Soient : Ty — a iy -+ asy
(2.3:’) .'I'-‘_:_’b|y1—|"'b2y—_g
(2.36) L T e By
Y1 Y2 oy s
e or
(2537 et da-izmj (]'J1+;T:,'ld!/2 — a,dy, + asdy,
(2.38) dzs — — dy, 4 = dyy — bydy, 4 bady.
| Yy Y Y7 G
22 exemple.
(2.39) Soit : u—z2 2 a2 I 4y°
2.40 Q= ¢ :
LA R o R
(2.40) u VETa&E N VP
g a? 4 22 Ty
2.42) et 5 =2 (:c —r:) g - 4 ————
(2.42) du +\/m2—|—4y'-’ dz 1\/1?2_'_4!]3 dy
3° exemple.
: 1
(2.43) Soit : u—aretgri-slns

ol « arc tg » se lit « arc tangente de » et « In » veut dire « logarithme népé-
rien de » ; sachant que :

Lde) Y N
(2.45) HEy) =5 et syl =at o
Ona:
e _u 21 dr ds
i du_ar dr+as ds“i—i—w@_’_ﬁ
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247 —
E;;SI; et : dr — w ds = 2zdx 4 2ydy

En portant (2.47) et (2.48) dans (2.46), ainsi que (2.44) et (2.43), il vient :
(2.49) do el SCeE e s zty

eyt

4° exemple.

Les expressions donnant les coordonnées cartésiennes reclangulaires
d’un point P en fonction de ses coordonnées sphériques sont :

(2.50) z—=wsingcosé y—=rsinosin Z=7C05¢9
Trouver les dérivées partielles par rapport a r, o et 6.
Ce sont :
o ; Y ; ; 02
— =—35ingcosf == Rim s =
or e ar ar g
: oL ) : 23 .

(2.51) — =1¢€0S ¢COoS 9 J — pcososinb — = —rsing
2% oy T % T
o ) : 2y : - %
a—ef_—ismfsmﬂ a—g_r:sm‘pcusﬂ 90_‘0

Exercices proposés.

E'1. Calcaler les dérivées partielles et les différentielles totales du sys-
téme de fonctions linéaires :

Y1 = QT - 043> + 01375
Ys = U Xy ~ Q22 T2~} Gy T
Y3 = ATy~ A3aT2 - ATy

[72. Calculer les dérivées partielles et la différentielle totale de chacune
des fonctions :

3)Sg = tgz

i T
1) u;ﬁ\/lib'—;rg—k-iyﬂ 2 —p

”l‘l U_—T_*_y_]_:
/ 7l1.'.‘+y'_'+.:3

xys ,, x
e T T G Si—ln—
T y+% ' yz

5) wu

MW o 3 . " . .
£3. Calculer — ek s la fonction u étant définie par le systeme :

« “
r w0 =0
P4y —ut4+v=0
L4, Démonlrer que :
oudY Wy
LU amay

si E(@, 1 us 0] =10 Gl ety =0
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2

i U U
2 » ue : EE e ) e
E5. Vérifier que oy
pour <
,_‘
{0} w—Fcin T cosiy, 20) w—x - yex, S — et
E6. Si e T =841 y—"5hs—1
] I‘ 2® 2’ u
Seat o8 250! at?

7. Montrer que les expressions :
/, a /. \ 2 2 a2
hUA ou\* = oTu 27U

R (_> +(—) T e

o oy

deviennent respectivement, aprés le changement de coordonnées :

o =pcosh et y —osinf
- TR T st Yool e 1oy

B8 iSit s = flay), lorsque wi— 235t et y=ga(s, 1)
montrer que :

3. Ecriture indicielle.

Dans le présent cours, nous utiliserons diverses notations, mais surtout
I'écriture indicielle, qui est actuellement la plus employée en calcul tensoriel.
La connaissance parfaite de cette écriture est indispensable pour comprendre
les exposés et les applications. Nous nous étendrons sur cette question assez
longuement pour que le lecteur soit parfaitement familiarisé avec elle.
Beaucoup d’exemples et d’exercices, des indicalions sur cerlaines subtilités,
lni permeltront ensuite d’aborder sans trop d’appréhension le calcul tenso-
riel. Voici le principe de I'écriture indicielle :

Au lien d’employer, pour symboles des variables ou fonctions, les letires
T, Y, 3,1, .... on utilise une méme lettre, x par exemple, affectée d'unindice
numeérique placé en haut ou en bas, soit @i, Za, T3, @4y woe T, 2578 24 ...
Cette écriture permet de condenser considérablement les formules. Exemple,
on écrira, grace a cette nolalion :

I=%

(8.1) 4Ly — Aoy - @y -+ azz, — E (14125
;i S
5 i=3
(3.2) ou

aus, i 3
= iz +a? dzs +D—£J dad=—= E = dz!

2z’
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y izn > 'y
(3.3) ' oy 4_331’2 oy +a£ Y 2 ' ay'
: ax%oxf | ax® oaf ot P 2™ oxP

=

Les indices supérieurs * ou inférieurs peuvent étre multiples :

1=

21 21 21 21 21

(3.4) 2Aji DA:u A{«_'_')A:;'._ al ?é“i,

i a_L:?; 31.23 ')JL“” ‘w.r” XS a.’c”

i=1
| et se rapporter & des sommaltions doubles, triples, elc... Exemple :

i=3 j=2 i=3

(:%.-‘JJ E E aijbi-i: E a“b“—|—ai2[)”
i=]1 j=1 i=1

= a b —f—asz“ —!— @y H*
+ a2h'? -+ as:5%* + 1y0°*
On vérifiera facilement que P'ordre dans lequel on effectue les somma-
tions n'intervient pas.
L'c.\'emple ci-dessous montrera 'intérét de 'écriture indicielle :

=n B=n
'x 1
(3.6) V pILE
Ad_ r‘-‘_ '\J‘ ‘\JJ
=1f=
f=n 5 ,
2 ax! oxd o AL
— E AdE o .+Aiﬁ T — N —}—A"J—mt—‘
oy’ oy ay' oy’ oy’ ay!
i=
ax! oz ox® ax! e
— R s 21 | niite
= 2yt oyl A w1011+""TA ayt oyl
Yoy aY =Y e B
e R L pE aat " ox®
—|—A”:-ri--——j—|-A2“'-—i-'—j—|-. -.+i”2;_l.'.l
o oy cifiel) oy oY
D 31 & X8 ox™
_‘_Alu_._l..l_. AE:I_.T..__i_ .__'_Anll__i_ :
'jy ‘\JJ -|1 ‘\JJ U_l, ay.l
On ulilisera encore I'écriture indicielle pour des produits. Exemple :
=3
0= i 1 L 1 1
{"") ] ][\”i_l’i.«—'&a:_bl)( __b)( _b
1=—v1

La convention d’ Einstein.
On rencontrera trés souvent des expressions mathématiques, oi un
méme indice figure & la fois en haut et en bas ; pour simplifier I'écriture, on

1. Les indices supérieurs n’ont rien a voir avec des exposants, lorsque P'on utilisera i la
fois des indices supérienrs et des exposants, on mettra des parenthéses: ex. : (@) + (%)
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a adoplé une convention due & Einstein, elle permet de supprimer le signe X.
« La présence dans un mondme d'un méme indice, simultanément en
haut et en bas, indique une sommation sur cel indice ».
Exemple :

i=n

(3.8) Ealyi;a.y‘—}—a:yf—k....—|—a.,7“
i==1
s'éerira :
ay =122 n

k=n
(3.9) alhy signifie M albk = alb! | al b3 - -+ al by
o e RS o 'u!{!l_'\ll+ 2°3 = nod

k=1

k=m l=n
: s s Sl 5
(3.10) agblet signifie E 2 apble! = aible 4 asbic' 4. ...+ a,be!
k=1 I=1
+ a;bic® + abic2 1. .. . abye?
+aibler asbaer+ . . . .+ anbic®
Pour éviter des confusions=, on indiquera les limites de la sommalion ;
exemple, pour (3.10), on écrira :

(3.11) ahie! = 20 b=

Lorsqu'il s’agit de « dérivées partielles », cetle convention sappliquera
ainsi :

a3 B 9
2 2x° Byt D R o1t o
(3.12) s dyf signilie Z —=dyhk
oy f 2 oy
R=1
e 2w oh i
STl 1 b 2 n
= ayl dy +;\!ji l{y + St 8 +:‘,‘/“ (!y
T==1
s Amtamh T 28 ozl
(3.13) — — signilie ——
D_L.l ayk (] ?1‘1 Dy"
i
85 oxl i 98 ozt oS ax"
S e e R D

D'une maniere générale, l'indice sur lequel se fait la sommation est
appelé « 1NpICE MUET » ; le symbole qui le représente est, sauf spécification,
indifférent ; exemple :

(3.'1-’]-) ﬂibi == — awbm i
Ao SR eI R a0

— .

Ay s el 0

(3.15)

ax! gy
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On rapprochera cette propriété de celle possédée par toute variable d’in-
tégration dans les inlégrales définies :

(3.16) /;pf(x)dm: ﬁ‘n fu)du = [ *fp)dp=.. ..

o

A titre d’exemples, nous allons écrire sous forme indicielle diverses for-
mules du § 2.

(3.17) du="2dulil it (2.14). (2.19), (2.20)
(3.18) TJ”J —_%mi; Jk=1,2,3  (2.45), (2.16), (2.17)
(3.19) du :%dyi s (2.19)

(3.1.5') IS k= :Tj; dyyl 1= 953 (2.20 bis)

Portons (3.19 bis) dans (3.17) ; il vient :

u ox

Fa s e e S .
(3.20) du.,??;/jtlyl_m—‘jjdyl =3 (2.21)

Toutefois, dans certains cas, on a intérét, pour une plus grande clarté, a
garder la forme développée ; c'est le cas, par exemple, pour (2.24),

Parfois, les nécessités du caleul imposent de s’abstenir d'utiliser des
indices muets. Lorsque nous n'emploierons pas la convention de sommation,
nous l'indiquerons en marge.

Voyons maintenant quelques symboles spéciaux, mais trés utiles.

Le symbole de Kronecker ' (symbhole diagonal).
Le symbole &;=41", ‘ponrs i=3
— ()3 SpPONE Sy <
rend de trés grands services en écriture indicielle : on I'appelle universelle-
ment « symbole de Kronecker ».

Exemple.
(3.22) ds? = (dx' 2 4 (dz?)> . ... 4 (dz®)?
peut s’écrire :
i=n
(3.23) dsi:Z(dx‘)” oit ds? veut dire (ds)?
i=1
En utilisant le symbole de Kronecker, cette formule devient :
(3.24) ds? = §;; dzidad

1. Mathématicien allemand (1823-1891).
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Les indices peuvent s'éerire en haut, en bas, d'une facon mixte, suivant
les besoins: :
P aija aija 8}.,
la signification restant la méme.

Le symbole d’antisymétrie. (Symbole de spin).

(3.25) Le symbole i=0 poun =" =1
=—=1 pouriit—4 et 71—2
= = pouriii= 2ttt
soit :
=) sadi=ily ey b e ]

est appelé « symbole d’anlisymétrie compléte » ou, plus simplement, « sym-
bole d’antisymétrie ». Nous l'utiliserons assez souvent,
On voit immédiatement que

el — — E"}i

Les indices peuvent s'écrire en haut ou en bas (la notation ¢ est sans
intérét), la signilication restant la méme.

Exemple.
- i3 3 a 9 g 2 94 9
(3.27) elafar = e''aja} | e'’ajal + ¢*'alal | ¢*ala3
1! 2
: : il
=Sl egial == L
% i ai a;

On obtient un déterminant.

On utilise les symboles d'antisymélrie avee un nombre quelconque d'in-
dices ; il faut alors introduire les convenlions suivanles que nous ¢énon-
cerons pour lrois indices mais qui restent valables pour 4,5, ... indices.

(3.28) s o ey —0 si_deux quelconques des indices onl la
méme valeur; exemples:
e —0, 5222:(," g238 — ),
——+1 si les indices sont dans l'ordre 123 on
proviennent d’'un nombre pair de per-
mutalions; exemples :
51‘.'3:.1, Eﬂlﬂf.i_} 5‘131:,]-
——1 =i les indices sont dans un ordre pro-
venant d'un nombre de permutations
impair par rapport a 123; exemples :

321

= —1.

ghde — il et — _— 4, e

On peut encore écrire, pour le cas de 3 indices:

5 1
(3.29) ek = 2. (1 — ) (i — B) (k — 1)
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Un déterminant du 3¢ ordre s'écrira:

1 2 3
al al al
1 2 1 2 x 3 H
(3.30) af a 0| =e*alala) = & alaak
1 2 3
Qg vty

Indices répélés.
Il s’agit d’une précaution & prendre lors des sommations. Dans le cas o

le méme indice est répété plusieurs fois en haat (ou en bas), la sommation
ne doit se faire qu'une fois. Exemple :
(3.40) axdxrda® — ayy(da')? + ass(da®)® . . . .4 ayu(da)?
el non pas
= aadatde* -+ aydxidexr 4. . . . 4 a,,dzrda®
=ayda'dat + anda’dat 4. . .. +adetda!
—+ asde*da! 4+ agpda?da® 4. . . .+ agdada?
—+ ayda"dat 4 apsda®dz® 4. ..+ anpda"d "
En effet :

a=n
(3.41) audr*dz®  signifie \ Qo dasdTs.
a=l

Dans certains cas, il sera avantageux d’écrire, pour éviter toute confusion :
92 9 ~ - <]
(3.42) 345ty o da

Voici un autre exemple :

: ikt

au lieu de : R B
oxa ozl
ook ayl oyl

on écrira : Bijfw‘ij"/ 2l

2% o

Signification de la position de Cindice.

En calcul tensoriel, la position choisie pour I'indice n’est pas indifférente,
mais est lide, par convention, aux notions de covariance et de contravariance

qui interviennent lors des changements de systéme de référence. Nous en
parlerons au chapitre suivant.

L xercices proposés.

17 9. Effectuer les développements

1) abh i=1,2,3 g) « alb die—dhy A BN
3) albie; i=1,2 &) albinidie—1 9.3
e )
;“)) ai/)}c}\d"' = 1, (2, G) ([i‘\bijC‘j = '1, 2, 3
=) e )

k=1,
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£ 10. Développer :

1 Al axt oyl V=2 *3 5 S axl oy i=—1,2
) jay'za_z-j J:Lead ~) EJ.L"‘DleS.‘: «:1;23334

£ 1 1. Démontrer que

ayl 2P !
A = Sl 0::[3
ox* oyl ¢
£ 12, Démontrer que
YA ety Hieni i
oy’ ] !l axk Al Ry G Ll
LY k J vl S Bl
2x%x¥ oyt oy ax™* oylay

E 13. Ecrire sous forme indicielle abrégée (en utilisant des indices
mucts) :
1) k1 (2,)2 + k' 2pyas - k'@, -+ Krsn,
+ k22(y)® - A20zs -+ kMagr - K2axs -+ kS (xy)?
2 ajblel 4 aiblei 4. ... 4 ajblen

yloyl | oyloyl | oyioy

B o L amiiemt | Sag® o
4) Y1 = 8uy' + B1ay* 48y’
Yo = guy' + oy’ + sy’
Ys = &Y' + 8aoy® + Busy’
£ 44, Développer, pour 1—1,2,3,4 j==1,2,3,4

1) a:;i‘l'i I.).) ail.liilljj :1) E}l‘in

£ 15, Développer ¢lajaj, puis ei¥ajajai; en tlirer les principales pro-
priétés des déterminants. Généraliser pour les déterminants d’ordre n.

I’ 16. En utilisant I'identité

L Y
¥ 2% oy 2
monlrer que :
oyt R ooyl aykayl
ar@oxT | oyloy*ox*axY oxl

4. Opérations algébriques sous forme indicielle.

Rappelons un certain nombre de régles et propriétés que I'on considere
en algébre,

Si X, Y, Z, ... sont des grandeurs de nature mathématique quelconque,
mais toules de méme nature. et si «, B, y... sont des nombres purs, le tablean
ci-aprés résumera ces diverses régles et propricétés.
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(4.1) X+ Y=Y+ X commatativité de I'addition.
(4.2) X4 (Y4+Z)=(X+Y)+Z associativité de I'addition.
43) XY =YX commutativité de la multiplication.
) X(YZ)=—(XY)Z associalivité de la multiplication.
4.5) X(Y4+Z)=XY 4 XZ distributivité par rapport & l'addition.

4.6) X*XP = X*T% 1 propriété des puissances.
— (X¥)* = X**  ¢° propriété des puissances.

4.8) aX=—Xa commulativité avec les nombres.

(

(

(4.9) «(8X)— (28)X associalivité avec les nombres.

(4.10) (a4 pB)X=0aX +BX 1°" genre de distribulivilé avec les nombres.
(

i1 «X+Y)—aX f2Y 2°genre de distributivilé avec les nombres.

Etant donné, deux grandeurs X et Y, il existe une troisitme grandeur
7 et une seule telle que :

X=%Y1Z 7 est appelée « différence » de X et Y.
(4.142) ‘et Pon écrit : Z=X—Y
La grandeur O (zéro) est telle que : :
(4.13) _ X+0=X
(4.14) 0X=10

Voyons maintenant les principales opérations algébriques, sous forme
indicielle, lorsqu’on utilise les indices muets.

ADDITION.

Puisqu’on ne peut additionner que des grandeurs de méme nature, il
importe done :

1°) que les grandeurs représentées sous forme indicielle le soient effec-
tivement (exemple : on ne peat additionner ensemble un scalaire et un vee-
teur) ;

20) que les indices correspondants portent sur les mémes limites de
sommation ; sinon, il faut faire des développements, fractionnés ou non,
puis refaire les sommes aprés développement.

Exemple :
si ab et ed sont de méme nature
(4.15) afhitsi—d 988 A
(4.16) edi i=1,2 3,4
(4.147)  aib' +cidt = ajb +¢yd? - adh® - csd? - a3h® & cad?® - ajbt +eyd*

Additionner sans développer 4" i —1,2,3,4 aveec cd' i—1,2 condui-
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rait & une errenr. En revanche, il esttoujours possible de changer d’indice
muct :
(4.18) got-Lodl =123 %  3—=1,2

En calecul tensoriel, il est d’ailleurs assez rare de faire des sommes de
grandeurs, sous forme indicielle. ne portant pas sur des indices ayant méme
limitation,

Avec les restrictions ci-dessus, les relations (4.1), (4.2), (4.12) ct (4.13)
sont satisfailes.

MULTIPLICATION PAR UN NOMBRE.

Il est évident que les relations (4.8), (£.9), (4.10) et (k. 11) sont satisfaites,
exemple : !

(4.19) 5 wabl) = Sulaib))
(4.20) (o —4=v)a'h] = wa'b] 4 va'b]
(4.21) w(aib] 4 c'di) = pa'b] 4- pe'd]

MULTIPLICATION (grandeurs indicielles entre elles)

Un exemple illustrera la faute & ne pas commellire ; soil :

(4.22 a=mr, e 4O %3
(4.23) Bie=mZs =] 23
le produit

59 el o

(4.24) ab=—=m*n*rs,

n'est pas le produit cherché, cest-a-dire celui qui serail obtenu en faisant
le produit des développements de (4.22) el (4.23). 1] faul changer d’indices
muets et éerire : ‘

L ; =2 35
(4.25) a—msrs x=1,2,3,4%
(4.26) b=n?s, 8—=1,2 3.4
ce qui donne :

(4.27) g =l g a1 234 p=—1,9,3,4

Autre exemple.

4.2 i Dyi x 9 9
(4.28) — dy :a_.;"‘lx == 2 3
y s 2.
(£.29) dy)=23daP  B=1,2,3

; e e - g—ii2-3
4£.30 fy = *dapk ?
(4.30) dyidy, e dz*daf B=1,2, 3

est le produit entre dy' et dy! et non pas

. (4.30) (dy')p = (i Jldo e=1,2,3

ol g
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Les relations de commutativité (4.3), d’associalivité (4.4) et de distribu-
tivité (4.5) sont satisfaites, comme on peut le vérilier facilement par un déve-
loppement ; exemples :

(4.32) Gt g
(4.33) : (ajbl)ef = al(blct)
(4.34) ' ai(b - i) = a;bl, L aich,

La relation (4.33) nous rappelle que I'ordre de sommation sur les indices
muels est indifférent.

PPUISSANCES.

1l faut nécessairement effectuer un changement d'indice muet.
Exemple :
(4.35) (u}ffL)B — albi><a b ><albl
j=1,2,3  r=1,23 3=1,23 (=1,2,3
et non pas :
(4.36) (@bl = (@)* < (b))*

Les relations (4.6) et (%.7) sont satisfaites, sous réserve de changer
les indices muets.

DERIVATION.

Les formules de dérivation des fonctions composées s'appliquent anx
sommations sous forme indicielle avec un ou plusieurs indices muets. Quel-
ques exemples vont illustrer ces propriétés.

Soient a; et b i—=1,2,....n des fonctions d’'une méme variable ¢;
considérons le produit a;b' :

(s . . - da. s - dbl
(437 S ey ANLEGI bty pi . e (e
(4.37) a b’ aibt - a;b oi a4 = b 1
en elfet :
| | i
. Qe ¢ =Y i d Bt n
14.58) T, ‘-,ax‘!’ = (TL[L aib J: T (a,bl _}_azb“—l— Shetar —+—ﬂub )
=
. . . . . .
=i —}— b 4 asb, 4+ azb'-’+ AR +(!,J)“—|— a,h"
i=n
Wl : ’
¥Z (;if)'—l—a,-zl
y=—]

. .
f— ﬂib'—|— ﬂibi

(avec la convention de sommation’.
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Voyons maintenant le cas de deux indices muels .

i=nd=n

(4.39) fllt’ffti,b'C-' —(“[Z Za.,b cl]

i=10y=1
i1 j=n
=al 20 (Zae)]
i=l1 j=1
posons : I
(4.40) di= Y ayi;
F=il
on derira alors :
l—ll
(3 i, d l
(4.41) T (ahicl) = - 3 (I ie— (l b + d; /)
el
mais :
° * .
(i.ii) == aijCJ —|— Cl'ijr,'J
Porlons (4.42) dans (4.41) :
( . d i > j .-J,\ i Ti j
(4.43) J[(a,_,h i) = (a;56) + ajjei)b' - a;gh'cd

L 3.3 .. . ...
— a;bicl 4 a;;bicl 4 a;bic

On ferait la méme démonstration pour n indices muets.
On remarquera qu'on a encore :

A4 L
(4.44) i

° 8
(@i;b") = ;b1 + a;;bii
en particulier, pour les formes quadraliques :

i, Wy L D o (i@
(4.45) T (@w'al) = ey’ —+ a2zl - a;ctx
{ T 5 -

i)
ct, dans le cas ou les a;; sont des conslantes ;

. d . T e .
(4.46) T (ajriz) = a;i(v'zl - xiad)
DERIVATION PARTIELLE \

Les formes algébriques indicielles contenant des fonctlions de plusieurs

variables sont dérivées comme 5’1l s’agisszail d’une variable unique avee, bien
enlendu, les symboles d ronds (3).

Fxemple :

St ajj, b' et ¢ sont des fonclions des variables 2!, 1—2, LS

2 oAl
(-’l‘i?) :‘;I(ﬂij[)'(,']_)-— 2 b61+alj C +a:_|b

".—1
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(4.48) D° (ayhie)) = = bici —|—au ,c'—l—aub
gle...setess

Un ecas parliculier trés important est celui des formes quadratiques
symétriques. Soit :
(4.49) T— a7 ol i s o

ou les a;; sont des constantes telles que aj;— a;

1l vient, en ulilisant (4.46) :

N oT Dl ol : ar : At
LB e i e i == ;
(4.50) =i | Sx2 -|—M.kz ‘ ol o 0  pour i
—ipours =1
— ay{ S - S’
en faisant intervenir le symbole de Kronecker.
Mais :
(&.51) 3 4
0y 055 = Ox;j Bl 04—
(i—:)_.)) hau B[M ki) ik

Portons (4.51) el (4.52) dans (4.50) ; il vient :

oT ; :
(&.53) 25— Wi - !
Mais :
(’l.i‘)"l) Qi — A
done :
o oT : :
(4.50) E:ﬂ,kj.r]—i»ﬂml"

Dans le dernier terme de droite, on peut changer I'indice muel :

(4.5“) \']L-i.'.t'l1 = Qyj x T J —= , -., o oing U

ainsi :

e Ak : :

(4.87) == 2a,xi — A2
Intégration.

L’intégration se fait sur les sommes développées, mais, dans certains
as, l'intégration par parties peut rendre des services.
Eremple :

At

(4.58) /"E‘nlbult:[ fabldl 4 ['t'azbﬂluq_. / Jbrdt

bl - sl ¥ 4o

) <A L : t, L7 E »
(4.59) ’ odb —a; [/ﬁ] - f bida; ==y
t
it oy,
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TRANSFORMATIONS DU CALCUL OPERATIONNEL !

Les transformalions

el -l

(4.60) glp)=np / h{f)e—rtde (transformée de Carson-Laplace)
0O
(t]
1 Sep=l o ln) AR e
(4.61) h{l) = e / er! g_.s?p dp  [(transformée de Mellin-Fourier)
=T) Je—j=

s'appliquent sans régles particulieres, lorsque les fonctions hif) ou g(p) sont
donrées sous forme indicielle, avec sommation sur les indices muets. Toute-
fois, lorsqu’une confusion quelconque est possible, il est préférable d'écrire
les développements.

LES SYSTEMES DE REFERENCE

5. Rappel sur les systémes de référence usuels.

Avant de préciser, dans le §6, la classification générale des syslémes de
référence que nous considérerons en caleul tensoriel, il nous a semblé utile de
rappeler les divers syslémes de référence & 2 ou 3 dimensions employés dans
les cours de Mathématiques supérieures. Nous en profiterons pour habituer le
lecteur a Uemplot de Uéeriture indicielle.

Coordonnées cartésiennes orthogonales d 2 dimen-
sions. =4

Ce sont les plus simples et les plus utilisées.
On en connait le principe; deux axes reclilignes or- - A
thogonaux et orienlés définissent un plan, sur le-
quel la position d'un point est déterminée par ses
projections orthogonales sur chacun des axes
(ligure 5.1).

Ainsi, un point A sera défini par ses deux pro- g
jections a' et a’. 2

La distanee entre deux points A, de coordonnées Fig. 5.1
a', a®, et B de coordonnées b', b%, esl donnée par :

(5.1) B=(b! —a')24 (b —a?)?
:8ij“)i L ai) [:[,‘i £ G'.i_ t/ =2 'l, 2

e e

e
"

La distance entre le point X(z'.z®) et le point inliniment voisin
X'(x' + dx', 2 4 dz*) est donnée par :

2) ds?= (dz')? | (da?)? = 8jdzidal 4,5 =1,2

—
14

1. Le lecteur est prié de se reporter au « Cours de Calcul Opérationnel ». M. Denis-
Papin et A. Kaufmann, Albin Michel éditeur, 1949,
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Un « vecteur » polaire tel que OA est défini par :

(5.3) OA=Oal-}- 04"
son module a pour valear ' :
(5.4) mod OA =y[@' P F (@ =Vaaa i,j—1,2
et I'angle 0 : \
aﬂ
(5.5) O —arctg—

Une courbe tracée dans le plan z'oz* sera définie au moyven d'une fone-
tion explicite x? = f(z') ou implicite F(z!,2) = 0.

Coordonnées carlésiennes vbliques (ligure 5.2)

Avec les mémes nolations que ci-dessus :
(5.6) 2= —a' )20 —a' (b — a?)cosut+ (b —a®)?

Nous n'utiliserons pas ici les indices muets ; une forme trés condensée
sera donnde au § 22.

(5.7) ds? = (da!')? 4 2 cos e dx'da® 4 (dz?)?
(5.8) 0A = 0a' + 0a®

(5.9) mod (TK:\ (a')?-|-(a*)* 4+ 2a'a® cos =
(5.10) Fol Arpg GBI

! a' 4 a*cose

7g. 5.2 Fig.5.3.

Coordonnées polaires (figures 5.3).

(5.11) I* =(a')* — 2a'b' cos (h* — a®) - (b')*
(5.12) s —(dapt = lat)ep e

5.13) mod OA =z

(5.14) e

tappelons que les coordonnées polaires soht des coordonnées curvilignes

1. Oi « mod » veut dire « module de » et « mod? », carré du module de,
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planes orthogonales, puisqu’on détermine un point A par I'intersection d’nne
courbe (circonférence) z' — ¢'° et d’'une demi-droite polaire x* = ¢'° (figure 5.4)

Fig. 5.4.

Autres coordonnées curvilignes planes.

Considérons les deux fonclions :
(5.15) ! =u'(z!,2%)  telles que les fonclions | z'=2'(1', u?)
(5.16) ju? =u¥z',a*) ! ci-contre existent : e = k)

ou z' el x* sont des coordonnées carlésiennes orthogonales.

Les courbes u'— ¢ et v’ = ' constituent deux réscaux qui peuvent
servir a délinir des coordonnées. Si toutes les courbes u' — ¢'° coupent les
courbes u® — ¢'*, & angle droit, le systéme de référence u', u? est dit « cur-
viligne orthogonal ».

Ezemple.
Coordonnées ellipliques orthogonales (figure 5.3).
x2A
uhch

™n

Fig. 5.5

(1) @ == aichud cosiut
&— ashut sinu?

On voit facilement que les courbes u'—c¢' sont des ellipses el les
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courbes u?=—c"" des hyperboles. Ces deux familles de courb2s homofocales
sont orthogonales.

Dans un tel systéme de coordonnées, on peut définirla distance qui sépare
deux points du plan, que ceux-ci soient & une distance finie ou soient infini-
ment voisins. On peut définir également le module et 'angle d'un vecteur
polaire ; il y a toutefois plusicurs déterminations. Le lecteur comprendra
plus loin pourquoi nous insistons si souvent sur la possibilité de mesurer une
distance ; une différence capitale entre deux classes de systémes de référence
sera mise en évidence.

Coardonnées curvilignes sur une surface quelconque.

Considérons nne surface quelconque définie en coordonnées cartésiennes
orthogonales & 3 dimensions par I'équation :

(5.18) Pt adiad)i— ()
et soient deux fonctions

(5.19) = (2l =t )
(5.20) FE e e

En donnanta «' une suite de valeurs !, u}, %], ... onobtient un réscau
de surfac s qui coupent la surface F(a', 2%, 2°) —0 selon un réseau de lignes
que nous appellerons les lignes ' —u!, w'=—u}, ... elc... De méme, en
donnant & »* unesuite de valeurs u}, u?, u2, ... ele, onobliendra unréseau
de lignes u* —wp, u* —uj, ... etc... Les deuxréseaux u' et u? délinissent
des coordonnées curvilignes sur la surface Fla', 2%, 2°) =0 et seulement sur
celle surface. Si T'on choisil la surface F(a', 2%, 2°) =0 et les fonctions u' et
u?, de lelle sorte que deux lignes de réseaux différents ne se coupent qu’en un
seul point, on obtient des « coordonnées de Gauss » '.

1. Mathématicien allemand (1777-1855).
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Une différence capitale existe entre les coordonnées curvilignes porlées
par une surface plane et celles portées par une surface quelconque. En effet,
si I'on s'impose de délinir la plus courle dislance entre dewx poinls en restani
sur la surface sans la traverser. celte plus courte distance est la ligne droite
si la surface est un plan; c’est une ligne courbe appelée « géodésique », sila
surface est quelconque. Cette géodésique peat, dans certains cas particuliers,
étre une droite (par exemple sur une sarface réglée). La détermination des
géodésiques n'est pas un probléme simple et nécessile parfois des caleuls
assez compliqués. Nous en reparlerons au § 39. Si la distance qui sépare les
deux points considérés est infinitésimale, I'élément de courbe ds sera consi-
déré comme un élément de droite; sa délermination sera systémaliscée au § 36.

Exemple.
Le plus simple est celui d'une sphére centrée sur I'origine et délinie par
les équations :
gt =Rginu’cosu’
(5.21) a* — R sin u? sin !
xi—Hicosu?

::3

Figh S

Les coordonnées curvilignes u' — ¢'* et »* — ¢! sonl des circonférences
constituant des méridiens et des paralléles. Le plus court chemin tracé sur
la sphére entre deux points de cette sphére, c'est-a-dire la géodésique pas-
sant par ces deux points, est un arc de grand cercle appelé encore « ortho-
dromie ».

Autre exemple.
Si la surface considérée est un cone circulaire droit, les géodésiques
sont des courbes appelées improprement hélices coniques, des droites et des
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circonférences. Les coordonnées curvilignes les plus commodes seront les
génératrices et les circonférences.

Coordonnées cartésiennes orthogonales @ 3 dimensions.

(5.22 22— (b —a')y (02 — a2+ (b° — a*)?
=50 —d)(bi—a) i,j=1,2,3

(5.23) ds? = (dz')2 - (da?)? + (d2*2 = &ydaid i, j—1,2,3

(5.24) OA = Oa' 4 Oa2 4 Oa?

(5.25) mod 0A =y/(a!)2 + (a2 + (@*)2=V/8salal 4,5 =1,2,3
mod Oa' mod O’ mod Oa’

(526) coslty —=——— 0p———— coslhy ——
mod OA mod O mod OA

Une équation F(z', 2%, a*) =0 délinira une surface de l'espace & 3 dimen-
sions; deux équations F(x',z* 2*)=0 et Fi(z', 2, 2*) =0 définiront unc
ligne.

1\:!:5
3
-
N
N
N
Y
LS
SoA
I
|
I
|
| 2
o : oSl
5y \ ,/ .xk
N | rd
o H e
F] sl s’
a \:_l//
x4
Fig. 5.8 Fig. 5.9.

Coordonnées carlésiennes obliques.

Les expressions de [* et ds? deviennent nettement plus compliquées ;

A

nous ne nous y arréterons pas pour 'instant. La formule (5.24) reste valable ;
les calculs correspondant a (3.25) et (5.26) sonl sans intérét ici.
La généralisation des coordonnées cartésiennes orthogonales ou obliques

dunespac:d n dimensions présente un trés grand intérét en caleul tensoriel.

Coordonnées cylindriques et sphériques.

Pour les premiéres, on a :
i —nlieosas
(B2 wt=—wu'siny
=108
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Les surfaces u' — ¢ sont des cylindres de révolution, u* =¢" et u* —¢"
des plans.
Pour les secondes :
(5.28) 2 =yl sinucosiu
=t sinu? sinus
i ==l cosu?

Fig. 5.10 Fig\ 511,
Les surfaces u' — ¢'* sont des sphéres, u*=c¢'" des plans, «’ —¢" des
comes.
Ces deux systémes de coordonnées sont orthogonaux.
Nous verrons plas loin comment déterminer les éléments e a Bt et o
grice & une importante généralisation.

Coordonnées curvilignes a trois dimensions.

~

Les deux systémes (5.27) el (5.28) constituent deux cas particuliers. Les
coordonnées curvilignes a trois dimensions peuvent étre orthogonales ou non
el s’écrire cous leur forme la plus générale :

(5.29) =l i)
x? = 2 (u', u?, u?)

=t ul sl

6. La notion mathématique d’espace.

Le mot Espace esl pen employé par les lechniciens, dans son sens géomé-
trique généralisé ; nous allons en donner une définition simple.

On appelle « espace & n dimensions » I'ensemble des points tels que X,
défini par ses n coordonnées x', 2%, ..., a". L'idée d'espace est donc lide &
celle du ou des systemes de référence, par rapport auxquels les n coordon-
nées sont définies.

Si Pon se limitait aux besoins pratiques élémentaires de la géomélrie
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étendue aux lignes, surfaces el volumes, il ne serait pas utile de dépasser un
nombre de dimensions supérieur & 3. Ce sont des généralisations mathéma-
tiques, introduites en accord avec les théories de la mécanique et de la phy-
sique modernes, qui ont amené les mathématiciens & passer du domaine
usuel & 3 dimensions & un domaine « abstrait » & plus de 3 dimensions. Par
exemple, en méeanique, on peut élre amené & considérer des systémes dits
44,5, ..., n degrésde liberté, c’est-d-dire ou interviennent 4,5, .. ., n varia-
bles, qu'on choisit comme coordonnées : 'espace abstrait correspondant sera
dit a 4, 5. ..., n dimensions. En électricilé, les réscaux dont les courants de
maille (par exemple) sont pris comme coordonnées, nécessitent I'emploi d’un
espace abstrait ayant autant de dimensions qu'il y a de courants de maille
indépendants. Dans la théorie de la relativité restreinte, on est amené & ajou-
ter, aux trois dimensions réelles, une « pseudo-dimension » on intervient le
temps (espace-temps de Minkowski).

En raison de telles considérations, et dans le but de généraliser des
résultats importants, on fait une extension & n dimensions des propriétés des
espaces & 2 et 3 dimensions. On y relrouvera les mémes nolions : dis-
tance, angle, courbure, elc..., mais généralisées.

Pour qui aurait I'intention de refuser cette abstraction comme illogique
a priori, nous nous permeitrons de rappeler que le mot « dimension » est
un mot dont on a fait quelquefois un emploi trop restreint. Dans le sens on
il sera employé ici, il indiquera le nombre minimum de grandeurs indépen-
dantes nécessaires pour ligurer ce que nous appellerons un point.

Presque toujours, c’est sous leur forme mathémalique abstraite, que de
telles géncéralisations sont étudiées; une représentation ligurée en Lrois
dimensions, d'un étre mathématique appartenant 4 un espace i plus de trois
dimensions est, soit impossible, soil trés compliquée et, en général, sans
intérét dans les applications. .

Inutile d’aller imaginer, pour celte généralisation, un monde inconnu de
nous, habité par des fantdmes qui traversent les murs ou font tourner les
tables.

Lspace affine et espace mélrique.

Avant d’entreprendre I'étude de ce qu'on nomme « espace vectoriel »,
nous allons rappeler qu'une classification préliminaire doit étre faite, en ce
qui concerne la notion générale d’espace & n dimensions. Cest dans le cas
particulier d’un espace a deux dimensions que nous allons, par désir d’élre
plus facilement compris, faire cette classificalion; ces nolions resteront
valables dans le cas o1 n=—=23, 4, 5,

Représentons, dans le plan de deux axes de coordonnées orthogonales
la courbe illustrant la loi de Mariolte :

(6.1) DY = ct?

Etant donné qu'il n'est pas possible de trouver une commune mesure
enlre une pression ct un volume, la longueur d’une portion quelconque de la
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