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1, ESCP Europe 2014, énoncé

Exercice 1 (probabilités continues)

Soit @ un réel strictement positif et f la fonction définie sur R a valeurs réelles
telle que :
2¢2(t—a) si t=a

1) = { 0 sinon
B

1/ a/ Soit B un réel supérieur ou égal a a. Calculer l'intégrale J 2e2(t=a) g,
+00

b/ En déduire la valeur de l'intégrale J 2e2(t=a) q¢.

a
2/ Montrer que f peut étre considérée comme une densité de probabilité.
Dans la suite, on note X une variable aléatoire admettant f comme densité.

3/ Montrer que la fonction de répartition Fy de X est donnée par :

e—2(:c—a)

Fx(m)—{l_ . si x=a

sinon

4/ On note Y la variable aléatoire définie par : Y = X — a.

a/ Déterminer la fonction de répartition Fy de Y.

b/ En déduire que Y suit une loi exponentielle dont on précisera le parameétre.
¢/ Donner la valeur de l'espérance de Y.

d/ En déduire que X admet une espérance et donner sa valeur.

Exercice 2 (suite et intégrale)

On considere la suite (4, )nen définie par : ug = 1, et pour tout n de IN*,

Uy, = fl (In(1 4 ¢))" dt

0
1/ On note g la fonction définie sur R & valeurs réelles telle que : pour tout ¢ > 0,
gt) =1 +¢t)In(1 +¢t)—¢

a/ On note ¢’ la fonction dérivée de g. Calculer ¢'(t) pour tout réel ¢ > 0.
b/ En déduire la valeur de u;.

2/ Soit f la fonction définie sur 'intervalle [0, 1] a valeurs réelles telle que :

F(t) =In(1+ 1)
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3/

4/

a/ On note f’ et f” respectivement, les dérivées premiére et seconde de f.
Calculer pour tout réel t de [0,1], f'(¢) et f"(t).

b/ Etudier les variations de f sur lintervalle [0,1] et tracer la courbe repré-
sentative de f dans le plan rapporté a un repeére orthonormé.
(on donne : In2 ~ 0,7)

¢/ Montrer que la fonction f est concave sur [0,1].

a/ Justifier pour tout réel t de [0,1], I'encadrement suivant :

0<In(l+¢)<In2
b/ Montrer que pour tout n de N* on a : 0 < u, < (In2)".
¢/ En déduire que la suite (u,)nen est convergente et a pour limite 0.

a/ A Taide d’une intégration par parties, établir pour tout entier naturel n, la
relation suivante :

Unr =2(In2)" " = (n+ 1)u,

(on pourra remarquer qu'une primitive de la fonction t — 1 est ¢t — 1+1¢)
b/ En déduire que pour tout entier naturel n, on a :

(n+ 1)u, <2(In2)"™

¢/ Montrer que la suite (uy,)nen est décroissante.
d/ En utilisant la monotonie de la suite (uy,)nen, montrer que pour tout n de
N, on a:
(n+2)u, =2 (n2)" ™

e/ Déterminer lim s

n—+0o0 9 (ln 2)n+1 '

Exercice 3 (suites, fonction et matrices)

Soit f la fonction définie sur R a valeurs réelles telle que : pour tout z > 0,

_ 2z +1
o +2

f(=)

1
On consideére la suite (uy,)new définie par : ug = 2 et pour tout n de N,

1/

Unp41 = f(un)

a/ On note f’ la fonction dérivée de f. Calculer pour tout réel x = 0, f'(x).

b/ Dresser le tableau de variation de f en précisant les limites aux bornes de
Pensemble de définition. Placer les réels 1 et f(1) dans ce tableau.



12

ESCP EUROPE 2014, ENONCE

2/

3/

4/

5/

a/ Montrer que pour tout entier naturel n, le réel u,, appartient a intervalle
[0,1].

b/ Etablir pour tout réel 2 de [0,1], I'inégalité suivante : | (@)| <

=]

¢/ En déduire que pour tout entier naturel n, on a :

3
— |un — 1]

[un+1 — 1] < 4

d/ Etablir pour tout entier naturel n, 'inégalité suivante :

1 (3\"

e/ En déduire que la suite (uy,)nen est convergente et donner sa limite.

Soit A, J et I les matrices d’ordre 2 suivantes :

2 1 11 10
=(ia) o) )

a/ Montrer que J? = 2.J.
b/ Etablir pour tout entier naturel n, la relation suivante :
1
A" =T+ 5(3" -1)J
(on rappelle que A° = 1)
¢/ Donner sous forme matricielle, 'expression de A™ en fonction de n.

On note (ppn)nen €t (¢n)nen les deux suites définies par : pg = 1, go = 2, et
pour tout n de IN,
{ Pnt1 = 2pn + qn
Gn+1 = Pn + 2qn

On considere pour tout n de IN, la matrice a deux lignes et une colonne X,
définie par :
Pn
X, =
! <qn>

a/ Etablir par récurrence que pour tout n de IN, on a : X,, = A" X,.

b/ En déduire l'expression de X, en fonction de n et donner les valeurs de p,
et g, en fonction de n.

a/ A T’aide d’un raisonnement par récurrence, établir pour tout entier naturel
n, 'égalité :
_Pn
QN
b/ Donner I'expression de w,, en fonction de n et retrouver la limite de la suite
(Un)nE]N~

Un
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Exercice 4 (probabilités discrétes)

Une puce se déplace a chaque unité de temps sur les quatre sommets, numérotés 1,
2, 3 et 4, d’'un carré selon le protocole suivant :

« A Dinstant 0, la puce se trouve sur le sommet 1.

o Sialinstant n (n = 0) la puce se trouve sur le sommet 1, elle sera & 'instant
n + 1 sur le sommet 1 avec la probabilité % et sur le sommet 3 avec la
probabilité %

o Sialinstant n (n > 1) la puce se trouve sur le sommet 2, elle sera & 'instant
n + 1 sur le sommet 1 avec la probabilité % et sur le sommet 3 avec la
probabilité %

o Sialinstant n (n > 1) la puce se trouve sur le sommet 3, elle sera & I'instant
n + 1 sur le sommet 2 avec la probabilité % et sur le sommet 4 avec la
probabilité %

o Sialinstant n (n > 1) la puce se trouve sur le sommet 4, elle sera & 'instant
n + 1 sur le sommet 2 avec la probabilité % et sur le sommet 4 avec la
probabilité %

Pour tout entier naturel n, on note X,, la variable aléatoire égale au numéro du
sommet occupé par la puce & l'instant n et on a donc P([Xy = 1]) = 1.

1/ a/ Déterminer la loi de X;.
b/ Calculer espérance et la variance de X.

2/ Déterminer la loi de X5.

3/ a/ En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que pour tout
entier n supérieur ou égal a 2, on a :

P([Xn1=1]) = %P([Xn 1)) + %P([Xn =2))

b/ Exprimer de méme, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, P([X,, 11 = 2]),
P([Xn+1 = 3]), P([Xn+1 = 4]) en fonction de P([X,, = 1]), P([X, = 2]),
P([X, - 3]) et P([X, - 4]).

¢/ Vérifier que les relations précédentes sont encore valables pour n = 1 et
n = 0.

d/ Que vaut pour tout n de IN, la somme :

P([Xn = 1]) + P([Xn = 2]) + P([Xn = 3]) + P([Xn = 4]) ?
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4/

5/

6/

7/

1
On pose Uy = | 0 | et pour tout n de IN, on note U, la matrice a trois lignes et
0
une colonne définie par :
P([X, =1])
P([X, =2])
P([X, = 3
1 4 30 1 0
Deplus,onpose:A:E -2 -2 1 etB—g 1].
2 30 0

En utilisant les relations trouvées précédemment, établir pour tout n de N, la
relation :
Up+1 =AU, + B

a/ Déterminer une matrice L a trois lignes et une colonne vérifiant :

L=AL+B

b/ Etablir pour tout entier naturel n, la relation suivante :

U, =A"(Uy— L) + L

On pose C' = 6A. Soit R, D et @ les matrices d’ordre 3 définies par :

1 1 3 1 00 0 -5 —5
R=|-1 -2 —-1|, D=(0 -2 0| e Q=[-2 -4 2
-1 2 1 0 0 3 4 3 1

a/ Calculer RQ. En déduire que R est inversible et donner R™', out R™*
désigne la matrice inverse de la matrice R.

b/ Calculer CR — RD.
¢/ En déduire pour tout entier naturel n, la relation suivante :

1 n
A" = <6> RD"R™*

On admet que la limite de la matrice U, lorsque n tend vers +co, est une

matrice U dont les coefficients sont obtenus en prenant la limite des coefficients

de U, lorsque n tend vers +00. Déterminer U et préciser lirll P([X,, =4]).
n——+0o

— FIN DE L’ENONCE —
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Exercice 1 (suite et fonctions)

On consideére les fonctions f et g définies sur |0, +oo[ par :
Vee 0,40, f(z)=2- %ln(m) et g(x) = f(x) — .
On counsideére aussi la suite (uy,)nen définie par :
up=1 et YnelN, wupi1 = f(uy).
1/ Calculer les limites suivantes : mli%l+ g(z) et xEToc g(x).
2/ Calculer ¢'(z) pour tout € ]0,+00[ puis dresser le tableau des variations de
g sur |0, +of.

3/ Prouver que I’équation g(z) = 0 admet une unique solution sur ]0,+oo] .
On la note a.

4/ Justifier que :
ace [l,e] et fla)=a.
5/ Calculer f’(z) pour tout x € ]0,+00[ et préciser la monotonie de la fonction f.

6/ Démontrer par récurrence que :

VnelN, 1<u,<e.

7/ Vérifier que :
1
Vo e [1ae]a |f/(l')’<§
En déduire, a 'aide de 'inégalité des accroissements finis, que :

1
Vn e N, \un+1—a|<§\un—a|.

8/ Démontrer par récurrence que :
e—1
2n

VnelN, |u,—al<

9/ Prouver que la suite (u,)new converge et préciser sa limite.

Exercice 2 (probabilités discrétes)

Cet exercice est composé de deux parties.

La partie I consiste a calculer en fonction de n les termes d’une suite récurrente
(Un)n>1-

La partie IT étudie I'obtention du premier double PILE lors de lancers d’une piece
déséquilibrée.

Les résultats de la partie I peuvent étre utilisés librement dans la partie II.
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PARTIE I — Etude d’une suite.

On consideére la suite (uy,),>1 définie par :

u; =0, ug = 9’ et Yn>=1, upio= gunﬂ + §un
On considere également les quatre matrices carrées d’ordre 2 définies par :
0 1
3 -3
A=lz 1) P= (2 1)
9 3
1
o= ? 3| & p=0ar
2 1
9 3
ainsi que, pour tout entier naturel n > 1, les matrices colonnes :

Xn=(””> et Y, =QX,.

Un+1

1/ Vérifier que les matrices PQ et D sont diagonales (les calculs devront étre
inscrits sur la copie).

2/ En déduire que P est inversible et expliciter P
3/ Soit n = 1. Donner, en la justifiant, la relation liant X,, 1, A et X,,. Prouver
que PY,, = X,,. En déduire que :
Y11 = DY,.

4/ Prouver que :
Vn>=1, Y, =D"'Y;.

5/ Calculer Y] et expliciter les coefficients de la matrice colonne Yj,.

6/ En déduire que :
n—1 n—1
Vn=1, u,= é g - —1 .
9 3 3

PARTIE II — Probabilités discrétes.

On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piece de monnaie pour
2
laquelle la probabilité d’obtenir PILE vaut —.

On suppose donnée un espace probabilisé muni d’une probabilité P modélisant
cette expérience.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On dit qu’il y a apparition d’un
double PILE au rang n si on obtient PILE au (n — 1)-iéme lancer et PILE au
n-iéme lancer.

On note :
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e pour tout entier n > 1, F}, ’événement « on obtient FACE au n-iéme lancer » ;

e pour tout entier n = 2, D,, I’événement « on obtient un double PILE au rang

n pour la premieére fois » ;

e pour tout entier n > 2, v, = P(D,,). On conviendra que v; = 0.

Par exemple, si les lancers donnent successivement :

« PILE, FACE, FACE, FACE, PILE, FACE, PILE, PILE »

alors ’événement Dg est réalisé.

1/

2/

3/

4/

5/

On lance n fois de suite la piece de monnaie. On appelle X la variable aléatoire
égale au nombre de PILE obtenus au cours de ces n lancers.

a/ Déterminer la loi de X (une réponse argumentée est attendue). Préciser
Pensemble X (2) des valeurs prises par la variable aléatoire X ainsi que la
valeur de P(X = k) lorsque k € X(Q).

b/ Donner la valeur de l'espérance E(X) et de la variance V(X)) de la variable
aléatoire X.

On lance indéfiniment la piece. On note Y le rang d’apparition du premier
PILE, s’il apparait.

a/ Déterminer la loi de Y (une réponse argumentée est attendue). Préciser
lensemble Y () des valeurs prises par la variable aléatoire Y ainsi que la
valeur de P(Y = k) lorsque k € Y (Q).

b/ Donner la valeur de I'espérance E(Y) et de la variance V(Y') de la variable
aléatoire Y.

Calculer vy et v3. Vérifier que :

1
V3 = —VUy + =V1.

3 9

Rappelons que l'on a convenu que vy = 0.

Soit m = 2. On suppose qu’au premier lancer, PILE est obtenu et on souhaite
la réalisation de ’événement D,, 5.

Quel est alors le résultat du second lancer ? A I’issue de ces deux premiers lancers,
combien de lancers reste-t-il a effectuer pour que D, ;o puisse se réaliser 7

Les réponses devront étre justifiées.
En déduire que :

1
Pﬁ(Dn+2) = ng

Pour n > 2, justifier que :

PF1 (Dn+2) = Un+1-
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6/ A T'aide de la formule des probabilités totales, montrer que :

n = 2a Un+2 = §U7L+1 + §Un-

En outre, d’aprés la question I1/3/, cette formule est vraie pour n = 1.
7/ A Taide de la partie I/, justifier que :

war ro0-31(3)7 - (57|

8/ Pour tout entier n > 2, on note E,, I"événement « il n’y a pas eu deux PILE
consécutifs au cours des n premiers lancers ».

Exprimer I’événement F,, en fonction des événements Ds, ..., D,. En déduire
que :

P(E,) =1- Z V.
k=2

9/ Calculer la limite de P(E,,) lorsque n — +c0.

Exercice 3 (probabilités continues)

On considere les fonctions f, g et h définies respectivement sur R par :

2 _
Va? S R, f(x) = m, g(.’l’,’) = —2111 (1 + e 3:)
2 xr
I
h(z) =<{ (1+e7)
0 si z<0

1/ Soit & = 0. Calculer f'(x) et ¢'(x) puis vérifier que :
hz) =—f'(z) et f(z)=g'(2).

2/ Soit A = 0. Justifier que :

A
f h(z)dz =1— f(A).

A

Que vaut J fl@)dx?

0
3/ Soit A = 0. A T’aide d’une intégration par parties, montrer que :

A
L 2.h(z) dz — —AF(A) + g(A) — g(0).
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4/ La fonction h est-elle continue en 07 Une réponse argumentée est attendue.

5/ Prouver que h est une densité de probabilité.

Dans toute la suite de ’exercice, on désigne par
Z une variable aléatoire dont h est une densité.

6/ Démontrer que la fonction de répartition H de Z est définie sur R par :
e’ —1

er +1

si <0, H(x)=0.

7/ Calculer les probabilités suivantes :
P(Z >2n(2)), P(ln(2) < Z <1In(8)) et P[Z)ln(Q)] (Z < 1n(8))

On donnera les résultats sous la forme de fractions irréductibles.

8/ Déterminer la médiane de Z, c’est-a-dire la valeur de = pour laquelle

9/ Etablir que Z posséde une espérance et donner la valeur de E(Z).

— FIN DE L’ENONCE —
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Exercice 1 (suites et matrices)

7T 2 1 1 00 1
On considere les matrices N=13 6 1|, I=(0 1 0 et M = %N
9 6 7 0 0 1

Onpose: A=N—4l et B= N —121.
1/ Vérifier que AB = BA = 0. En déduire que : NA = 124 et que NB = 4B.
2/ On considére les suites (@, )nen et (b )new définies par ag = %, bo = —% et les

relations :
n+1 = 12a, et by =4b, pour tout ne N

a/ Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a :

N™ = a,A+b,B

b/ Quel est le type des suites (ap)nen €t (bn)nen ?

Déterminer, pour tout entier naturel n, des expressions de a,, et de b,, en

fonction de n.

1/3\" 1/1\" ,
¢/ Montrer que : M" = 3 <5) A— 3 <5> B pour tout entier naturel n.
3/ Un particulier a acheté une poule. La poule pond chaque semaine entre 0 et

3 ceufs. Si une semaine donnée, la poule ne pond pas d’ceuf, son propriétaire
décide de la manger a la fin de la semaine (elle ne pondra donc plus d’ceufs les
semaines suivantes). On note pour tout entier » non nul,

e U, I'événement « la poule est vivante lors de la n-eme semaine et pond un
ceuf » ;

e D, I’événement « la poule est vivante lors de la n-éme semaine et pond
deux ceufs » ;

e T, I'événement « la poule est vivante lors de la n-éme semaine et pond
trois ceufs ».

On note u,, d, et t, leurs probabilités respectives. On suppose que la premiere
semaine la poule pond un ceuf puis que pour tout entier naturel non nul, on a :

Upi1 = o5ln + 15dn + 35tn

dpt1 = s5Un + 15dn + 35tn

tns1 = opln + 5dn + o5t
Un,

On note X, la matrice | d,
128
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a/ Justifier que : X,, 11 = M X, pour tout entier n > 1.
b/ Montrer que : X,, = M"™ X, pour tout entier n > 1.
¢/ En déduire que pour tout n > 1 :

3/3 "‘1+5 " g _3(3 nloog
Un = ¢ 9\ = 5 n=35\| % -3
8 \5 s \5 8 \5 8
9 3 n—1 9 1 n—1
t t, =2 ~Z (=
SEHONEHG

d/ Que représente le nombre 1 — (u, +d,, +t,)?
e/ Vérifier que pour tout entier n > 1 on a :

n—1 n—1
9/3 7 (1

Montrer que la série 2 (upn, + 2d,, + 3t,,) converge et calculer sa somme.
n=1
Que représente ce nombre ?

Exercice 2 (suite et fonctions)

On consideére la fonction f définie sur R par : f(z) =2z — 2+ e~ *. On note C sa
représentation graphique dans un repere orthonormé.

1/ a/ Calculer lirll f(z). Montrer que la courbe C admet en 400 une droite
Tr—+00

asymptote D d’équation y = x — 2.

f(z)

b/ Calculer lim f(z) puis lim “——. Que pouvez-vous dire sur le compor-
Tr——00 r——0 I
tement asymptotique de la courbe de f en —c0?

2/ Calculer f’(z) pour tout réel x. Dresser le tableau des variations de f en y
faisant figurer les limites en —o0 et en +o0.

3/ Justifier que C coupe laxe des abscisses en exactement deux points d’abscisses
« et B, le premier étant positif, le deuxiéme étant négatif.
On donne e ~ 2, 7. Prouver que a € |1,2].

4/ Tracer lallure de C et de D. On donne o ~ 1,84 et § ~ —1,14.
5/ On consideére la fonction g définie sur R par : g(z) = 2—e™" et la suite (up)nen

définie par up = 1 et u,+1 = g(u,) pour tout entier naturel n.

a/ Montrer que pour tout réel z, on a : g(z) = x si et seulement si f(z) = 0.

b/ Calculer la dérivée de g. En déduire le sens de variation de g.
Montrer alors que 1 < u, < 2 pour tout entier naturel n.

¢/ Etablir que pour tout réel z appartenant a [1,2] : 0 < ¢/(z) <

| =
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d/ En déduire, en appliquant I'inégalité des accroissements finis que :

1
uns1 —af < - [un — o

pour tout entier naturel n.

. 1 .
e/ Montrer par récurrence que : |u, — a| < — pour tout entier naturel n.
e

Calculer lim u,.
n—+00

Exercice 3 (probabilités discrétes)

Un immeuble est constitué de 3 étages. Dans le hall de I'immeuble on peut accéder
a un ascenseur qui distribue chaque étage. 5 personnes montent ensemble dans
P’ascenseur. On suppose que chacune d’elles souhaite monter a I'un des trois étages
de maniere équiprobable et indépendamment des 4 autres. On suppose également
que l'ascenseur dessert les étages demandés dans 1'ordre et qu’il ne revient pas en
arriere.

On note X7 la variable aléatoire égale au nombre de personnes s’arrétant a 1’étage
numéro 1, X5 la variable aléatoire égale au nombre de personnes s’arrétant a I’étage
numéro 2 et X3 celle égale au nombre de personnes s’arrétant a 1’étage numéro 3.

1/ a/ Reconnaitre la loi de X;. Décrire I'ensemble X;(€2) des valeurs prises par
X;. Donner P(X; = k) pour chaque k appartenant a X7 (€2).
b/ Donner F(X1) et V(X7).
¢/ Expliquer pourquoi X» et X3 suivent la méme loi que Xj;.
2/ a/ Justifier que X7 + Xo + X35 = 5.
b/ En déduire la probabilité P((X; = 0) n (X2 = 0)).

1
¢/ Montrer que la probabilité que I’ascenseur ne s’arréte qu’une fois est 3

3/ On consideére la variable aléatoire Z égale au nombre d’arréts de ’ascenseur.
D’apres 2/c/ ona P(Z =1) = % Déterminer ’ensemble Z(2) des valeurs
prises par Z.

4/ Soit Y7 la variable aléatoire de Bernoulli égale & 1 si 'ascenseur s’arréte au

premier étage et a 0 sinon. On définit de méme les variables aléatoires Y5 et Y3
pour les étages 2 et 3.

a/ Justifier que P(Y; =0) = P(X; = 0).

b/ En déduire P(Y; = 1) puis E(Y1). On admet que Y2 et Y3 suivent la méme
loi que Y7 et qu’elles ont donc la méme espérance.

¢/ Exprimer Z en fonction de Y7, Y3 et Y3. Calculer E(Z) et vérifier que

211
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Exercice 4 (probabilités continues)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1. On considere la fonction f,, définie
sur R par :

fa@®)=Mn+D(n+2)t"(1—t) site [0,1] et fo(t)=0 sinon

1/ a/ Vérifier que f,, est continue sur R.
1
b/ Calculerf t" (1 —t)dt.
0
c/ En déduire que f,, est une densité de probabilité.

Dans la suite de ’exercice on utilisera les fonctions f, pour n =1, n =2 et n = 3.

2/ Madame A doit se rendre de Paris & Londres en train. Le haut-parleur de la
gare annonce pour son train un retard de moins d’une heure. On admet que la
variable aléatoire X égale & la durée (en heures) du retard admet pour densité
de probabilité la fonction f;. C’est-a-dire :

filt)=6t(1—t) site [0,1] et fi(t) =0 sinon
Soit F} la fonction de répartition de X.

a/ Déterminer I'expression de F}(z) lorsque x < 0 puis lorsque x > 1. Justifier
que pour tout z € [0,1], Fi(z) = 32 — 22°.

b/ Quelle est la probabilité que le train ait moins d’une demi-heure de retard ?

c/ Quelle est la probabilité que le train ait un retard compris entre un quart
d’heure et une demi-heure ?

d/ La haut-parleur annonce que l’on sait que le retard sera inférieur & une
demi-heure. Quelle est la probabilité qu’il soit supérieur a un quart d’heure ?

3/ a/ Vérifier que tf1(t) = % f2(t) pour tout réel t. En déduire I'espérance de X.

b/ Exprimer t?fi(t) en fonction de f3(t) pour tout réel t. En déduire E(X?)
puis V(X).

4/ Une fois que le train arrive a Paris, il continue a prendre du retard sur le chemin
entre Paris et Londres. On nomme Y la variable aléatoire égale au retard en
heures pris par le train durant ce trajet. On suppose que Y admet pour densité
la fonction g définie sur R par :

3 s,

g(t) = ¢

site [0,+0] et g(t)=0 sinon
a/ De quelle loi usuelle reconnaissez-vous une densité ? Calculer E(Y).

b/ Soit Z le retard total que cumule le train en arrivant & Londres. Exprimer
Z en fonction de X et de Y. En déduire la durée moyenne en heures du
retard de Mme A lors de son arrivée a Londres.

— FIN DE L’ENONCE —
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