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Avant-propos

Cet ouvrage est destiné aux étudiants de classes préparatoires scientifiques MPSI et PCSI, mais il inté-
ressera également les étudiants de premiere et seconde années de licence de mathématiques.

Votre réussite dans 1’enseignement supérieur nécessite une adaptation qui peut étre difficile : hiérar-
chisation des connaissances, maitrise de techniques classiques, résolution de problemes longs a questions
enchainées. Ce manuel a été concu pour répondre a ces trois difficultés. Il est divisé en 28 chapitres et
est conforme aux nouveaux programmes de MPSI et PCSI. Ces deux programmes, différents, comportent
néanmoins de nombreuses notions communes : chaque chapitre fait apparaitre clairement cette différence
et les chapitres spécifiques pour PCSI ou MPSI sont indiqués dans le sommaire.

La page d’introduction de chaque chapitre présente rapidement les concepts mis en jeu et comporte
souvent un script Python vous permettant de faire le lien avec votre cours d’informatique commun de
premiére année.

Le résumé de cours, généralement de 4 a 5 pages, comporte toutes les notions importantes, sans dé-
monstration, que vous devez connaitre. De nombreux dessins viennent illustrer ce cours et permettent sou-
vent de mieux comprendre le contexte d’un théoreme ou d’une proposition.

Les exercices, au nombre généralement de 3 pour pour chaque chapitre, ont été choisis pour leur carac-
tere trés classique et leur mise en ceuvre des théorémes importants du programme. De difficulté variable, ils
comportent tous une correction détaillée et des remarques dans la marge.

Le probleme a question enchainées indiqué par la mention « Au concours » est un exercice plus long,
extrait de concours adaptés a la premiere année de classe préparatoire scientifique. Il doit vous permettre
d’aborder sereinement les devoirs surveillés ainsi que de vous préparer aux concours de seconde année.

Nous espérons que cet ouvrage répondra a vos attentes et vous aidera a obtenir, a I’issue de votre classe
préparatoire, une Grande Ecole. Nous vous souhaitons beaucoup de succes dans vos études.

Nous remercions B. Saleur pour la relecture attentive de ce manuel.

Les auteurs
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—— Chapitre 1

Nombres réels et nombres complexes

— Présentation

Si on considere une équation du second degré a coefficients complexes, on peut encore déter-
miner les solutions a 1’aide du discriminant. Cependant, il est nécessaire d’en déterminer une
racine carrée, éventuellement complexe :

2 _ 12
—b® =Re(A
FP=As@+ib)’=As{" (&)
2ab = Im(A)
L’identification des modules dans la premiere égalité nous permet alors d’ajouter une derniere
équation au systeme : a® 4+ b> = |Al. On peut ainsi déterminer a et b puis une racine
carrée § = a + ibde A.

On peut donc adapter le programme de résolution des équations du second degré vu en
Terminale S aux nombres complexes :

from math import =
def trinome (a,b,c):
D=bx**2-4*axc
if D==0:
return -b/2+*a
else:
if D.imag>=0:
d=sqgrt ((abs (D) +D.real) /2)+1jxsqrt ( (abs (D)-D.real) /2)
else:
d=sqrt ((abs (D) +D.real) /2)-1jxsqrt ( (abs (D) -D.real) /2)
return (-b+d)/2*a, (-b—-d)/2*a

>>> trinome(l,-3-17j,4+373)
(2 —15), (1 +29))

Le cours 8
Les exercices 13
Calcul de sommes
Module et argument d’un nombre complexe
Résolution d’équations polynomiales dans C
Au concours 16




Nombres réels

[Proposition 1. Soita,b e R.Ona:ab=0< a=00ub=0. J

Inégalités

Définition. R est muni d’une relation d’ordre > définie par:a > b < a — b > 0.

Proposition 2. (Compatibilité des opérations) Soit a,b € R. La relation d’ordre > est compatible
avec les opérations sur R :

) Ve, deR,a>b,c>d=a+c>b+d;
) Ve,deR, a>b>0,¢c>d>0=ac>bd > 0.

La multiplication par un nombre négatif inverse une inégalité.

Valeur absolue

siz >0

Définition. Soitz € R. On appelle valeur absolue de x le réel noté r <0
siz <O0.

x| etdéfini par: |z| = {x
-z

Proposition 3. Soit z,y € R.On a :
@ |z| >0et|z| =0 z=0; (i) Va2 = |z|;

_lel,
lyl’

(i) |z| = max(z, —x); (iv) |zy| = |z||y| et, pour y # 0, z

™) [lz] = |yl| < =+ y| < |@| + |y| (inégalité triangulaire).

Nombres complexes

Ecriture algébrique et représentation

Définition. L’ensemble des nombres complexes, noté C, est I’ensemble {a+ib, (a,b) € R?}, o i vérifie
la relation i> = —1. On définit la somme et le produit de deux nombres complexes par :

(a+ib) + (a +ib) = (a+a') +i(b+b) et (a+ib) x (a' +ib) = (aa’ — bb") +i(ab’ + a'b)

[Proposition 4.Soit 2,2’ € C.Ona: 22’ =0 2=00uz =0. J

Théoreme 5. (Existence et unicité de I’écriture algébrique) Soit z € C. Il existe un unique couple
(a,b) € R? tel que z = a + ib. Les réels a et b sont respectivement appelés partie réelle et partie
imaginaire de z. On note a = Re(z) et b = Im(z).

=Im(z)]---—-- M
On identifie le plan complexe au plan usuel : tout point M (a,b) b= Im(z) K (2)

désigne le point d’affixe z = a + ib qu’on note M (z). ‘

8 Fiche 1 : Nombres réels et nombres complexes



Définition. Soit z = a + ib € C. On appelle conjugué de z le nombre complexe Z = a — ib.

Proposition 6. Soit z € C. Ona:
DZ=2; ()ztz=z+7; (i)zxz=2x2; @) siz#0,(F) =2
Proposition 7. (Caractérisation des nombres réels et imaginaires purs) Soit z € C. Ona:
(i) Re(z) = Z—;Z; (i) Im(2) = 22;_2;(111) 2ER© Z=2; (iv) 2€iR& T =2
i

Module et argument d’un nombre complexe

Définition. Soit z = a + ib € C. On appelle module de z le nombre réel noté |z| et défini par :

|z| = Vzz = Va? + b2

Proposition 8. Soit z € C. Alors :
(i) |z| >0et|z] =0 2z=0 (i) [Re(z)| < |z|et|Im(2)| < |z| (i) |z] = |2|
@) |22/ = |2l @) sideplus 2 #0,|%| = 12|
z’ |2/|
Proposition 9. (Inégalité triangulaire) Pour tous z, 2’ € C,
|2l = |2l] < Iz + 2] < |2] + /]
etonalecas d’égalité : [z + 2| = |2| + |2/| & 2’ =0ouT a € Ry, 2 = az’.

Le cas d’égalité signifie que O, M (z) et M’(2") sont alignés sur une méme demi-droite d’origine O.
Définition. Soit z = a + ib € C\ {0}. On appelle argument de z tout nombre réel 6 vérifiant :

z = |z|(cos(0) + isin(h)).
On note arg(z) n’importe quel argument du nombre complexe z.

Définition. Soit 6,0’ € R. On note = 0’ [a] lorsque 6 — 0’ € aZ.

Si on considére le point M (z) dans le plan usuel muni d’un repére | 2|
orthonormé (O, i, 7), le module représente la distance OM et I’argu-

> =7 j
ment donne une mesure de 1’angle des vecteurs (i, OM). JO\

Proposition 10. Soit 2, 2 € C non nuls. On a:

z=2 & 2| = 2| et arg(z)=arg(z') [27].

Fiche 1 : Nombres réels et nombres complexes 9



Proposition 11. Soit z, 2" € C\ {0}.Ona:

(i) arg(z) = —arg(z) [2n]; (i) arg(22") = arg(z)+arg(2’) [27]; (iii) arg(g) = arg(z)—arg(2’) [27].

\ J

Proposition 12. (Caractérisation des nombres réels et imaginaires purs) Soit z € C \ {0}.On a:

)z eR* ©arg(z) =0 [r]; (i) z € (R* & arg(z) = g [7].

" J

Définition. On pose pour tout § € R, €' = cos(f) + isin(6). Ainsi, tout nombre complexe non nul peut
s’écrire sous forme trigonométrique :

z=re" avecr =|z| > 0etd = arg(z) [2].

Proposition 13. Soit 0,0’ € R.On a:

5 _ . i . ’ 0 . ’
Del = =o=0 [27]; (D) e = e (i) e = !0, (1v) o = 6=,

\

Proposmon 14. (Formules d’Euler et de de Moivre) Soit # € R.On a :
67,0 + 6—19 6 —1i0

5 etsin(f) = % 5

(ii) pourtoutn € Z, (e**)™ = ™ qui s’écrit encore : (cos(8) + isin(0))™ = cos(nf) + i sin(nd).

(i) cos(9) =

" J

Définition. On définit I’exponentielle complexe pour tout z = a + b € C par :

e =e"e"” = e*(cos(b) +isin(b))

Proposition 15. Soit 2, 2" € C. Ona
@) |e*] = e*® £ 0;

—z/ z+z' z 2!

. (i) e =ee”; (iv)er=e”

[Proposition 16.Soit 2,2’ € C.Ona: e* = e* < 2 — 2’ € 2inZ. ]

Nombres complexes de module 1

Définition. On appelle cercle trigonométrique 1’ensemble des nombres complexes de module 1 noté U
qu’on peut paramétrer de plusieurs facons :

U= {M(cos(h),sin(f)), 6 € R} = {M(e"), 6 € R}

[Théoréme 17. (Relation fondamentale) Soit § € R. On a : cos®(6) + sin?(9) = 1. J
Formules géométriques. Soit z € R.On a :
(i) cos(—x) = cos(x), sin(—x) = —sin(z);
(ii) cos(x 4+ m) = —cos(z), sin(zx + 7) = —sin(z);
(iii) cos(3 + x) = —sin(x), sin(§ + ) = cos(x);
(@iv) cos(§ —z) = sin(z), sin(§ — z) = cos(z);
(v) cos(m — ) = — cos(x), sin(w — x) = sin(z).

—COST' coszx

10 Fiche 1 : Nombres réels et nombres complexes



Proposition 18. (Formules d’addition, soustraction, duplication et linéarisation) Soit a, b, x € R.

(1) cos(a = b) = cosacosb F sinasin b (ii) sin(a £ b) = sinacosb £ sinbcosa

(iii) cos(2z) = 2cos’z — 1 (iv) sin(2z) = 2sinz cos

(v) cosacosb = 1 [cos(a+b) + cos(a —b)]  (vi)sinasinb = % [cos(a + b) — cos(a — b)]
(vii) sinacosb = 1 [sin(a + b) + sin(a — b))

Proposition 19. (Formules du demi-angle) Soit a, b € R. On a les factorisations :

X . .a+b . . .a+b
b — == b .. _ ==y
e’ + e =2cos (“Tb) e 2 et e%—¢ ZQZSIH(aTb) e 2 .

\ J

Ces formules permettent de trouver les factorisations de cos a + cos b et de sin a + sin b.

Proposition 20. Soit «, 3 € R. On pose A = |a + i (3| et ¢ = arg(aw + % 8). On a, pour tout z € R :

acosz + [ sinz = Acos(z — ).

Equations dans C
Racines de I’unité

Théoréme 21. (Racines n-iémes de ’unité) Soitn € N*. On a :

2'=13Jke0,n—1], z=€e n

Cette équation possede donc n solutions qui forment les sommets d’un
polygone régulier (comme le montre le dessin pour n = 5).

Corollaire 22. (Racines n-iémes d’un complexe) Soitn € N* et zo € C.On a:

arg(z) 2ikmw
2=z 3dke0,n—1], z= |zo\%edgnz eI

Equation e* = 2

Théoréme 23. Soit zp € C\ {0}.Ona:

e® =zo < Re(z) =Inlzo| et Im(z) = arg(zo) [27].

Equation du second degré dans C

Proposition 24. (Equation du second degré) On considére I’équation az>+bz+c = 0 avec a, b, c € C
tels que a # 0. On note A le discriminant associé défini par A = b> — 4ac et on considere § € C tel

que 62 = A,
(1) Si A = 0, I’équation admet une solution double : zop = g—:.
(if) Si A # 0, 1’équation admet deux solutions distinctes : z; = _;’;5 et zp = _’2’;"5.

Fiche 1 : Nombres réels et nombres complexes 11



Proposition 25. (Relation coefficients-racines) Soit s,p € C.Ona:

21+ 22 =38

21, z2 sont les solutions de 1’équation 22— sz +p=0 &
Z122 =P

Utilisation des nombres complexes en géométrie

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 7, ;)

Définition. Si A(a), B(b) sont deux points d’affixes a, b € C, on définit Iaffixe du vecteur AB par b — a.

~

Proposition 26. Soit A(a), B(b), C(c) des points distincts d’affixes a,b,c € C.Ona:

Z:Z :% ot (ﬁ,c_B))zarg(s:Z)[m

" J

Corollaire 27. (Configuration a trois points) Avec les notations de la proposition précédente :
1. A, B, C sont alignés si et seulement si =< € R;

a—c
2. CTA> etC § sont orthogonaux si et seulement si Z:Z €iR;

\ J

Définition. On appelle transformation du plan complexe toute fonction f : z € C — f(z) € C.

( Proposition 28. (Transformations de base)

1. Sib e C, z — z + best la translation de vecteur @ d’affixe b.
2. Si z — Z est la symétrie par rapport a I’axe des abscisses.

3. Sif € R, z — €2 est la rotation de centre O et d’angle 6.
4. Sik € R*, z — kz est I'homothétie de rapport k.

\ J

La fin du chapitre est réservée aux MPSI

s N

Théoreme 29. (Similitudes directes) On considéere
f:z€Cr—az+b

aveca,b € C,a ¢ {0,1} et on pose zo = 1.
f est la composée commutative de la rotation de centre zo et d’angle arg(a), et de I’homothétie de
centre 2o et de rapport |a| et est appelée similitude directe de rapport |a| et d’angle arg(a).

" J

12 Fiche 1 : Nombres réels et nombres complexes



Exercices

Exercice 1. Calcul de sommes.
Calculer, pour z € Retn € N, les sommes :

Zcos (kx), Sa2(x

1. Soitz € Retn € N,ona:

S1 = Zcos(kx) =
k=0

n )
Z Re(ezka:)
k=0

Zsm (kx), Ss(x

n

Re(Z(em)k).

k=0

Z cos® (kx)

On reconnait alors la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de rai-

son e‘®
esie”=1&a=0[2n],alors > ;_ (") =37 1=n+1
e sinon, il vient :
n o 1 — (efeyntl 1— i(n+1)x
Syt = T I
1—e® 1—e®
k=0

En factorisant par ’exponentielle de la demi-somme, on en déduit :

( ) ei (n-;l)m e_i<n;—1)m o ei (n;—l)x 1% (722) sin(( z )z )
®) = —, . =€ 2.
e's e~i5 — il (—2¢)sin(%)

D’oli pour tout = # 0 [27], S0_ (e™)F =

sin( (n«gl)z)
sin( )

.

nz
2

Ainsi, en prenant la partie réelle dans chacun des cas, on obtient :

n+1 siz =0 [27]
Si(z) = iy sin( D) .
cos(%F). (D) sinon
De la mé&me facon,
n n . n .
x) = Zsin(k'a:) = Zlm(elkm) m(Z(e”)k)
k=0 k=0 k=0
de sorte que :
0 siz =0 [27]
52 (x) = . rmaxy sin( (nJrzl)I .
sin(%?) (D) sinon

Pour les dernieres sommes, il suffit de se ramener a la formule de duplication :

Yz €R, cos’(z) =

Ainsi,

_ %(Zl-‘rZCOS k.2z) ) = {Z;l
k=0

S1(22)

+ cos(nx).

1
5(1 + cos(2x))

sin((n+1)x)
2 sin(x)

siz =0 [r]

sinon

On pourra citer la
Sformule de Moivre.

Ne pas oublier le cas
q=1

De méme, on pourrait
calculer S4 =

Sop_osin?(kz).

Exercices 1 : Nombres réels et nombres complexes

13



Exercice 2. Module et argument d’un nombre complexe.
Soit n € N. Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

1—4v3 .,
L (—%)
1+e*6

2. (L+d)"+(1—d)"

On factorise par le
module avant de
reconnaitre des
valeurs usuelles.

Ne pas oublier de
vérifier que le module
est strictement positif.

On discute les huit
valeurs possibles sur
un tour du cercle
trigo : on dit qu’on
travaille modulo 8.

1. Notons pour tout n € N, z,, ce nombre complexe. On a d’une part :

V3

1-iv/3= 2(% %) = 2fcos(F) — isin(§)) = 27

2 3

]

D’autre part, la factorisation par I’exponentielle de la demi-somme nous donne :

;5T
6

.5 .5 .5
1+ e’ = el%.(eilﬁ —+ 62%)

s

et ainsi pour toutn € N, z, = (

En particulier, pour tout n € N, cos”™ ( 5 ) > 0 et finalement,

12
1
Zn| = omnmy
{| | cosn(?)
arg(zn) = — >4 [27]

—i T n
2e 3 > 1 —1
= .€
;b 5 n (5w
iom (5T cos™ ( )
e'12.2cos(35) 12
us

2. Notons encore pour tout n € N, z;,, ce nombre complexe. On rappelle que :

1+i=V2e'Tetl—i=+2e'%

Dans ce cas, pour tout n € N,

2 =v2". (ei%r + e_i%r) =2"2 cos(@)

On en déduit que 2z, € R. Discutons alors le signe de cos(
valeurs prises parn € N :

4
nm
4

) en fonction des

e sin = 8qou8q+ 1ou8q+ 7olq € Z,alors cos(*) > 0 donc

|zn| = \/5".2cos(%)
arg(zn) = 0 [27]

e sin =8¢+ 2ou8qg+6oliq € Z, alors cos(%) = 0 donc z, = 0.
esin =8¢+ 3ou8g+4oudqg+5oilg € Z, alors cos() < 0 donc

2n = —/2".2 cos( T )e'™ de sorte que :

{|zn| =—2"2 cos()

arg(zn) = 7 [27]

14
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Exercice 3. Résolution d’équations polynomiales dans C.
Résoudre les équations d’inconnue z € C :

1. 22— (3+i)z+4+3i=0;
2. 284+ (2 —-1)2—1—i=0;
3. (z4+ 1) —(z—1)*=0.

1. Il s’agit d’une équation a coefficients complexes de degré 2 : on calcule le discrimi-

nant A = —8 — 6¢ et on cherche une racine carrée § telle que :
a® - =-8 a==1
F=As(a+ib)’=As{2ab=—6 & ¢ 2ab=—6
a®+b* =10 b=4+3

La deuxieéme condition nous donne alors : § = 1 — 3¢ convient. On en déduit :
S={1+2i,2—-1i}

2. 11 s’agit d’une équation a coefficients complexes de degré 6. Posons Z = 23 de sorte
que :
P21 -1-i=02+2i-1)Z-1-i=0

On résout cette derniere équation. Il vient A = 1, et ainsi 6 = 1 convient. Par
conséquent,

24+ (2i-1)Z-1-i=0&Z¢c{—i,1—i}

On est alors amené a résoudre deux nouvelles équations :

2 =—jet=1—14
e pour cette premiere équation, on remarque que ¢ est une solution évidente et
.. . P . i2km
ainsi, on a immédiatement z € {ie’"5 , k € [0,2]}.
. z3:1—i<:>z3:\/§e_i£
En posant z = pe® (p > 0,6 € R), on identifie le module et argument et
2km

3, ke[o,2]}.
On en déduit que I’ensemble des solutions est :

.. 1 .
ainsi, z € {26e"12¢"

j2m | 4w 1 . 1l .7 1 ;15w
S = {i,ie'3 ,i.e"3 ,20e "12 26¢"12 206" 12 }

3. En développant, on peut se ramener a une équation du second degré a coefficients
réels. Par ailleurs :

(z+1)3—(z—1)3:0<:>(z+1)3:(z—1)3<:>(z+1> 1,41

1 1 ;
<:>Z+ €U3,27é1<i>2+ :ez2k ,
z—1 z—1

j2m
23:

En conclusion, on trouve alors en notant j = e

i+l 741
S=Ur o

.

La derniére égalité
vient de 1’égalité des
modules |§|2 = |A|.

Les solutions sont
obtenues en
multipliant une
solution particuliére
par les racines de
lunité.

Onaaussij? =7 :
1,4, 52 sont les
racines 3-iemes de
lunité.

Exercices 1 : Nombres réels et nombres complexes
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Au concours

Exercice 4. (Adapté des Mines de sup 2000)
Soit n € N*. On définit A(X) = (X + 1)*" — 1 un polynéme de R[X], et on pose :

n—1
km
1By = | | in(—
k=1 sm(Qn)

n—1
1. Montrer que pour toutn € N* ettous X,V e C: X" —Y" = (X —-Y) Z Xkyn=i=k,
k=0
2. En déduire que pour tout X € C, A(X) = X.B(X), ou B est un polyndme dont on précisera le degré,
le coefficient dominant ainsi que le terme constant noté bo.

3. Déterminer les racines de A dans C. On posera zp = 0 et les autres racines 21, . . . , 22,—1 Seront mises
sous forme exponentielle.
2n—1 P 2n—1 P
4. Montrer que P, = k=1:[+1 sin( o ). En déduire que si @, = kl:[l sin( 2n), alors P, = /Qn.
2n—1
5. Calculer de deux facons le produit : H zk, puis en déduire @, et P,.
k=1

1. Soit X, Y € C. On procéde par récurrence sur n € N* :
Par convention, 0 b rO0—k L .
X0 —1. e Pourn=1,(X-Y)> . X"Y" ™" = X —Y etdonc la propriété est vraie.

e Soit n € N*, supposons que la propriété est vraie au rang n. Dans ce cas,
X"yt = XX Y ") XY Y = XX Y (X =YY"

or d’apres I’hypothese de récurrence, X" —Y "™ = (X-Y) Z;é XFkyn-1-k

de sorte que :
n—1
Xn+1 . Yn+1 _ X(X o Y) Z XkYnflfk + (X - Y)Yn
k=0
On décale 'indice b i1 ok
dans la somme : on =(X-Y) Z Xy P (X -y
parle de changement k=0

d’indice. n
=(X-V)> x4 (x -y
————

k=1 cas k=0

etainsi X" — Y™ = (X —Y) Y7, X*Y"*, ce qui acheve la récur-
rence.

n—1
En conclusion, pour toutn € N*, X" —Y" = (X —Y) Z XFyn—i=k,
k=0
2. La formule de factorisation précédente nous donne, pour tout X € C,

AX) =X+ —1" = (X +1-1) ni (X +1)F17 % = XB(X)

k=0
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ot B(X) = Y7 (X + 1)k,
On constate alors que B est un polyndme unitaire de degré 2n — 1 et de terme
constant :

2n—1
bo=DB(0)= > 1=2n
k=0
3. Avec A(X) = X B(X), 0 est racine évidente. D’autre part, on peut écrire :
2n—1 2n 2
X+D"-1 (X+1)"-1
B(X) = x4+ 1)F = =

(X) kZ:o( +1) X+1-1 X

Ainsi, r est racine de B si et seulement si :

(r4+1)* =1 N r+1¢€Us,
r#0 r#0

On en déduit que les racines de A de degré 2n sont exactement : zo = 0 ainsi que
e — 1, ke [1,2n—1].
En factorisant par I’exponentielle de la demi-somme, il vient :

b o b km

s kT
o0 (elan

"2 — e "2n) = 24e"2n gin(—
(e e ) ie 51n(2n)

les 2n — 1 complexes z, =

4. On fait un changement d’indice en posant [ = 2n — k, ainsi :

2n—1 2n—1
P, = H sin( H sin( H sin(
l=n+1 l=n-+1
et par conséquent :
2n—1 2n—1
2
Qn = H sin( H sin( H sin(
k=n+1
5. e Les questions précédentes nous permettent alors de factoriser le polyndéme B

et d’apres la question 2, B étant unitaire de degré 2n — 1 :

2n—1

BX) = [] (X - )

k=1

Etdone, B(0) = 2n = [[;"7 ' (—z¢) & [T327 " 21 = —2n.
e D’autre part,

2n—1 2n—1

sz— HQze 2n sin( )

_ (Zi)Qn—lez(Qn—l)an —

2n— 1
(22)2n 167,2n > an

(207 (1" iQ,
—2n & 22”71Qn = 2netdonc:

Jn
2n1

Par conséquent, il vient (27)?" 71 (—1)"T1iQ,, =

n
Q"722n et Py =

Un polynéme de
degré 2n a au plus
2n racines.

Formule d’Euler.

Le coefficient
dominant vaut 1.

Ona:

2n 1 71271, —
( Dr.(=i) =
(—1)7+1s,
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—— Chapitre 2

Techniques de calcul en analyse

— Présentation
Etudions I’équation d’inconnue z € R :

-z —1=0. (E)

5

On pose, pour tout z € R : f(z) = z° — & — 1. Cette fonction est dérivable sur R comme

polyndme et pour z € R :

fl(x)=5z"-1=5(—a)(z+a) (@ +a?)

ol on a posé o = ﬁ.De plus f(—a) = —2 —1 < 0(cara®* = ).

On obtient ainsi le tableau :

x —0o0 - « a “+00
f(x) + 0 — 0 +
f(=a) <0 +0o
f(x) / \ /(v)/
PN fla) <0

Le théoréme des valeurs intermédiaires et la stricte croissance de f sur [a, +00[ montre que
I’équation (E) posséde une unique solution. Nous verrons dans ce chapitre que le théoreme de
la bijection justifie également I’existence et 1'unicité de cette solution.

Nous avons démontré que le polyndme X — X — 1 posséde exactement 1 racine réelle sans en
déterminer une expression. Contrairement au cas des trinomes du second degré, il est impossible
d’avoir des formules générales pour obtenir une expression « simple » de cette racine.
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Généralités sur les fonctions

Ensemble de définition, représentation graphique

Définition. Une fonction f de R dans R est une correspondance, qui a un réel x associe au plus un
élément f(z) € R. Lorsque f(z) est défini, f(z) est appelé image de z et x est un antécédent de f(x).

Définition. On appelle ensemble de définition d’une fonction f de R dans R I’ensemble des « € R pour
lesquels f(x) existe.

Dans la suite, f est une fonction de R dans IR, dont le domaine de définition est noté Z( f).

Définition. Soit I C Z(f). On note f(I) I’ensemble de toutes les images de tous les éléments de I appelé
image de [ par f.

On peut faire la somme, la différence, le produit et le quotient de deux fonctions mais également :

Définition. Si f et g sont deux fonctions de R dans R, on définit la fonction composée de f par g :

(g0 f)(x) =g(f(x))
lorsque g(f(x)) existe (c’est-a-dire lorsque f(z) € Z(g)).

Définition. Soit f une fonction de R dans R. On appelle courbe représentative de f (ou graphe de f)
I’ensemble des points de coordonnées (, f(x)). On notera cette courbe %.

Parité, imparité, périodicité
Définition. Un ensemble A est symétrique par rapport a a € R lorsque pour toutz € A, a — x € A.

Définition. On dit que f est
(i) paire lorsque 2(f) est symétrique par rapport a 0 et pour tout z € 2(f) : f(—z) = f(x);
(ii) impaire lorsque Z(f) est symétrique par rapport a 0 et pour tout z € 2(f) : f(—z) = —f(x);
(iii) T-périodique lorsqu’il existe T' € R*"* tel que

Vze 2(f), z+TeD(f)etflz+T)=f(x).

Le réel T est appelé période de f.

f(x)

T
x
—— w

fonction impaire

Le graphe d’une fonction :
Le graphe d’une fonction périodique est

e paire est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées; . . . L.
p Y quep PP invariant par translation de période 7'.

e impaire est symétrique par rapport au centre du repere.
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Monotonie

Définition. On dit que f est
(i) croissante (respectivement décroissante) sur [ lorsque

Voy, e €1, w1 Sap = f(@1) < f(x2) (resp. f(z1) = f(x2));
(ii) strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur / lorsque

Vri,xe €1, x1 <19 —> f(ﬂ?l) < f(mz) (resp. f(xl) > f(xz))
La monotonie d’une fonction est donnée sur un ensemble : ¢’est une propriété globale.

Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition. Soit A C Z(f). On dit que f est
1. majorée sur A lorsqu’il existe M € R tel que, pour tout z € A, f(z) < M ;
2. minorée sur A lorsqu’il existe m € R tel que, pour tout x € A, f(z) > m;

3. bornée sur A lorsque f est a la fois majorée et minorée sur A.

f(x) f(z) , f(x)
Cr M
P M

/\/\ €

m m
fonction majorée ¢y fonction minorée fonction bornée
[Proposition 1. f est bornée sur A C Z(f) si et seulement si : 3C' € R, Vx € A, |f(z)| < C. ]
Limites

Soit f, g admettant des limites en a € Z(f) N Z(g) ou a = +0c0. On a les opérations sur les limites :

lim f(z) | lim g(z) | lim (f(@)+g(z)) | lim f(x) g(z)
T—a T—a z—a r—a
‘ 7 (e o lim f(z) | 1m0
+ + +
ioo 00 0 +00 040 1
00 Foo F.I —o0 ot +00
£>0 +o0 +oo +oo
£<0 o0 oo Foo 0 -
0 +oo +oo FI.

e EI. sont des formes indéterminés : les opérations sur les limites ne permettent pas de conclure.

e Pour étudier la limite d’un quotient, on peut utiliser le tableau en écrivant 5 =fx %.

o Ces tableaux sont valables pour des limites en a™ (limite a droite en a) et en ¢~ (limite A gauche en a).
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Le théoréme suivant sera donné de fagon plus précise dans le chapitre Limites et continuité.

Théoreme 2. (Composition des limites) Si les limites suivantes
b= lim f(z) et lim g(X)

existent alors
lim g(f(z)) = lim g(X).

T—a X—=b

Ce théoréme peut étre vu comme un changement de variable X = f(z).

Continuité

Définition. On dit que f est continue en a € Z(f) si et seulement si f admet une limite en a et

lim f(x) = f(a).

Tr—ra
Une fonction est continue sur un ensemble / lorsqu’elle est continue en tout a € 1.

Les fonctions usuelles : les polyndmes, exp, In, cos, sin, |/ sont continues sur leurs ensembles de définition.

N

Proposition 3. Soit f et g deux fonctions définies et continues sur un ensemble I et A € R.
(i) Af, f + get fg sont continues sur /.

(i1) Si g ne s’annule pas sur I alors i est continue sur /.
g

\ J

e Y
Proposition 4. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I et g une fonction définie et
continue sur f (7). La fonction g o f est continue sur I.

A

J

Ceci signifie que pour a € R, si g est continue en f(a) alors g o f est continue en a.

Théoréme 5. (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f une fonction continue sur intervalle [a, b]
avec a,b € Reta < b. Pour touty € [f(a), f(b)], il existe o € [a, b] tel que

y = f(zo).

On peut représenter graphiquement le théoréme des valeurs intermédiaires :

En considérant z € [a, b] comme inconnue :

/ y e I’ensemble des solutions de 1’équation y = f(x) est :

/\\ 1 i {@1, 22, 23 };

x
[T . \/wgb e I’ensemble des solutions de I’inéquation y < f(z) est :
|

[:cl,xg} U [:Cg,b]
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Dérivation

On donnera uniquement dans cette partie des aspects calculatoires : les aspects théoriques sont traités dans
le chapitre Dérivabilité.

Théoreme 6. Lorsque f est dérivable en a € Z(f), une équation de sa tangente en a est donnée par la
formule y = f(a) + f'(a)(z — a).

Dans le tableau suivant, le domaine est I’ensemble sur lequel la fonction est dérivable, et on considére n un
entier naturel non nul, k un entier relatif strictement négatif et C' une constante réelle.

Fonction Dérivée Domaine Fonction Dérivée Domaine
z— C z—0 R cos —sin R
=z |z ng™ ! R sin cos R
z =k T ka1t R* exp exp R
e VE | o R+ | oL 0,400
e ’ n T —
Qﬁ T ’

e N

Proposition 7. Soit f et g deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle / et A € R.
(i) Les fonctions f + g, A f et f g sont dérivables sur [ et
(f+9)=f+g, AN =xf" e (fo)=fg+fg"
/ o /
(i) Si g ne s’annule pas sur 7, / est dérivable sur [ et <£> = M
g g g

" J

Proposition 8. Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et g une fonction définie et
dérivable sur f(I). La fonction g o f est dérivable sur I et :

(gof) =f x(g'of).

\ J

Cette proposition permet de retrouver toutes les dérivées composées usuelles.

Proposition 9. (Variations de f) Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.
(i) f est constante sur [ si et seulement si, pour tout z € I, f'(x) = 0.

(i1) f est croissante (resp. décroissante) sur I si et seulement si, pour tout x € I,
f(x) >0 (esp. f'(x) <0).
(iii) Si, pour tout z € I, f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0), alors f est strictement croissante sur I (resp.

strictement décroissante).

\ J

Le (iii) est valable lorsque f’ s’annule au plus en un nombre fini de points.
C’est avec ce théoréeme qu’on établit le tableau des variations d’une fonction.
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Fonctions bijectives

Définition. Une fonction f est une bijection d’un intervalle I sur un intervalle .J lorsque :
pour tout y € J, il existe un unique = € I tel que y = f(z).

On dit aussi que f est bijective de I sur J : f fait correspondre de maniere unique les éléments de I et J.

La notion de bijection est détaillée dans le chapitre Ensembles et applications.

Définition. Avec les notations de la définition précédente, si f est bijective, on appelle application réci-
proque, qu’on note f !, Iapplication de J dans I qui vérifie, pour tout = € I et pour tout y € J,

y=f@)sz=1""().

Théoreme 10. (Théoreme de la bijection) Soit 7 un intervalle de R et f une fonction définie, continue
et strictement monotone sur /.

(i) f estune bijection de I sur J = f(I).

(ii) Son application réciproque f~* de J dans I est continue et strictement monotone sur .J avec la
méme monotonie que f.

J est directement donné par le tableau des variations.
A A & )
| ! Les courbes représentatives de f et de f~! sont symé-
l triques par rapport a la droite d’équation y = x.
|
x

17

Théoreme 11. (Dérivée d’une réciproque) Soit f une bijection de I sur J. Si f est dérivable sur I et
si sa fonction dérivée f’ ne s’annule pas sur I, alors f ' est dérivable sur J et :

() =

1

Fof T
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Exercices

Exercice 1. Homographies.
Soit a, b, ¢, d € R avec ¢ # 0. On considere

axr+b
cr+d

fix—

1. Déterminer le domaine de définition, noté Z( f), et les limites en +oco et —oco de f.

2. Justifier que f est dérivable sur Z( f) et déterminer une expression de sa dérivée.

3. Dresser le tableau des variations de f lorsque ad — be > 0.

4. Montrer que f réalise une bijection entre Z( f) et un ensemble que 1’on précisera.

1. La fonction est définie lorsque son dénominateur ne s’annule pas donc son domaine
de définition vaut, puisque ¢ # 0,

P(f) =]-00,—£[U] = +oo[
On peut écrire, pour tout z € R*,

a+b/z

f@) = g

Ora+b/x — aetc+d/x — cdonc par opérations sur les limites
z—+oo z—+oo

ole

f@) —

2. La fonction f est dérivable sur Z(f) en tant que quotient de fonctions dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas sur Z( f). Pour tout z € Z(f), ona

R ﬁ(aw-ﬁ-b)(ex—i—d)—(am+b)£(0w+d) B
7@ = Rt _

ad — be
(cx +d)?”

3. Avec la question précédente et I’hypothese ad —bc > 0, la fonction f est strictement
croissante sur | —co, — <[ et sur | — £, +00[. On obtient le tableau :

T —00 —g 400
f'(x) +
o0 a
f@| o« — 7 —
c —00
4. La fonction f est continue et strictement croissante sur ]—oo7 —%[ donc, par le

théoreme de la bijection, f réalise une bijection de | —oo, — ¢ sur | ¢, +-00[ d’apres
le tableau.

Par le méme raisonnement f réalise une bijection de ] - %, +oo[ sur } —00, % [

On sait de plus que | —o00, [N ] %, 00| = 0.

En conclusion, f réalise une bijection de Z(f) sur } —00, % [ U ] 2, 400 [

On applique la
formule de dérivation
d’un quotient.

Le signe de la dérivée
donne la monotonie
sur un intervalle.

Les limites en —% a
gauche et a droite
viennent du signe de
ad — be.

Le théoréme de la
bijection s’applique
sur un intervalle donc
il faut I’appliquer
deux fois.
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Exercice 2. Obtention d’inégalités.

1. Montrer que, pour tout x €] — 1, 1],

In(l1+2z) <z<—In(l-—=x).

2. En déduire que pour toutn € N, n > 2,

On étudie le signe de
la différence.

x est une lettre muette
dans 'inégalité.

On mentionne la
monotonie de la
fonction avant de
composer les
membres de
l'inégalité.

Pour a € RT*,
beER, ab =eblne,

(ea) =e=l=a)
n n

1. On étudie la fonction
fix—oz—In(1+z).
Comme In est définie et dérivable sur |0, +oo[, par composition, f est définie et
dérivable sur ] — 1,1[. On a, pour tout z €] — 1, 1],

1 T
! =1- =
F(z) 1+ 1+

donc f'(z) est du signe de x. On a également f(0) = 0.
On obtient ainsi le tableau des variations de f :

x -1 0 +00
f'(x) - 0 +
f(x) T 0 —

Ainsi, f est positive sur | — 1, 1 ¢’est-a-dire : pour tout z €] — 1,1,
0<z-In(l+z)<=Ih(l+z) <z
De la méme maniere, —x €] — 1, 1], donc en remplagant = par —x dans I’inégalité

précédente,
In(l—-z) < —z<+<=2z<—-In(1-=x).

En conclusion, pour tout z €] — 1,1, In(1 + z) <z < —In(1 — z).

2. Soitn € N, n > 2. Appliquons la partie de droite de 1’inégalité précédente en
considérant le cas particulierz = 1/n €] — 1,1]:

ln(l—&-l)glg—ln(l—l).
n n n

En multipliant par n et en composant par la fonction exp qui est croissante sur R, on

obtient
exp [nln (1 + l)] <e' <exp [—nln (1 - l):|
n n

ce qui s’écrit
n —n
(7)== (0-3)
n n

Remarque. On peut montrer que les termes de droite et de gauche de cette derniere
inégalité convergent vers e lorsque n tend vers +oc0.

26
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Exercice 3. Une étude de fonction.
On considere la fonction

f:w’—)m.

1. Déterminer le domaine de définition Z(f) de f.

2. Montrer que f réalise une bijection de ]0, +o0[ sur un ensemble qu’on précisera. On note g son appli-

cation réciproque.

3. Déterminer une expression de g.

1. Comme exp est définie sur R, la fonction f est définie lorsque son dénominateur ne
s’annule pas. Or, pour x € R,

T

e T =0t = T =12 =02 =0.
Ainsi, f est définie sur Z(f) = R™.

2. La fonction f est dérivable sur R* comme inverse d’une fonction dérivable ne s’an-
nulant pas sur R* et, pour tout 2 €]0, +00],
x —x
/ e’ —e
) =2 —75>0
f ( ) (ez + e—z)Q
car lorsque x > 0, e” > 1 > e~ *. Ainsi, la fonction f est strictement croissante.

De plus, e — +ooete”® — 0, donc par opération sur les limites
x—+oo x—+oo

flx)y — 0.

xr—+00
De méme, f(z) — +oo.
z—0t
Par suite, la fonction f est continue et strictement croissante sur |0, +oo[ donc, par le

théoréme de la bijection, elle réalise une bijection de ]0, +oo[ sur ]0, +oo[ compte-
tenu des limites précédentes. On note g sa fonction réciproque.

3. Soit y €]0, +o0[. L'équation d’inconnue = €]0,+o00[ : y = f(x) admet I"'unique
solution z = g(y). Déterminons ’expression de g(y). Soit z €]0, +00[. On a les
équivalences :

2 x —x T x
——— = ye —ye :2<:>y62 —2e" —y=0.

et —e~

y=f(z)=vy=

En posant X = e®, on résout 1’équation du second degré y X2 — 2X — y = 0 d’in-
connue X = e” > 1 carx > 0. Les racines de cette équation, dont le discriminant
vaut 4 + 4y* > 0, sont

1HVI+y? ) o LoVIty?
Yy Yy

ol les signes viennent de 1’inégalité 1 < 1 + y2. Compte-tenu du signe de X, on a
donc
14+ 4/1 2 14 4/1 2
X—++y<:>x—ln<++y>.
Y Y

En conclusion, g est la fonction définie sur |0, +o00[ dans ]0, +oo[ par

(1—|—\/1—|—x2)
g:x—1In — )

Le dénominateur est
du signe de x.

Les limites donnent la
valeur de

£(10, +00).

On élimine une
solution avec le signe.

La lettre x est muette.
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Cet ouvrage est essentiellement destiné aux étudiants de classes prépara-
toires scientifiques MPSI et PCSI, mais il intéressera également les étudiants
de premiére et seconde années de licence de mathématiques.

L'adaptation a I'enseignement supérieur peut étre difficile : hiérarchisation
des connaissances, maitrise de techniques classiques, résolution de pro-
blemes longs a questions enchainées. Ce manuel a été concu pour répondre
a ces trois difficultés. Les programmes des deux filieres MPSI et PCSI ont
de nombreuses notions communes et les quelques chapitres différents sont
indiqués dans l'ouvrage.

Chaque chapitre contient :

* une page d’introduction qui comporte souvent un script Python vous
permettant de faire le lien avec le cours d’informatique ;

* un résumé de cours de 5 pages qui comporte toutes les notions du
programme de facon concise ;

* des exercices qui ont été choisis pour leur caractére classique et leur
mise en ceuvre des théorémes majeurs du programme. L'ouvrage
comporte une centaine d’exercices tous corrigés avec soin et compor-
tant de nombreuses remarques ;

* un probléme qui doit vous permetire d’aborder sereinement les
devoirs surveillés ainsi que vous préparer aux concours de seconde
année.

.|
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