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AVANT-PROPOS 

  

  Cet ouvrage aborde l’ensemble du cours de Physique-Chimie de la 

 classe de PSI / PSI*. Il reprend également de nombreux points du programme 

 de PCSI et de MPSI. 

 

  Le cours proposé est très complet. Sa rédaction est particulièrement 

rigoureuse et soignée, et s’appuie sur de nombreuses illustrations. Les points 

délicats sont discutés en détail, afin de fournir aux étudiants les plus exigeants 

des réponses à beaucoup de leurs questions. Les résultats et définitions les 

plus importants sont indiqués ainsi : 

À l’équilibre, à p et T constantes, 0
r

 G . 

  Des résultats intermédiaires, ou un peu moins importants, sont grisés de 

 la façon suivante : 

 

Finalement 


 ertBtME

r
r

)sin(

2

1

),(
01

 dans le conducteur et dans le vide. 

  

  Enfin, certaines définitions, ou points sur lesquels il est nécessaire de 

 porter  une attention particulière, sont mis en italique : 

 

Les phénomènes ondulatoires, en présence de phénomènes dissipatifs, sont irréversibles. 

  

  De très nombreuses applications sont intégrées au cours. Elles sont 

indiquées à l’aide du symbole . 

Elles ont été choisies pour l’éclairage qu’elles lui apportent, leur intérêt culturel 

et pour la diversité des techniques de résolution qu’elles font intervenir. 

Beaucoup d’applications classiques, qui font l’objet de nombreux sujets d’écrits 

et d’oraux, sont ainsi proposées.  

 — Si une section entière d’un chapitre est consacrée à des applications, elle 

 est indiquée ainsi : 

3. TURBORÉACTEUR  

 — Une sous-section détaillant une application est indiquée ainsi : 

3.4 Démodulation d’amplitude par détection de crête  

 

  Le livre est scindé en huit parties conformément au programme. Les 

outils mathématiques nécessaires pour aborder les différents contenus du 

programme sont regroupés dans la première partie du livre.  
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II 

  Quelques compléments hors-programmes sont présentés pour leur 

intérêt culturel, leur utilisation fréquente dans les T.I.P.E, ou pour mieux 

appréhender certaines notions. Ils peuvent être réservés à une deuxième 

lecture plus approfondie. Ces compléments sont identifiés à l’aide d’une barre 

dans la marge de gauche et d’un interligne plus petit : 

 

C’est un cas particulier du théorème de Reynolds : 

{

44444 344444 21

44 344 21
convective dérivée

111222

(Euler) locale dérivée

3

(Lagrange)

totale dérivée

)()()()(d

d

)()d(

d

d

c

tvttvt

tt

txttx

t

x

xx

M

x

SSV

V











 


 

 

  

  Cet outil de travail complet, utile et agréable par la clarté du cours, la 

 rigueur du contenu, la variété et la richesse des applications proposées, est écrit 

 spécialement pour les étudiants qui préparent les concours d’entrée aux E.N.S. 

 et aux plus grandes écoles d’ingénieurs, les étudiants en Master et les 

 candidats aux concours d’enseignement (CAPES, Agrégation). 
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[PREMIÈRE PARTIE] 

 
BOÎTE À OUTILS 

 

 

 

Les chapitres : 

1. Différentielles & formes différentielles     3 

2. Les systèmes de coordonnées      13 

3. Analyse de Fourier        19 

4. Champs & opérateurs différentiels      33 

5. Grandeurs physiques : dimensions & unités    61 

 

Dans cette première partie du livre sont exposés les outils nécessaires à l’étude 

des parties suivantes.  

Le chapitre sur les champs et les opérateurs différentiels introduit de nouveaux 

opérateurs ainsi que la notion de bilan local. Il doit impérativement être maîtrisé avant 

d’aborder les parties portant sur l’électromagnétisme, les phénomènes de transport et 

les bilans, la Physique des ondes et la conversion de puissance. 

 

Remarquons qu’en mathématiques, une fonction est notée f ou bien f(x)x

f

a , 

pour la distinguer de l’image f(x) de x par f. En Physique, la notation g(x,t) est souvent 

utilisée pour indiquer que la grandeur g ne dépend que des variables x et t.  
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[BOÎTE À OUTILS 1]  

DIFFÉRENTIELLES & FORMES 

DIFFÉRENTIELLES 

1. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 

1.1 Dérivées partielles 

On raisonne sur une fonction f de deux variables réelles : ),(),( yxfyx

f

a , à va-

leurs réelles, de classe C
1

. 

 On note 

y
x

f

















 la dérivée de la fonction f par rapport à la variable x, les autres 

variables (ici y) étant fixées.  

On note simplement 

x

f





 cette dérivée partielle lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté. 

 

En thermodynamique, une fonction d’état d’un corps pur sous une seule phase, 

comme l’entropie S, peut être décrite comme une fonction de deux variables : la tem-

pérature T et la pression p, mais également comme une fonction de T et du volume V. 

 Dès lors, il faut absolument distinguer les dérivées partielles 
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qui sont a priori différentes. 

1.2 Théorème de Schwarz 
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 est encore une fonction de deux variables, qui peut elle-même être dérivée 

par rapport à x et à y si elle est de classe C
1

.  

On peut donc former 
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 sont de classe C
1

, f est de classe C
2

 et le théorème de Schwarz 

s’applique : 
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 : peu importe l’ordre des dérivations. 

Par exemple : )ln(),(
2

yxyx

f

a  est de classe C
2

 sur son domaine de définition. 

On calcule )ln(2 yx

x

f







 et 

y

x

y

f
2







.  

On a bien 
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2. DIFFÉRENTIELLES 

2.1 Fonction d’une seule variable 

La fonction f : )(xfx

f

a  étant suffisamment régulière, elle admet au voisinage 

de x un développement de Taylor : 
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Intéressons-nous à la différence )()( xfxxf  , quand x  est très petit : 
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On note dx un accroissement x  infiniment petit : 
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, ce qu’on écrit sous la forme : 

xxfxfxxf d)()()d(  . 

 La différence )()d(d xfxxff   est appelée différentielle de f en x.  

 On a xxff d)(d   pour une fonction d’une seule variable.  

Ceci fait tout l’intérêt de la notation de Leibniz : 

x
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)()d(d xfxxff   est la variation infinitésimale de f au voisinage de x, due à 

une variation infinitésimale dx de x. 

Remarquons que contrairement au cas d’un accroissement fini x , il n’y a pas 

de termes en 
2

)d( x , 
3

)d( x , dans df. Ceci n’est pas une approximation car : 
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 Un infiniment petit du premier ordre xd  est infiniment plus grand qu’un infini-

ment petit du second ordre 
2

)(dx . Des termes en 
2

)(dx  n’interviennent que s’il n’y a 

pas de termes en dx ( 0A ). 

Pour le calcul de différentielles, on utilise souvent les dérivations composées. 
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2.2 Fonction de plusieurs variables 

On raisonne sur une fonction f de deux variables réelles : ),(),( yxfyx
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a , de 

classe C
2

, à valeurs réelles. 

La fonction f étant suffisamment régulière, elle admet au voisinage de (x,y) un 

développement de Taylor à l’ordre 2 (à des termes d’ordre 3 près, comme 
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En notant dx et dy les infiniment petits d’ordre 1, on a : 
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),( yx , due à une variation infinitésimale dx de x et dy de y. 
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2.3 Intégration 

Pour une fonction d’une seule variable, découpons l’intervalle  ba,  en N inter-

valles de longueur 
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 .  Cette longueur devient infiniment petite quand 

 Nx 0 . Elle est alors notée dx. On a donc : 
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y

y
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xyxy

y

f

x

x

f

f dd)ln(2ddd
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 . 

2.3 Intégration 

Pour une fonction d’une seule variable, découpons l’intervalle  ba,  en N inter-

valles de longueur 

N

ab

x



 .  Cette longueur devient infiniment petite quand 

 Nx 0 . Elle est alors notée dx. On a donc : 
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La somme discrète intervenant ici se simplifie : 
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Ce résultat est bien traduit par la notation de Leibniz : 

   )()()(d)(d afbfxfxxff
b

a

bx

ax

bx

ax













 

Pour une fonction de deux variables, 


),(

),(

d

BB

AA

yxB

yxA

f  prend le sens suivant : on somme, 

le long d’un chemin  menant de A à B, les différences ),()d,d(d yxfyyxxff   

entre des points M et M   de coordonnées respectives (x,y) et )d,d( yyxx  .  

 

Comme pour le cas d’une fonction d’une seule variable : 

),(),()()(d
AABB

B

A

yxfyxfAfBff 


, résultat ne dépendant que des points A et B, 

et pas des points intermédiaires.  

 La somme continue )()(d AfBff

B

A




 ne dépend pas du chemin  suivi pour 

aller de A à B. 
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3. FORMES DIFFÉRENTIELLES 

3.1 Définition 

 Pour un système décrit par deux variables x et y, une forme différentielle s’écrit 

yyxQxyxPW d),(d),(  . 

Attention : malgré la notation qui est la même que celle d’un accroissement fini, 

W désigne bien une grandeur infinitésimale. 

 

 Par exemple, dans un champ de force 
yx

eyxQeyxPyxF

rr

r

),(),(),(  , le travail 

reçu par une particule se déplaçant de M(x,y) à )d,d( yyxxM   vaut : 

yyxQxyxPOMFW d),(d),(d 

r

. 

 C’est un travail élémentaire, ou infinitésimal, défini pour un déplacement élé-

mentaire 
yx

eyexMMOM

rr

ddd 



 de la particule, se produisant entre les dates t 

et tt d . 

 

 Une forme différentielle est donc définie pour une transformation infinitésimale 

correspondant à une variation dx de x et dy de y au voisinage de ),( yx . 

 

Lorsqu’on somme les formes différentielles W le long d’un chemin  entre deux 

points A et B, on obtient la grandeur 


BA

W  (par exemple, le travail de la force s’exer-

çant sur la particule qui se déplace entre A et B le long de ). 

 La grandeur 







B

A

BA

WW  dépend a priori du chemin  suivi entre A et B. 

3.2 Théorème de Poincaré 

À quelle condition 


BA

W  ne dépend-il que de A et de B et pas de  ?  

Autrement dit : à quelle condition existe-t-il une fonction f : ),(),( yxfyx

f

a , telle 

que )()( AfBfW
BA






 ? 

 

 Pour un déplacement élémentaire la relation précédente s’écrit : 

),()d,d( yxfyyxxfW  , soit fW d .  

 On cherche donc la condition pour qu’il existe une fonction f telle que : 
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f
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 . 

Si c’est le cas, on identifie 

























y

f

yxQ

x

f

yxP

),(

),(

 et d’après le théorème de Schwarz on 

a nécessairement 

x

Q

y

P











.  

La réciproque n’est pas toujours vraie (elle l’est à certaines conditions sur le 

domaine des valeurs prises par x et y, conditions généralement vérifiées en Physique). 

Retenons l’implication suivante (théorème de Poincarré) : 

 

x

Q

y

P

fyyxQxyxPWyxfyxf

f











 dd),(d),(/ ),(),(: a  

 Prenons des exemples : 

(i) La forme différentielle xyW d  n’est pas une différentielle puisque : 

01 











x

Q

y

P

. En conséquence 


BA

W  dépend du chemin . 

(ii) La forme différentielle   yyxxyxW d1)cos(d)sin(2
2

  peut être une différen-

tielle puisque 

x

Q

yx

y

P











)cos(2 .  

 Cherchons donc s’il existe une fonction f(x,y) telle que fW d . On identifie 

pour cela les dérivées partielles :  


























1)cos(

)sin(2

2

yx

y

f

yx

x

f

. 

 On intègre alors une quelconque de ces deux relations, par exemple la pre-

mière : )()sin(),()sin(2
2

yyxyxfyx

x

f







. 

 Attention ! On a intégré à y constant, donc  n’est pas une constante, mais 

n’importe quelle fonction de y à ce stade. En effet, la dérivée de )(yy 



a  par rapport 

à x donne bien 0. 

En reportant )()sin(),(
2

yyxyxf   dans la deuxième relation, on obtient : 

Cteyyyx

y

yx

y

f











)(1)cos(

d

d

)cos(
2

aussi

2

. 

Finalement, on a bien fW d  avec Cteyyxyxf  )sin(),(
2

. 
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Revenons sur les différentes notations : 

 Pour une transformation infinitésimale, on note W  une forme différentielle et 

df une différentielle. 

 Pour une transformation finie (intégrale), on note 







B

A

BA

WW , ou simplement 

W s’il n’y a pas d’ambiguïté, et )()(d AfBfff

B

A




. 

Par exemple, on écrit souvent le premier principe de la thermodynamique sous 

la forme QWU d  pour une transformation infinitésimale, et QWU   pour 

une transformation finie. 

4. APPLICATIONS  

4.1 Fonctions implicites  

Considérons trois variables x, y et z liées par une relation 
)(

 0),,(


zyxf , par 

exemple 01)ln(),,(
3

 xzyxzyxf . 

x, y et z ne sont donc pas indépendantes. Si par exemple on fixe les valeurs de 

y et de z, x ne peut prendre que certaines valeurs, solutions de l’équation )( . 

Cependant, on ne peut pas dans cet exemple exprimer analytiquement la fonc-

tion ),(),( zyxzy

x

a  : x est donc une fonction implicite de y et de z. 

 

On peut néanmoins obtenir des relations entre les dérivées partielles. En effet, 

comme f est une constante, on a, en prenant la différentielle de )(  : 

0dddd

,
,

,




















































 z

z

f

y

y

f

x

x

f

f

yxxzzy

. 

Si l’on maintient z constant ( 0d z ), on a 0dd

,
,




































y

y

f

x

x

f

xzzy

 à z cons-

tant. Or 

x

y

d

d

 à z constant est par définition la dérivée partielle par rapport à x de la 

fonction implicite de deux variables ),(),( xzyxz

y

a . On a donc 

xz

zy

z

y

f

x

f

x

y

,

,



















































. 
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n’importe quelle fonction de y à ce stade. En effet, la dérivée de )(yy 



a  par rapport 
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De même 
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xz

z

x

f

y

f

y

x

,
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, d’où la relation 

z
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x

yy
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 1

. 

 

On peut aussi remarquer que 1


















































yxz

x

z

z

y

y

x

 

 

Un certain nombre de résultats peuvent être ainsi démontrés sans avoir à con-

naître explicitement les fonctions ),(),( yxzyx

z

a , ),(),( zyxzy

x

a  et ),(),( xzyxz

y

a . 

4.2 Calculs intégraux  

Le calcul de grandeurs finies se ramène souvent au découpage du domaine 

d’intégration en parties infinitésimales. Prenons quelques exemples. 

Exemple 1 : longueur d’une courbe dont on connaît l’équation polaire r() 

On découpe la courbe en segments élémentaires  MM  , où M a pour coordon-

nées polaires (r,) et M   : )d,d(  rr . 

 

 Le vecteur position vaut 
r

erOM

r





 donc on obtient le déplacement élémentaire 

en prenant la différentielle de 



OM  :  





 ererMMOMMOOM
r

rr

dθdd , puisque 






e

e
r

r

r

d

d

. 

 La longueur élémentaire vaut : 

2

222

d

d

d)d()d(dd 

















r

rrrMMOML , en parcourant la courbe dans 

le sens des  croissants afin d’avoir 0d  . 
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 On obtient la longueur de la courbe comprise entre 
min
  et 

max

  en calculant 

une intégrale : 




























max

min

max

min

d

d

d

d

2

2
r

rOML   

Exemple 2 : charge d’une sphère 

Une sphère de rayon R possède une densité volumique de charges connue 

)(r  qui ne dépend pas des coordonnées sphériques  et  : on a symétrie sphérique 

(invariance du système par toute rotation autour du centre O de la sphère). 

Si  était uniforme, on pourrait calculer la charge Q de la sphère en multipliant 

son volume par , mais ce n’est pas le cas. On doit donc découper la sphère de façon 

à ce que )(r  reste constant sur un volume élémentaire : on peut prendre le volume 

compris entre deux sphères de centre O, et de rayons r et rr d .  

Ce volume vaut )()d(d rrr VVV   où 
3

3

4

)( rr V  est le volume d’une 

sphère de rayon r. On a donc rr d4d

2

V . On en déduit 





R

r

rrrQ

0

2

d4)(  

 

 Tout l’intérêt des différentielles est le passage à une variation infiniment petite. 

Si le rayon de la sphère subissait un accroissement fini, on aurait : 

    rrrrrrrrrrrrr 

232233

4)()(33

3

4

)(

3

4

)()( VVV . 

En revanche, pour une variation infinitésimale dr de r, rr d4d

2

V  est une 

relation exacte (comme on l’a vu, un infiniment petit d’ordre 2 « n’existe pas » devant 

un infiniment petit d’ordre 1). 

Exemple 3 : volume d’un cône 

On peut calculer le volume d’un cône de sommet O, d’axe Oz, de hauteur H et 

de demi-angle au sommet  en le découpant en tranches infinitésimales de hauteur 

dz. 

Le volume d’une telle tranche se confond avec celui d’un cylindre circulaire de  
10 
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Exemple 2 : charge d’une sphère 

Une sphère de rayon R possède une densité volumique de charges connue 

)(r  qui ne dépend pas des coordonnées sphériques  et  : on a symétrie sphérique 

(invariance du système par toute rotation autour du centre O de la sphère). 

Si  était uniforme, on pourrait calculer la charge Q de la sphère en multipliant 

son volume par , mais ce n’est pas le cas. On doit donc découper la sphère de façon 

à ce que )(r  reste constant sur un volume élémentaire : on peut prendre le volume 

compris entre deux sphères de centre O, et de rayons r et rr d .  
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 Tout l’intérêt des différentielles est le passage à une variation infiniment petite. 

Si le rayon de la sphère subissait un accroissement fini, on aurait : 
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En revanche, pour une variation infinitésimale dr de r, rr d4d

2

V  est une 

relation exacte (comme on l’a vu, un infiniment petit d’ordre 2 « n’existe pas » devant 

un infiniment petit d’ordre 1). 

Exemple 3 : volume d’un cône 

On peut calculer le volume d’un cône de sommet O, d’axe Oz, de hauteur H et 

de demi-angle au sommet  en le découpant en tranches infinitésimales de hauteur 

dz. 

Le volume d’une telle tranche se confond avec celui d’un cylindre circulaire de 

Chapitre 1.  Différentielles & formes différentielles 11



 
12 

hauteur dz et de rayon r, soit zr dd

2

V . 

 

Là encore, ce qui ne serait qu’une approximation pour un accroissement petit 

z  devient rigoureux pour dz infiniment petit. En effet la différence de volume entre le 

cylindre et le cône de hauteur dz est de l’ordre de zrr dd , donc c’est un infiniment petit 

d’ordre 2 en dz puisque  tanzr . 

 

 Finalement, le volume du cône est : 

32

0

22

0

2

tan

3

1

dztand Hzzr

H

z

H

z






V . 

Exemple 4 : énergie reçue par un conducteur ohmique 

Un conducteur ohmique de résistance R parcouru par un courant d’intensité i(t) 

reçoit une puissance instantanée )()(
2

tRitp  .  

On passe d’une puissance moyenne 

t

W

P



 , où W est le travail reçu pendant 

la durée t, à une puissance instantanée, en considérant une durée infiniment petite 

dt au voisinage de l’instant t. 

Pendant cette durée dt, le conducteur reçoit un travail élémentaire W  (atten-

tion : c’est une forme différentielle et pas une différentielle).  

 La puissance instantanée est donc définie par 

t

W

tp

d

)(



 . Ce n’est pas une dé-

rivée puisque W n’est pas une fonction du temps (parler du « travail à la date t » n’a 

aucun sens ; c’est le travail W  reçu entre t et tt d  qui en a un). 

Pour calculer le travail reçu par le conducteur entre 
1
t  et 

2
t  il suffit donc de cal-

culer une intégrale : 




2

1

2

1

d)(
2

t

t

t

t

ttRiWW . 
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[BOÎTE À OUTILS 2]  

LES SYSTÈMES DE 

COORDONNÉES 

1. COORDONNÉES CARTÉSIENNES 

 

1.1 Définition 

 

On définit le repère orthonormé direct ),,,(
zyx

eeeO

rrr

 : 
z

e

r

 est orienté dans le 

sens de déplacement d’un tire-bouchon quand on tourne de 
x

e

r

 vers 
y

e

r

. 

 x (abscisse), y (ordonnée) et z (cote) sont les coordonnées cartésiennes du 

point M. Le vecteur position s’écrit 



OMr

r

zyx
ezeyex

rrr

  

1.2 Déplacement, volume et surfaces élémentaires 

Si x varie de dx, le point se déplace de dx selon le vecteur 
x

e

r

. 

Si y varie de dy, le point se déplace de dy selon le vecteur 
y

e

r

. 

Si z varie de dz, le point se déplace de dz selon le vecteur 
z

e

r

. 

 Sous l’effet d’une variation infinitésimale dx, dy, dz de ses coordonnées x, y, z, 

le vecteur position varie de 
zyx

ezeyexr

rrrr

dddd   



 OMMMr dd

r

 est le déplacement élémentaire entre un point M et un point 

M  infiniment proche. 
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2

V . 
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Si x varie de dx, le point se déplace de dx selon le vecteur 
x
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r
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Si y varie de dy, le point se déplace de dy selon le vecteur 
y

e
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Si z varie de dz, le point se déplace de dz selon le vecteur 
z

e

r
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 Sous l’effet d’une variation infinitésimale dx, dy, dz de ses coordonnées x, y, z, 

le vecteur position varie de 
zyx

ezeyexr
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 OMMMr dd
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 est le déplacement élémentaire entre un point M et un point 

M  infiniment proche. 

13



 
14 

 

 Le parallélépipède représenté sur la figure ci-dessus permet de calculer l’élé-

ment différentiel de volume en coordonnées cartésiennes : 

 zyx dddd
3

V . 

 

 Le volume d’un domaine compact (D) de l’espace est donc : 






)()(

3

dddd

DPDP

zyxVV . 

 On balaie l’espace entier en prenant ),,( zyx ℝ
3

. 

 Les différentes surfaces élémentaires se déduisent aussi de la figure. 

2. COORDONNÉES CYLINDRIQUES 

2.1 Définition 

 

 Soit un repère orthonormé direct cartésien ),,,(
zyx

eeeO

rrr

. 

 On définit la base mobile (elle dépend du point M) (
r

e

r

,


e

r

,
z

e

r

), orthonormée et 

directe, ainsi que les coordonnées cylindriques de M, de la manière suivante : 

— Si m est le projeté orthogonal de M sur le plan xOy, le vecteur unitaire radial 
r

e

r

 est 

r

Om

e
r





r

, avec 



 Omr . 
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—  est l’angle orienté (
x

e

r

,
r

e

r

) dans le plan xOy : cet angle est positif si un tire-bou-

chon se déplace dans le sens du vecteur 
z

e

r

 quand on tourne de 
x

e

r

 vers 
r

e

r

. 

— Le vecteur unitaire orthoradial 


e

r

 se déduit de 
r

e

r

 par une rotation de 

2



  autour 

de Oz.  

— Le vecteur unitaire 
z

e

r

 complète ainsi le trièdre direct.  

 r (rayon polaire),  (angle polaire) et z (cote) sont les coordonnées cylindriques 

de M. Le vecteur position s’écrit 
zr

ezerOMr

rrr





 (attention : r n’est pas ici la norme 

du vecteur position). 

2.2 Déplacement, volume et surfaces élémentaires 

Si r varie de dr, le point se déplace de dr selon le vecteur 
r

e

r

. 

Si  varie de d, le point se déplace de r d selon le vecteur 


e

r

. 

Si z varie de dz, le point se déplace de dz selon le vecteur 
z

e

r

. 

Remarquons que d étant infiniment petit, l’arc de cercle de longueur r d se 

confond avec un segment rectiligne (ce qu’on ne peut pas représenter sur une figure 

où les déplacements sont nécessairement finis). 

 Sous l’effet d’une variation infinitésimale dr, d, dz de ses coordonnées r, , z, 

le vecteur position varie de 
zr

ezererr

rrrr

dddd 


 



 OMMMr dd

r

 est le déplacement élémentaire entre un point M et un point 

M  infiniment proche. 
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Remarquons que d étant infiniment petit, l’arc de cercle de longueur r d se 

confond avec un segment rectiligne (ce qu’on ne peut pas représenter sur une figure 
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dddd 


 



 OMMMr dd

r

 est le déplacement élémentaire entre un point M et un point 

M  infiniment proche. 
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Le parallélépipède représenté sur la figure précédente permet de calculer l’élé-

ment différentiel de volume en coordonnées cylindriques : zrr dddd
3

V . 

 

 Le volume d’un domaine compact (D) de l’espace est donc : 






)()(

3

dddd

DPDP

zrrVV . 

 On balaie l’espace entier en prenant par exemple      zr ,2,0,,0 ℝ. 

 Les différentes surfaces élémentaires se déduisent aussi de la figure. 

3. COORDONNÉES SPHÉRIQUES 

3.1 Définition 

 

 Soit un repère orthonormé direct cartésien ),,,(
zyx

eeeO

rrr

. 

 On définit la base mobile (elle dépend du point M) (
r

e

r

,


e

r

,


e

r

), orthonormée et 

directe, ainsi que les coordonnées sphériques de M, de la manière suivante : 

— Le vecteur unitaire radial 
r

e

r

 est 

r

OM

e
r





r

, avec rOMr

r





.  

—   ,0  est l’angle (
z

e

r

,
r

e

r

). Lorsque 0 , le point M se trouve sur l’axe Oz du 

côté des z positifs ; lorsque  , le point M se trouve sur l’axe Oz du côté des z 

négatifs.  

— Le vecteur unitaire orthoradial 


e

r

 est un vecteur du plan vectoriel (
z

e

r

,
r

e

r

) se 
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déduisant de 
r

e

r

 par une rotation de 

2



 dans le sens des  croissants. 

— Si m est le projeté orthogonal de M sur le plan xOy, l’angle  est l’angle orienté  

(
x

e

r

,



Om ) dans le plan xOy : cet angle est positif si un tire-bouchon se déplace dans 

le sens du vecteur 
z

e

r

 quand on tourne de 
x

e

r

 vers 



Om . 

— Le vecteur unitaire 


e

r

 complète le trièdre direct. C’est un vecteur du plan vectoriel 

(
x

e

r

,
y

e

r

) car il est orthogonal à 
z

e

r

. 

 r (rayon),  (colatitude) et   (azimut) sont les coordonnées sphériques de M. 

Le vecteur position s’écrit 
r

erOMr

rr





 (r est bien ici la norme du vecteur position). 

Pour visualiser les directions de 


e

r

 et 


e

r

, on peut tracer la sphère de centre O 

et de rayon r. 


e

r

 est alors porté par un méridien et 


e

r

 par un parallèle.  

Ces références au repérage d’un point à la surface de la Terre sont précisément 

à l’origine du nom colatitude porté par l’angle .  

La latitude  est l’angle (
r

e

r

,



Om ). On a donc 

2



 , comme on peut le voir 

sur la figure dans le plan méridien. 

3.2 Déplacement, volume et surfaces élémentaires 

 

Si r varie de dr, le point se déplace de dr selon le vecteur 
r

e

r

. 

Si  varie de d, le point se déplace de dr  selon le vecteur 


e

r

. 
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Le parallélépipède représenté sur la figure précédente permet de calculer l’élé-

ment différentiel de volume en coordonnées cylindriques : zrr dddd
3
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 Le volume d’un domaine compact (D) de l’espace est donc : 
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3
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DPDP
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OM
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r
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.  
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e

r

). Lorsque 0 , le point M se trouve sur l’axe Oz du 

côté des z positifs ; lorsque  , le point M se trouve sur l’axe Oz du côté des z 
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— Le vecteur unitaire orthoradial 
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 est un vecteur du plan vectoriel (
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,
r
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r

) se 
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déduisant de 
r

e

r

 par une rotation de 

2
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— Si m est le projeté orthogonal de M sur le plan xOy, l’angle  est l’angle orienté  
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x

e

r

,



Om ) dans le plan xOy : cet angle est positif si un tire-bouchon se déplace dans 
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r

 vers 



Om . 

— Le vecteur unitaire 
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 complète le trièdre direct. C’est un vecteur du plan vectoriel 

(
x

e
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,
y

e

r

) car il est orthogonal à 
z

e

r

. 

 r (rayon),  (colatitude) et   (azimut) sont les coordonnées sphériques de M. 

Le vecteur position s’écrit 
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erOMr
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 (r est bien ici la norme du vecteur position). 

Pour visualiser les directions de 


e

r

 et 


e

r

, on peut tracer la sphère de centre O 

et de rayon r. 


e

r

 est alors porté par un méridien et 


e

r

 par un parallèle.  

Ces références au repérage d’un point à la surface de la Terre sont précisément 

à l’origine du nom colatitude porté par l’angle .  

La latitude  est l’angle (
r

e

r

,



Om ). On a donc 

2



 , comme on peut le voir 

sur la figure dans le plan méridien. 

3.2 Déplacement, volume et surfaces élémentaires 

 

Si r varie de dr, le point se déplace de dr selon le vecteur 
r

e

r

. 

Si  varie de d, le point se déplace de dr  selon le vecteur 


e

r

. 
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Si   varie de d , le point se déplace de dsinr  selon le vecteur 


e

r

. 

 Sous l’effet d’une variation infinitésimale dr, d, d de ses coordonnées r, , , 

le vecteur position varie de 


 erererr
r

rrrr

dsinddd   



 OMMMr dd

r

 est le déplacement élémentaire entre un point M et un point 

M  infiniment proche. 

 

 Le parallélépipède représenté sur la figure ci-dessus permet de calculer l’élé-

ment différentiel de volume en coordonnées sphériques :  dddsind
23

rrV  

 

 Le volume d’un domaine compact (D) de l’espace est donc :  






)(

2

)(

3

dddsind

DPDP

rrVV . 

 On balaie l’espace entier en prenant par exemple : 

      2,0,,0,,0r . Ainsi l’élément de volume V

3

d  est positif.  

 On aurait également pu choisir       ,0,2,0,,0r , mais il aurait fallu, 

pour garder un élément de volume positif, prendre  dddsind
23

rrV . 

 Les différentes surfaces élémentaires se déduisent aussi de la figure. 
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[BOÎTE À OUTILS 3]  

ANALYSE DE FOURIER 

1. SÉRIE DE FOURIER 

1.1 Théorème pour une fonction f à valeurs réelles 

Théorème 

Toute fonction T-périodique du temps )(tft

f

a , à valeurs réelles, peut être dé-

composée en une somme d’un nombre fini, ou infini, de composantes sinusoïdales 

discrètes, dont les pulsations sont multiples de la pulsation fondamentale 

T





2

 : 

  











1

0

1

0
)cos()sin()cos()(

n

nn

n

nn
tncctnbtnactf  

Puisque )sin(sin)cos(cos)cos( tnctnctnc

nn

b

nn

a

nnnn


4342143421

, on a : 

222

nnn

bac  .  

 On peut prendre 0
n

c  (il existe d’autres conventions). On a alors : 

22

nnn

bac   

Calcul des coefficients 

Le coefficient 
0

c  est égal à la valeur moyenne de la fonction f, et correspond 

donc à la pulsation 0  (période T ) : 

fttf

T

c

T




0

0
d)(

1

 

 

Les coefficients 
n

a  et 
n

b  valent : 




T

n
ttntf

T

a

0

d)cos()(

2

       




T

n
ttntf

T

b

0

d)sin()(

2

 

En conséquence, les coefficients 
n

a  sont tous nuls si f est impaire et les coef-

ficients 
n

b  sont tous nuls si f est paire. 
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Si   varie de d , le point se déplace de dsinr  selon le vecteur 
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r
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 erererr
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rrrr

dsinddd   



 OMMMr dd
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 est le déplacement élémentaire entre un point M et un point 

M  infiniment proche. 
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ment différentiel de volume en coordonnées sphériques :  dddsind
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rrV  
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)(

2

)(

3

dddsind

DPDP

rrVV . 

 On balaie l’espace entier en prenant par exemple : 
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3

d  est positif.  

 On aurait également pu choisir       ,0,2,0,,0r , mais il aurait fallu, 
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 Les différentes surfaces élémentaires se déduisent aussi de la figure. 
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c
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0

0
d)(
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Les coefficients 
n

a  et 
n

b  valent : 




T

n
ttntf

T
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0

d)cos()(
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T

n
ttntf

T
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En conséquence, les coefficients 
n

a  sont tous nuls si f est impaire et les coef-

ficients 
n

b  sont tous nuls si f est paire. 
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Convergence 

 Il existe des conditions pour que la série de Fourier (somme infinie) d’une fonc-

tion converge bien vers cette fonction. C’est le cas des fonctions de classe C
1

 par 

morceaux : 







1

00
)cos(

n

nn

tncc  converge bien vers )(
0
tf  pour toute valeur 

0
t  

où f est continue.  

 Si f est discontinue en 
0
t , la série 







1

00
)cos(

n

nn

tncc  converge vers : 

2

)()(
00



 tftf

, qui peut être différent de )(
0
tf . 

Vocabulaire 

)cos(
11

tc  est le fondamental de f (même période T que f) 

)cos(
nn

tnc   est l’harmonique de rang n de f (période 

n

T

) 

Spectre de f 

L’analyse de Fourier permet une représentation de l’amplitude des harmoniques 

d’un signal en fonction de la fréquence.  

Chaque composante sinusoïdale apparaît comme une ligne verticale, appelée 

raie. Sa hauteur représente l’amplitude correspondante, sa position donne la fré-

quence correspondante. 

La représentation du signal dans le domaine fréquentiel est appelée spectre du 

signal. 

Il y a plusieurs représentations possibles. On représente souvent les amplitudes 

n

c  des harmoniques en fonction de la pulsation  (qui ne prend que les valeurs dis-

crètes  n  avec ,...2,1,0n ). 
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Approximation de f  

Pour toute fonction « physique », 0





n

n

c , ce qui permet d’approximer f par 

une somme finie de sinusoïdes. 

Pour les fonctions qui présentent des discontinuités (créneaux par exemple), 

donc des variations infiniment rapides, les 
n

c  décroissent lentement avec n puisque 

ces variations rapides correspondent à de grandes pulsations. 

Exemples de calcul 

— Fonction « créneaux » 

 

Prenons f paire et : 
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Convergence 

 Il existe des conditions pour que la série de Fourier (somme infinie) d’une fonc-

tion converge bien vers cette fonction. C’est le cas des fonctions de classe C
1

 par 

morceaux : 







1

00
)cos(

n

nn

tncc  converge bien vers )(
0
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0
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 Si f est discontinue en 
0
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0
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Vocabulaire 

)cos(
11

tc  est le fondamental de f (même période T que f) 

)cos(
nn

tnc   est l’harmonique de rang n de f (période 

n

T

) 

Spectre de f 

L’analyse de Fourier permet une représentation de l’amplitude des harmoniques 

d’un signal en fonction de la fréquence.  

Chaque composante sinusoïdale apparaît comme une ligne verticale, appelée 

raie. Sa hauteur représente l’amplitude correspondante, sa position donne la fré-

quence correspondante. 

La représentation du signal dans le domaine fréquentiel est appelée spectre du 

signal. 

Il y a plusieurs représentations possibles. On représente souvent les amplitudes 

n

c  des harmoniques en fonction de la pulsation  (qui ne prend que les valeurs dis-

crètes  n  avec ,...2,1,0n ). 
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 Les conditions de convergence étant vérifiées pour toutes les valeurs de t, on a 

finalement  
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4
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 des créneaux possède une amplitude plus grande 

que celle des créneaux. 

 

On a représenté ci-dessus le signal temporel, les premiers harmoniques non 

nuls (rangs 1 : fondamental, 3 et 5), et la somme de ces trois premiers harmoniques.  

 

 On constate que la convergence est non uniforme (l’écart entre la somme d’un 

nombre fini de sinusoïdes, même très grand, et les créneaux reste borné inférieure-

ment). Ceci est dû à la présence de la discontinuité dans les créneaux. 
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 Le spectre des créneaux est le suivant : 

 

L’amplitude des harmoniques étant proportionnelle à n/1 , elle décroît « lente-

ment » avec n et il faut beaucoup d’harmoniques pour bien approximer les créneaux. 

C’est encore une conséquence de la discontinuité. 

 

— Fonction « triangles » 

Prenons une fonction g impaire 

et de valeur moyenne nulle (on a 

0
0

 gc ), correspondant à des 

triangles symétriques (la pente en va-

leur absolue est la même lorsque le si-

gnal croît que lorsqu’il décroît).  

Il est possible d’éviter le calcul 

des coefficients 
n

a  et 
n

b  en remar-

quant que la dérivée de g est la fonc-

tion en créneaux paire, symétrique et 

de valeur moyenne nulle étudiée pré-

cédemment, dont la série de Fourier 

est connue.  

 On a ainsi )()( tftg   à tout ins-

tant en prenant 0

4
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g , avec : 
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 On en déduit 
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4)( F
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tg  .  

 On obtient g(t) par intégration : 
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 Le spectre des créneaux est le suivant : 
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  des triangles possède une amplitude plus 

petite que celle des triangles. 

 

On a de nouveau représenté ci-dessus le signal temporel ; les premiers harmo-

niques non nuls (rangs 1 : fondamental, 3 et 5), et la somme de ces trois premiers 

harmoniques.  

 On constate que la convergence est cette fois-ci uniforme (l’écart maximal entre 

la somme d’un nombre fini de sinusoïdes tend vers 0). 

 Le spectre des triangles est le suivant : 
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L’amplitude des harmoniques étant proportionnelle à 
2

/1 n , elle décroît « rapi-

dement » avec n et il faut peu d’harmoniques pour bien approximer les triangles.  

1.2 Théorème pour les fonctions f à valeurs complexes (complément hors-

programme) 

Théorème 

Toute fonction 
0

T -périodique du temps f, à valeurs complexes, peut être 

décomposée en une somme d’un nombre fini, ou infini, de composantes sinusoïdales 

discrètes, dont les fréquences sont multiples de la fréquence fondamentale 
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T

 .  

Le développement en série de Fourier s’écrit 
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Les coefficients de la série de Fourier se calculent à l’aide de la formule 
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On peut donc ne considérer que les fréquences positives. Le spectre est alors 

par exemple la représentation de 
nn

cC 2  pour 
0000

,...,3,2,  n  et de la valeur 

moyenne fttf

T
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Autre forme pour les fonctions à valeurs réelles 
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petite que celle des triangles. 

 

On a de nouveau représenté ci-dessus le signal temporel ; les premiers harmo-

niques non nuls (rangs 1 : fondamental, 3 et 5), et la somme de ces trois premiers 
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 On constate que la convergence est cette fois-ci uniforme (l’écart maximal entre 
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L’amplitude des harmoniques étant proportionnelle à 
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dement » avec n et il faut peu d’harmoniques pour bien approximer les triangles.  
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2. TRANSFORMÉE DE FOURIER 

2.1 Théorème 

Toute fonction du temps f, non périodique, à valeurs complexes, telle que 







ttf d)(  converge, peut également être représentée dans le domaine fréquentiel par 

un spectre, fonction continue de la fréquence, donnée par la transformée de Fourier : 
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 Cette propriété est fondamentale : une dilatation de l’échelle des temps implique 

une contraction de celle des fréquences ( 1 ). Une contraction de l’échelle des 

temps implique une dilatation de celle des fréquences ( 1 ).  

 

En d’autres termes : 

Plus un signal temporel est bref, plus il est riche en fréquences (spectre étalé) ; 

plus il dure longtemps, moins il contient de fréquences (spectre étroit). 

2.4 Exemples 

Fonction « fenêtre » 
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On calcule sa transformée de Fourier : 

)(sinc

22

d)(

~
2

2

22

2

2

tt

ti

ee

t

i

e

tef

titi

t

t

ti

t

t

ti
















































. 

 La fonction sinc est la fonction sinus cardinal, définie par 
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0X  et 1)0(sinc   en prolongeant par continuité. 
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f  est ici réelle. 

 

Avec la définition de la largeur de bande spectrale  donnée sur la figure ci-

avant, on a 2t .  

On retrouve que plus le signal dure longtemps, plus sa bande spectrale est pe-

tite. 

Fonction « gaussienne » 

 C’est la fonction 
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On retrouve que plus le signal dure longtemps, plus sa bande spectrale est pe-

tite. 

2.5 Distribution de Dirac  

Définition 

On obtient une telle distribution en prenant la limite des fonctions 


f , définies 

sur le graphe ci-dessous, lorsque 0  : 

 

On note 




 f

0

lim .  

 correspond donc à une impulsion idéale : 
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ttf  (l’aire sous la courbe des fonctions 


f  

est la même quel que soit ), cette propriété reste vraie pour la distribution :  
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tt . 

La distribution de Dirac n’est pas une fonction car pour une fonction f nulle par-

tout sauf en 0t , on aurait 0d)( 







ttf , alors que 1d)( 







tt . 

Propriétés 

— Si f est une fonction régulière quelconque )0(d)()0(d)()( fttftttf 










. 

En effet l’intégrale est la même que pour une fonction nulle partout sauf en 0 où 

elle vaut )0(f . 
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— La transformée de Fourier de la distribution de Dirac est : 
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 On retrouve qu’un signal de durée nulle possède une largeur spectrale infinie. 
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 On retrouve que le spectre d’un signal sinusoïdal (de durée infinie) ne contient 

qu’une raie pour sa fréquence 
0

 . Sa largeur spectrale est nulle.  

Ainsi, pour qu’un instrument produise un son le plus sinusoïdal possible, il faut 

qu’il vibre longtemps. C’est ce que réalise approximativement un diapason.  

Néanmoins, la durée d’un signal réel étant forcément finie, sa largeur spectrale 

peut être faible, mais jamais nulle.  

La composante sinusoïdale d’un signal n’a donc pas de réalité physique. 

 

— Lorsqu’une fonction est 
0

T -périodique, elle admet un développement en série de 

Fourier : 
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On retrouve que le spectre d’une fonction périodique est discontinu, c’est un 

spectre de raies qui ne contient que les fréquences multiples de 

0

0

1

T

 .  

L’amplitude des raies est infinie et proportionnelle aux coefficients 
n

C . 
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On retrouve que le spectre d’une fonction périodique est discontinu, c’est un 
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Le spectre est par convention la représentation de 
n

C2  pour les fréquences 

0000
,...,3,2,  n , et de fttf
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 pour 0 . 

2.6 Réponse d’un système linéaire à une entrée quelconque  

La représentation usuelle d’une grandeur physique est la représentation tem-

porelle. Comme les systèmes physiques linéaires possèdent la particularité de donner 

à une excitation sinusoïdale une réponse forcée sinusoïdale de même fréquence, on 

voit tout l’intérêt que peut avoir la décomposition d’un signal quelconque en une 

somme de sinusoïdes de fréquences différentes (représentation fréquentielle). On 

peut grâce à cette représentation fréquentielle déterminer la réponse d’un système 

linéaire à une excitation quelconque.  

Soit )(tRt a  la réponse à une entrée 
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La réponse à une entrée sinusoïdale 
ti

et

2

a  est sinusoïdale et de même fré-

quence : elle s’écrit 
ti

eHt





2

)(a , où )( Ha  est la fonction de transfert du sys-

tème linéaire, souvent notée )(  jHa .  

D’après la linéarité du système, qui implique que la réponse à une somme d’en-

trée est égale à la somme des réponses, on a : 
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Étudions maintenant la réponse à une impulsion. On a dans ce cas : 
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ettf , or on a vu que 1)(
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 . On en déduit : 









 d)()(
2 ti

eHtR . D’où : 

   )()(TF)(

~

)(  tRtRH a . La fonction de transfert d’un système linéaire est 

égale à la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle.  

 On peut expérimentalement obtenir la fonction de transfert d’un circuit linéaire 

à l’aide d’un générateur d’impulsions et d’un analyseur de spectre. 
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[BOÎTE À OUTILS 4]  

CHAMPS & OPÉRATEURS 

DIFFÉRENTIELS 

1. DÉFINITIONS ET OPÉRATIONS DE BASE 

1.1 Définitions 

Un champ de scalaire ℝ
4

 

V

  ℝ (par exemple un champ de température) est 

une fonction du point M et de l’instant t : 

),(),( tMVtM a , soit, en coordonnées cartésiennes : ),,,(),,,( tzyxVtzyx a   

 

Un champ de vecteur ℝ
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A
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  ℝ
3

 (par exemple un champ de force) est une fonc-

tion du point M et de l’instant t : 

),(),( tMAtM

r

a , soit, en coordonnées cartésiennes : ),,,(),,,( tzyxAtzyx

r

a  

 

Ces champs peuvent n’être définis que dans un domaine restreint de l’espace. 

 

Un champ est uniforme s’il est indépendant du point M. Par exemple, en coor-

données cartésiennes, on a pour un champ uniforme 0
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On peut représenter en quelques points un champ vectoriel uniforme à deux 

instants différents : 
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On peut représenter en quelques points un champ vectoriel uniforme à deux 

instants différents : 
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Un champ est stationnaire (ou permanent) s’il garde la même valeur en un 

point M donné au cours du temps, soit 0
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, ou 0
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, avec en coordonnées car-

tésiennes : 
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On peut représenter en quelques points un champ vectoriel stationnaire à deux 

instants différents : 

 

1.2 Lignes, tubes et cartes de champ pour un champ de vecteur 

À un instant t fixé, une ligne de champ relie les points M tels que le champ 

),( tMA

r

 soit tangent à la ligne. On l’oriente dans le sens du champ. 

 

 

Si l’on note 



OMd  un déplacement élémentaire le long d’une ligne de champ, 



OMd  est colinéaire au point M à ),( tMA

r

, soit 0),(d

rr





tMAOM , ce qui fournit un 

système d’équations différentielles permettant de trouver l’équation d’une ligne de 

champ.  

 

Par exemple pour un champ à deux dimensions en coordonnées cartésiennes : 
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Un ensemble de lignes de champ passant par un réseau de points donnés cons-

titue une carte de champ. 

 

 

L’ensemble des lignes de champ qui s’appuient sur un contour fermé  constitue 

un tube de champ (c’est donc une surface). 

 

1.3 Opérations de base sur les vecteurs 

Considérons deux vecteurs A

r

 et B

r

 non colinéaires. On peut choisir deux orien-

tations différentes pour un vecteur N

r

 normal au plan vectoriel engendré par ces deux 

vecteurs. Lorsqu’on a choisi l’une des deux orientations, l’angle ),( BA

rr

  est alors 

orienté selon la règle du tire-bouchon : 0  si un tire-bouchon se déplace dans le 

sens du vecteur N

r

 quand on tourne de A

r

 vers B

r

 ; 0  si un tire-bouchon se dé-

place dans le sens du vecteur N

r

  quand on tourne de A

r

 vers B

r

. 

Partie I.  Boîte à outils34



 
34 

Un champ est stationnaire (ou permanent) s’il garde la même valeur en un 

point M donné au cours du temps, soit 0





t

V

, ou 0

r

r







t

A

, avec en coordonnées car-

tésiennes : 























































t

A

t

A

t

A

t

A

z

y

x

r

. 

On peut représenter en quelques points un champ vectoriel stationnaire à deux 

instants différents : 

 

1.2 Lignes, tubes et cartes de champ pour un champ de vecteur 

À un instant t fixé, une ligne de champ relie les points M tels que le champ 

),( tMA

r

 soit tangent à la ligne. On l’oriente dans le sens du champ. 

 

 

Si l’on note 



OMd  un déplacement élémentaire le long d’une ligne de champ, 



OMd  est colinéaire au point M à ),( tMA

r

, soit 0),(d

rr





tMAOM , ce qui fournit un 

système d’équations différentielles permettant de trouver l’équation d’une ligne de 

champ.  

 

Par exemple pour un champ à deux dimensions en coordonnées cartésiennes : 

 
35 

0d),,(d),,(

0

0

0

0

),,(

),,(

0

d

d



































































ytyxAxtyxAtyxA

tyxA

y

x

xyy

x

 

Un ensemble de lignes de champ passant par un réseau de points donnés cons-

titue une carte de champ. 

 

 

L’ensemble des lignes de champ qui s’appuient sur un contour fermé  constitue 

un tube de champ (c’est donc une surface). 

 

1.3 Opérations de base sur les vecteurs 

Considérons deux vecteurs A

r

 et B

r

 non colinéaires. On peut choisir deux orien-

tations différentes pour un vecteur N

r

 normal au plan vectoriel engendré par ces deux 

vecteurs. Lorsqu’on a choisi l’une des deux orientations, l’angle ),( BA

rr

  est alors 

orienté selon la règle du tire-bouchon : 0  si un tire-bouchon se déplace dans le 

sens du vecteur N

r

 quand on tourne de A

r

 vers B

r

 ; 0  si un tire-bouchon se dé-

place dans le sens du vecteur N

r

  quand on tourne de A

r

 vers B

r

. 

Chapitre 4.  Champs & opérateurs différentiels 35



 
36 

— Produit scalaire dans une base orthonormée ),,(
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rrrrrr

. 

 

— Produit vectoriel dans une base orthonormée directe ),,(
321

eee

rrr

 : 
3

e

r

 est orientée 

dans le sens de déplacement d’un tire-bouchon quand on tourne de 
1
e

r

 vers 
2

e

r

. 
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1
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B

B

B

A

A

A

BAC

rrr

. 

C

r

 est orthogonal à A

r

 et à B

r

, tel que (A

r

,B

r

,C

r

) soit direct, et en norme : 

  sin),sin( BABABAC

rrrrrrr

. 

 

La projection C de C

r

 sur N

r

 dépend de l’orientation choisie pour N

r

. 

Comme l’aire S  du parallélogramme formé par A

r

 et B

r

 vaut hA 

r

S  (base 

 hauteur), on a aussi  sinBA

rr

S , donc : 

La norme du produit vectoriel BA

rr

  est l’aire du parallélogramme formé par A

r

 

et B

r

. 

— Double produit vectoriel : )( CBA

rrr

  est orthogonal à CB

rr

 . Il est donc dans le 

plan vectoriel généré par B

r

 et C

r

, soit CBCBA

rrrrr

 )( .  

On retient alors facilement la formule : 

 )()()( BACCABCBA

rrrrrrrrr

 . 
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— Un produit mixte   CBACBA

rrrrrr

 )(  ,,

déf

 est invariant par permutation circulaire : 

  ACBBACCBACBA

rrrrrrrrrrrr

 )()()(,, . 

1.4 Circulation d’un champ de vecteur 

On définit la circulation d’un champ de vecteur à un instant t si le champ n’est 

pas stationnaire. 

On omettra le temps t dans ),( tMA

r

 pour ne pas alourdir les notations.  

Considérons un déplacement élémentaire 



OMd  à partir du point M.  

Par définition, la circulation élémentaire du champ de vecteur )(MA

r

 le long 

de ce déplacement élémentaire est le produit scalaire 



 OMMA d)(

r

C   

 

Attention ! ce n’est pas a priori une différentielle, c’est-à-dire la variation élé-

mentaire d’une fonction du point f : )()(d MfMff C  avec 



 OMMM d  

Par exemple, le travail élémentaire d’une force )(MF

r

 s’exerçant sur un point 

matériel qui se déplace de 



OMd  est une circulation : 



 OMMFW d)(

r

. 

La circulation d’un champ de vecteur le long d’un contour orienté   allant de 
1

M  

à 
2

M  est la somme des circulations élémentaires sur ce chemin : 

 










2

1

21

d)(

M

M

MM

OMMA

r

C .  

Elle dépend a priori du chemin   choisi pour aller de 
1

M  à 
2

M . 

 

On a en conséquence 
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Si   est fermé, on note 







 OMMA d)(
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C  la circulation a priori 0 . 

Partie I.  Boîte à outils36



 
36 

— Produit scalaire dans une base orthonormée ),,(
321

eee

rrr

 : 

 
332211

),cos( BABABABABABAV 

rrrrrr

. 

 

— Produit vectoriel dans une base orthonormée directe ),,(
321

eee

rrr

 : 
3

e

r

 est orientée 

dans le sens de déplacement d’un tire-bouchon quand on tourne de 
1
e

r

 vers 
2

e

r

. 

 









































































1221

3113

2332

3

2

1

3

2

1

BABA

BABA

BABA

B

B

B

A

A

A

BAC

rrr

. 

C

r

 est orthogonal à A

r

 et à B

r

, tel que (A

r

,B

r

,C

r

) soit direct, et en norme : 

  sin),sin( BABABAC

rrrrrrr

. 

 

La projection C de C

r

 sur N

r

 dépend de l’orientation choisie pour N

r

. 

Comme l’aire S  du parallélogramme formé par A

r

 et B

r

 vaut hA 

r

S  (base 

 hauteur), on a aussi  sinBA

rr

S , donc : 

La norme du produit vectoriel BA

rr

  est l’aire du parallélogramme formé par A

r

 

et B

r

. 

— Double produit vectoriel : )( CBA

rrr

  est orthogonal à CB

rr

 . Il est donc dans le 

plan vectoriel généré par B

r

 et C

r

, soit CBCBA

rrrrr

 )( .  

On retient alors facilement la formule : 

 )()()( BACCABCBA

rrrrrrrrr

 . 

 
37 

— Un produit mixte   CBACBA
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1.4 Circulation d’un champ de vecteur 
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On omettra le temps t dans ),( tMA
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OMd  à partir du point M.  
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r

 le long 
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Attention ! ce n’est pas a priori une différentielle, c’est-à-dire la variation élé-
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Par exemple, le travail élémentaire d’une force )(MF
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 s’exerçant sur un point 

matériel qui se déplace de 



OMd  est une circulation : 
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La circulation d’un champ de vecteur le long d’un contour orienté   allant de 
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On a en conséquence 
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Si   est fermé, on note 
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1.5 Flux d’un champ de vecteur 

On définit le flux d’un champ de vecteur à un instant t si le champ n’est pas 

stationnaire. On omettra de nouveau le temps t dans ),( tMA

r

 pour ne pas alourdir les 

notations.  

Considérons une surface élémentaire S

2

d  autour d’un point M. Cette surface 

est limitée par un contour élémentaire fermé  dont l’orientation détermine grâce à la 

règle du tire-bouchon celle du vecteur surface S

r

2

d  (de norme S

2

d , orthogonal à 

l’élément de surface). 

Le flux élémentaire du champ )(MA

r

 à travers S

2

d  est égale au produit sca-

laire S

rr

22

d)(d  MA . Son signe dépend de l’orientation de S

r

2

d . 

 

Le flux 
S

  d’un champ de vecteur à travers une surface finie S  est défini de 

la façon suivante : 
— Si la surface s’appuie sur un contour fermé  orienté : 

 





)(

2

d)(

S

S
S

rr

MA  

Ce flux dépend a priori de la surface S  choisie s’appuyant sur .  

Comme la figure ci-après le montre, les vecteurs surface élémentaires sont 

orientés grâce à la règle du tire-bouchon dès que le contour  l’est. 

 

— Si la surface S  est fermée, tous les vecteurs surface élémentaires sont orientés par 

convention de l’intérieur vers l’extérieur, et l’on note : 

 


S

S
S

rr

2

d)(MA . 
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2. LES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES 

2.1 Gradient 

Définition dans un système de coordonnées cartésiennes 

L’opérateur gradient noté 



grad  est un opérateur linéaire qui s’applique à un 

champ de scalaire V(M).  





Vgrad ℝ
3

 est un vecteur. 





















































z

V

y

V

x

V

Vgrad  sur la base de coordonnées cartésiennes ),,(
zyx

eee

rrr

. 

Remarque : on introduit parfois l’opérateur « nabla » noté 

r

 dont l’expression 

en coordonnées cartésiennes est 



















































z

y

x

r

 si bien que VV 


r

grad . 

Définition intrinsèque 

Lorsqu’on passe du point M(x,y,z) au point )d,d,d( zzyyxxM   infiniment 

voisin, la fonction V varie de : 





















 OMVz

z

V

y

y

V

x

x

V

V dgraddddd .  

Cette relation fournit la définition intrinsèque (indépendante du système de 
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2. LES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES 

2.1 Gradient 

Définition dans un système de coordonnées cartésiennes 

L’opérateur gradient noté 



grad  est un opérateur linéaire qui s’applique à un 

champ de scalaire V(M).  





Vgrad ℝ
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Définition intrinsèque 

Lorsqu’on passe du point M(x,y,z) au point )d,d,d( zzyyxxM   infiniment 

voisin, la fonction V varie de : 
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V

x
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V

V dgraddddd .  

Cette relation fournit la définition intrinsèque (indépendante du système de 
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coordonnées choisi) de l’opérateur 



grad  :  

Lors d’un déplacement élémentaire 



OMd , V varie de dV, avec : 



 OMVV dgradd  

Expression dans un système de coordonnées cylindriques 

Puisque 
zr

ezererOM

rrr

ddθdd 




, on a : 







































 OMVz

z

V

r

V

r

r

r

V

z

z

VV

r

r

V

V dgraddd

1

ddddd . D’où : 

 





















































z

V
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r

r

V

V

1

grad  sur la base ),,(
zr

eee

rrr


. 

Expression dans un système de coordonnées sphériques 

Puisque 



OMd


 ererer
r

rrr

dθsindθd , on a : 









































 OMVr

V

r

r

V

r

r

r

VVV

r

r

V

V dgraddsin

sin

1

d

1

ddddd . 

D’où : 

 























































V

r

V

r

r

V

V

sin

1

1

grad  sur la base ),,(


eee
r

rrr

. 

Interprétation physique de l’opérateur gradient 

V



grad  « mesure » les variations spatiales locales de V : plus V varie forte-

ment au voisinage de M, plus V



grad  est grand. 

Le vecteur V



grad  indique dans quelles direction et sens varie localement V. 
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2.2 Rotationnel 

Définition dans un système de coordonnées cartésiennes 

L’opérateur rotationnel noté 



rot  est un opérateur linéaire qui s’applique à un 

champ de vecteur )(MA

r

.  





A

r

rot ℝ
3

 est un vecteur. 
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A

x
y

zx

y
z

z

y

x

r

rot  sur la base ),,(
zyx

eee

rrr

. 

Remarque : AA

rrr





rot . 

Définition intrinsèque 

Pour donner une définition intrinsèque de A

r

rot , on calcule la circulation élé-

mentaire C

2

  de A

r

 le long d’un contour fermé.  

Ce contour étant élémentaire, peu importe sa forme : on choisit un rectangle de 

côtés dx et dy. 

 



 MMMAMMMAMMMAMMMA
333222111

2

)()()()(

rrrr

C . Or : 





111
)()( MMMAMMMA

rr

, puisque 
x

exMM

r

d
1




 est déjà d’ordre 1 en dx.  
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coordonnées choisi) de l’opérateur 



grad  :  
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Expression dans un système de coordonnées sphériques 

Puisque 



OMd


 ererer
r

rrr

dθsindθd , on a : 
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Interprétation physique de l’opérateur gradient 
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Le vecteur V
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2.2 Rotationnel 
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Pour donner une définition intrinsèque de A

r

rot , on calcule la circulation élé-

mentaire C

2

  de A

r

 le long d’un contour fermé.  

Ce contour étant élémentaire, peu importe sa forme : on choisit un rectangle de 

côtés dx et dy. 

 



 MMMAMMMAMMMAMMMA
333222111

2

)()()()(

rrrr

C . Or : 





111
)()( MMMAMMMA

rr

, puisque 
x

exMM

r

d
1
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De même 





212211
)()( MMMAMMMA

rr

. On a donc : 

   
yx

eyMAMAexMAMA

r
rr

r
rr

d)()(d)()(
3221

2

 C . 
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y

A

x
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y

A
x

yy
x

dddddd
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 C , terme qui est d’ordre 2. 

Finalement SC

rr

r

r

r

r

22

drotddrotddrot 






































AeyxAyxeA
zz

. 

Cette relation fournit la définition intrinsèque de l’opérateur 



rot  :  

On considère un contour élémentaire orienté  , au voisinage du point M, et 

S

r

2

d  le vecteur surface élémentaire d’une surface quelconque s’appuyant sur  .  

La circulation du champ vectoriel A

r

 sur ce contour est S

rr

22

drot 



AC . 

 

Théorème de Stokes 

On obtient la forme intégrale de cette relation, appelée théorème de Stokes, en 

découpant une surface quelconque S , s’appuyant sur un contour fermé , en surfaces 

élémentaires.  

On considère deux de ces surfaces élémentaires voisines (elles possèdent un 

bout de contour commun) autour de 
1

M  et 
2

M  : 

 

Les contours élémentaires sur lesquels elles s’appuient sont orientés dans le 

même sens que , si bien que la circulation sur le segment commun est comptée avec 
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des signes opposés dans le calcul des circulations élémentaires 
1 

2

C  et 
2 

2

C .  

La circulation C

2

  sur le contour qui entoure les deux surfaces élémentaires 

vaut donc : 

2 

2

21 

2

12 

2

1 

22

d))(rot(d))(rot( SSCCC

rrrr





MAMA . 

 

En sommant les circulations sur tous les contours élémentaires, on obtient : 
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2
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S

S
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AOMA . C’est le théorème de Stokes. 

La circulation du champ A

r

 sur un contour fermé  est égale au flux de A

r

rot  

sur une surface quelconque )(S  s’appuyant sur . 

 

Grâce à la définition intrinsèque de l’opérateur rotationnel, on trouve, après cal-

culs, les expressions de A

r

rot  dans d’autres systèmes de coordonnées. 

Expression dans un système de coordonnées cylindriques 
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Expression dans un système de coordonnées sphériques 
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des signes opposés dans le calcul des circulations élémentaires 
1 

2

C  et 
2 

2

C .  

La circulation C

2

  sur le contour qui entoure les deux surfaces élémentaires 

vaut donc : 

2 

2

21 

2

12 

2

1 

22

d))(rot(d))(rot( SSCCC

rrrr





MAMA . 

 

En sommant les circulations sur tous les contours élémentaires, on obtient : 












)(

2

drotd

S

S

rrr

AOMA . C’est le théorème de Stokes. 

La circulation du champ A

r

 sur un contour fermé  est égale au flux de A

r

rot  

sur une surface quelconque )(S  s’appuyant sur . 
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Expression dans un système de coordonnées sphériques 
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Interprétation physique de l’opérateur rotationnel 

De SC

rr

22

drot 



A , on déduit que A

r

rot  permet de quantifier le caractère 

tourbillonnaire d’un champ vectoriel au voisinage d’un point M.  

Prenons l’exemple d’un champ localement radial, 0rot0
2

rr





AC , alors 

que pour un champ orthoradial 0rot
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2.3 Divergence 

Définition dans un système de coordonnées cartésiennes 

L’opérateur divergence noté div est un opérateur linéaire qui s’applique à un 

champ de vecteur )(MA
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. 
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div ℝ est un scalaire. 
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Définition intrinsèque 

Pour donner une définition intrinsèque de A

r

div , on calcule le flux 

3

d  de A

r

 à 
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travers une surface fermée élémentaire entourant un volume V

3

d .  

Ce volume étant élémentaire, peu importe sa forme : on choisit un parallélépi-

pède de côtés dx, dy et dz. On a donc zyx dddd

3

V . 

 

 Considérons les flux 
zzz

eyxMA

r

r

dd)(
d





à travers la surface supérieure (qui se 

trouve dans le plan de cote zz d ) et )dd()(
zz

eyxMA

r
r

  à travers la surface inférieure 

(qui se trouve dans le plan de cote z). Leur somme vaut   yxMAMA
zzzzz

dd)()(
d





.  

 Les surfaces yxdd  étant d’ordre 1 en dx et d’ordre 1 en dy, le calcul de cette 

somme donne yxz

z

A
z

ddd 





 : elle est d’ordre 3. 

 Le flux total vaut donc : 
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Finalement V

33

ddivd A

r

  

Cette relation fournit la définition intrinsèque de l’opérateur div :  

On considère une surface élémentaire fermée entourant le point M. On note 

V

3

d  le volume élémentaire à l’intérieur de cette surface. Le flux 

3

d  d’un champ vec-

toriel A

r

 à travers cette surface est V

33

ddivd A

r

 . 
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Interprétation physique de l’opérateur rotationnel 
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travers une surface fermée élémentaire entourant un volume V
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Finalement V

33

ddivd A
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Cette relation fournit la définition intrinsèque de l’opérateur div :  

On considère une surface élémentaire fermée entourant le point M. On note 

V

3

d  le volume élémentaire à l’intérieur de cette surface. Le flux 

3

d  d’un champ vec-

toriel A

r

 à travers cette surface est V

33

ddivd A
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Théorème de Green-Ostrogradski 

On obtient la forme intégrale de cette relation, appelée théorème de Green-

Ostrogradski, en découpant un volume V  à l’intérieur d’une surface fermée S  en vo-

lumes élémentaires. 

 

On considère deux de ces volumes élémentaires voisins (ils possèdent une sur-

face commune) autour de 
1

M  et 
2

M . Les surfaces élémentaires entourant ces vo-

lumes sont orientées de l’intérieur vers l’extérieur, si bien que le flux à travers la surface 

commune est compté avec des signes opposés dans le calcul des flux élémentaires 

1

3

d   et 
2

3

d  .  

Le flux 

3

d  à travers la surface qui entoure les deux volumes élémentaires vaut 

donc : 

2 

3

21 

3

12

3

1

33

)d)((div)d)((divddd VV MAMA

rr

  

En sommant les flux à travers toutes les surfaces élémentaires, on obtient : 




)(

32

ddivd

SVS

VS AA

rrr

. C’est le théorème de Green-Ostrogradski. 

Le flux du champ A

r

 à travers une surface fermée S  est égal à l’intégrale de 

A

r

div  sur le volume )(SV  à l’intérieur de S .  

 

Grâce à la définition intrinsèque de l’opérateur divergence, on trouve après 
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calculs les expressions de A

r

div  dans d’autres systèmes de coordonnées. 

Expression dans un système de coordonnées cylindriques 
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Expression dans un système de coordonnées sphériques 
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Interprétation physique de l’opérateur divergence 

De V

33

ddivd A

r

 , on déduit que A

r

div  permet de quantifier le caractère di-

vergent d’un champ vectoriel au voisinage d’un point M.  

 Prenons l’exemple d’un champ localement radial et divergent : 

0div0d

3

 A

r

, alors que pour un champ localement radial et convergent : 

0div A

r

, et que pour un champ localement uniforme 0div A

r

. 

 

 Par souci de lisibilité, le champ n’est représenté que dans un plan passant par 

M.  

 

2.4 Laplacien scalaire 

Définition dans un système de coordonnées cartésiennes 

L’opérateur laplacien scalaire noté  est un opérateur linéaire qui s’applique à 

un champ de scalaire V(M). 

V ℝ est un scalaire. 
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Théorème de Green-Ostrogradski 

On obtient la forme intégrale de cette relation, appelée théorème de Green-

Ostrogradski, en découpant un volume V  à l’intérieur d’une surface fermée S  en vo-

lumes élémentaires. 
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calculs les expressions de A

r

div  dans d’autres systèmes de coordonnées. 

Expression dans un système de coordonnées cylindriques 

  

z

AA

r

rA

rr

A
z

r




















11

div

r

. 

Expression dans un système de coordonnées sphériques 
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Interprétation physique de l’opérateur divergence 

De V
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 , on déduit que A
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div  permet de quantifier le caractère di-

vergent d’un champ vectoriel au voisinage d’un point M.  

 Prenons l’exemple d’un champ localement radial et divergent : 

0div0d

3

 A
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, alors que pour un champ localement radial et convergent : 

0div A

r

, et que pour un champ localement uniforme 0div A
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 Par souci de lisibilité, le champ n’est représenté que dans un plan passant par 

M.  

 

2.4 Laplacien scalaire 

Définition dans un système de coordonnées cartésiennes 

L’opérateur laplacien scalaire noté  est un opérateur linéaire qui s’applique à 

un champ de scalaire V(M). 

V ℝ est un scalaire. 
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Définition intrinsèque 

On a 





















VV graddiv , relation qui constitue la définition intrinsèque du lapla-

cien de V. 

Remarque : )( VV 

rr

. 

 

Grâce à la définition intrinsèque de l’opérateur laplacien scalaire, on trouve les 

expressions de V  dans d’autres systèmes de coordonnées. 

Expression dans un système de coordonnées cylindriques 
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Expression dans un système de coordonnées sphériques 

 
2

2

222

2

2

sin

1

sin

sin

11

















































V

r

V

rr

V

r

rr

V . 

On a aussi  rV

rrr

V

r

V

rr

V

r

rr

2

2

2

2

2

2

121




































 

2.5 Laplacien vectoriel 

Définition dans un système de coordonnées cartésiennes 

L’opérateur laplacien vectoriel noté  ou 

r

 est un opérateur linéaire qui s’ap-

plique à un champ de vecteur )(MA

r

.  

A

r

ℝ
3

 est un vecteur. 
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 sur la base ),,(
zyx
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. 

Remarque : on peut trouver également la notation A

rr

 , plus explicite quant au 

caractère vectoriel du résultat obtenu, mais moins utilisée. 
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Définition intrinsèque 

On en déduit après calcul la définition intrinsèque :  

 




















AAA
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rotrotdivgrad . 

Cette relation permet de trouver l’expression de A

r

  dans d’autres systèmes de 

coordonnées. 

Expression dans un système de coordonnées cylindriques et sphériques 

Attention ! Sauf dans un système de coordonnées cartésiennes, les compo-

santes du laplacien vectoriel ne sont pas égales au laplacien scalaire des compo-

santes de A
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L’expression la plus générale est lourde et très rarement utilisée. En revanche 

on calcule plus facilement A

r

  dans des cas particuliers.  

Par exemple en coordonnées sphériques, si 
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r
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 Finalement, dans ce cas, on a : 
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Définition intrinsèque 

On a 
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Grâce à la définition intrinsèque de l’opérateur laplacien scalaire, on trouve les 
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Expression dans un système de coordonnées sphériques 

 
2

2

222

2

2

sin

1

sin

sin

11

















































V

r

V

rr

V

r

rr

V . 

On a aussi  rV

rrr

V

r

V

rr

V

r

rr

2

2

2

2

2

2

121




































 

2.5 Laplacien vectoriel 

Définition dans un système de coordonnées cartésiennes 

L’opérateur laplacien vectoriel noté  ou 
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Remarque : on peut trouver également la notation A
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 , plus explicite quant au 

caractère vectoriel du résultat obtenu, mais moins utilisée. 
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Définition intrinsèque 

On en déduit après calcul la définition intrinsèque :  
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Cette relation permet de trouver l’expression de A
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L’expression la plus générale est lourde et très rarement utilisée. En revanche 

on calcule plus facilement A
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  dans des cas particuliers.  

Par exemple en coordonnées sphériques, si 
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2.6 Formules utiles 

Les formules intrinsèques suivantes peuvent par exemple être démontrées en 

coordonnées cartésiennes. 

0gradrot

r

















 

V . 

0rotdiv 















 

A

r

. 

AVAVAV

rrr





graddiv)div( . 

AVAVAV

rrr





gradrot)(rot . 

BAABBA

rrrrrr


 rotrot)(div . 

  AAA

rrr

















 

divgradrotrot  (définition intrinsèque du laplacien vectoriel). 

Deux théorèmes intégraux dérivés respectivement des théorèmes de Stokes et 

de Green-Ostrogradski peuvent être démontrés en utilisant les formules ci-dessus : 

 











)(

2

graddd

S

VOMV S

r

. 

 






)(

32

dgradd

SVS

VVV S

r

. 

2.7 Théorème de Helmholtz (complément hors-programme) 

Ce théorème (hors-programme) assure l’unicité d’un champ de vecteur dont on 

connaît le rotationnel et la divergence pour tout point M d’un volume V  contenu dans 

une surface fermée S , à condition que l’on connaisse les conditions aux limites : 

NPA

rr

)(  en tout point P de S , où N

r

 est la normale extérieure à S  en P. 

 

Pour un champ de scalaire, le théorème de Helmholtz assure l’unicité de V(M) 

dont on connaît le laplacien en tout point M de V , à condition que l’on connaisse les 

conditions aux limites : V(P) ou NV

r





grad  en tout point de S . 
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Ces théorèmes d’unicité fonctionnent également quand le volume V  est infini, 

à condition de connaître les conditions aux limites en l’infini. 

En revanche, il n’y pas unicité quand les conditions aux limites portent sur un 

domaine doublement connexe (comme un tore, ou un cylindre infini). 

3. CHAMPS PARTICULIERS 

3.1 Champ à circulation conservative 

Définition et propriétés 

Les propositions suivantes sont équivalentes : 

Un champ de vecteur A

r

 est à circulation conservative. 











2

1

21

d)(

M

M

MM

OMMA

r

C  est indépendante du chemin  suivi entre 
1

M  et 

2
M . 

0d)( 
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r

C  sur tout contour fermé . 

VAVMV



 grad d / )( 

r

C  ; V(M) est appelé potentiel scalaire. 

0rot

rr





A  en tout point. 

Les démonstrations de ces équivalences ne sont pas au programme. Nous al-

lons nous limiter à démontrer quelques implications : 

 

— Supposons 



21

MM

C  indépendant du chemin suivi  (d’où la dénomination : 

« champ A

r

 à circulation conservative »). 

 Considérons un contour fermé  quelconque et 

deux points distincts 
1

M  et 
2

M  sur ce contour. En suivant 

 on a alors deux chemins différents 
1
  et 

2
  permettant 

d’aller de 
1

M  à 
2

M . D’après notre hypothèse : 

2
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Avec l’orientation de  précisée sur le schéma ci-

contre, on a : 

0
2

21

1

21













MMMM

CCC , ce qui montre bien que 0d)( 








OMMA

r

C  pour tout 

contour fermé. 
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Ces théorèmes d’unicité fonctionnent également quand le volume V  est infini, 

à condition de connaître les conditions aux limites en l’infini. 

En revanche, il n’y pas unicité quand les conditions aux limites portent sur un 

domaine doublement connexe (comme un tore, ou un cylindre infini). 

3. CHAMPS PARTICULIERS 

3.1 Champ à circulation conservative 

Définition et propriétés 

Les propositions suivantes sont équivalentes : 

Un champ de vecteur A
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 est à circulation conservative. 
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VAVMV



 grad d / )( 

r

C  ; V(M) est appelé potentiel scalaire. 

0rot

rr





A  en tout point. 

Les démonstrations de ces équivalences ne sont pas au programme. Nous al-

lons nous limiter à démontrer quelques implications : 

 

— Supposons 



21

MM

C  indépendant du chemin suivi  (d’où la dénomination : 

« champ A

r

 à circulation conservative »). 

 Considérons un contour fermé  quelconque et 

deux points distincts 
1

M  et 
2

M  sur ce contour. En suivant 

 on a alors deux chemins différents 
1
  et 

2
  permettant 

d’aller de 
1

M  à 
2

M . D’après notre hypothèse : 

2

21

1

21











MMMM

CC . 

Avec l’orientation de  précisée sur le schéma ci-

contre, on a : 

0
2

21

1

21













MMMM

CCC , ce qui montre bien que 0d)( 








OMMA

r

C  pour tout 

contour fermé. 
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— Supposons de nouveau que 
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MM

C  est indépendant du chemin suivi . Ceci si-

gnifie que la circulation entre 
1

M  et 
2

M  ne dépend que de ces deux points, donc qu’il 

existe une fonction V du point M telle que )()(
21

21

MVMV
MM







C , soit : 

VOMA dd 

r

C  pour une circulation entre deux points infiniment proches.  

 Comme on a aussi 



 OMVV dgradd , on en déduit : 



 OMVOMA dgradd

r

 pour tout déplacement élémentaire 



OMd , ce qui n’est 

possible que si VA



 grad

r

. 

 

— Supposons 0d)( 








OMMA

r

C  sur tout contour fermé. Le théorème de Stokes 

implique alors que 0drotd

)(

2












S

S

rrr

AOMA  quelle que soit la surface S  s’ap-

puyant sur , ce qui n’est possible que si 0rot

rr





A  en tout point. 

 

Une conséquence fondamentale de ces équivalences est la suivante : quel que 

soit le champ scalaire V(M), le champ VA



 grad

r

 est à circulation conservative, 

donc son rotationnel est nul en tout point.  

On démontre ainsi l’identité 0gradrot

r

















 

V . 

Surfaces équipotentielles et autres propriétés 

L’ensemble des points M vérifiant CteMV )(  forme une surface appelée sur-

face équipotentielle 

 

Nous allons établir deux propriétés supplémentaires d’un champ à circulation 

conservative. 

 

Les lignes de champ sont orthogonales aux surfaces équipotentielles. 

Démontrons ce résultat. Soit M un point de la surface équipotentielle S  et M 

un autre point de S , infiniment proche de M : 



MM  est tangent à S  . 
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Entre M et M  , la variation de potentiel 



 OMMAMMMAV d)()(d

rr

 est 

nulle : 0d)( 



OMMA

r

, quel que soit 



OMd  tangent à S  en M. On en conclut que 

)(MA

r

 est orthogonal au plan tangent à S  en M : la ligne de champ passant par M est 

bien orthogonale au plan tangent à S  en M. 

 

Les lignes de champ sont orientées dans le sens des potentiels V décroissants. 

En conséquence, les lignes d’un champ à circulation conservative ne peuvent 

pas être fermées. 

 Considérons pour démontrer ce résultat une ligne de champ quelconque. On 

repère un point M le long de cette ligne, orientée dans le sens du champ A

r

, grâce à 

son abscisse curviligne s qui est la distance parcourue le long de la ligne entre un point 

O et le point M.  

 

 Entre M et un point M   sur la même ligne de champ, infiniment proche de M, le 

potentiel passe de V à VV d , avec 



 OMMAMMMAV d)()(d

rr

. 



MM  est colinéaire à )(MA

r

. Supposons le dans le même sens : la distance al-

gébrique MMs d  le long de la ligne de champ est positive. 
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Nous allons établir deux propriétés supplémentaires d’un champ à circulation 

conservative. 
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Entre M et M  , la variation de potentiel 
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OMMA

r

, quel que soit 



OMd  tangent à S  en M. On en conclut que 

)(MA
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 est orthogonal au plan tangent à S  en M : la ligne de champ passant par M est 

bien orthogonale au plan tangent à S  en M. 

 

Les lignes de champ sont orientées dans le sens des potentiels V décroissants. 

En conséquence, les lignes d’un champ à circulation conservative ne peuvent 

pas être fermées. 

 Considérons pour démontrer ce résultat une ligne de champ quelconque. On 

repère un point M le long de cette ligne, orientée dans le sens du champ A

r

, grâce à 

son abscisse curviligne s qui est la distance parcourue le long de la ligne entre un point 

O et le point M.  

 

 Entre M et un point M   sur la même ligne de champ, infiniment proche de M, le 

potentiel passe de V à VV d , avec 
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On a donc 0d)(d  sMAV

r

 : le potentiel décroît bien le long d’une ligne de 

champ.  

D’autre part, 

s

V

MA

d

d

)( 

r

 :  

Un champ à circulation conservative est intense là où les équipotentielles sont 

resserrées. 

3.2 Champ à flux conservatif 

Définition et propriétés 

Les propositions suivantes sont équivalentes : 

Un champ de vecteur B

r

 est à flux conservatif. 






)(

2

d)(

S

S
S

rr

MB  est indépendante de la surface qui s’appuie sur . 

0d)(
2




S

S
S

rr

MB  à travers toute surface fermée S . 

ABMA

rrr


 rot / )(  ; )(MA

r

 est appelé potentiel vecteur. 

0div

rr

 B  en tout point. 

Les démonstrations de ces équivalences ne sont pas au programme. Nous al-

lons nous limiter à démontrer quelques implications : 

 

— Supposons que 
S

  ne dépend pas de la surface S  qui s’appuie sur un contour 

fermé  indépendant du chemin suivi , mais seulement de . 

 Considérons une surface fermée S  quelconque et un contour fermé  orienté, 

tracé sur cette surface. Sur ce contour s’appuient deux surfaces distinctes 
1

S  et 
2

S  

dont S  est la réunion.  
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Les vecteurs surface élémentaires de 
1

S  et 
2

S  sont orientés en accord avec 

l’orientation de  en suivant la règle du tire-bouchon. On a d’après notre hypothèse 

21

SS
 . 

En revanche, les vecteurs surface élémentaires de S  sont orientés de l’intérieur 

vers l’extérieur.  

Avec l’orientation de  précisée sur le schéma ci-avant, on a : 

0
12


SSS

, ce qui montre bien que 0d)(
2




S

S
S

rr

MB  à travers toute 

surface fermée. 

 

— Supposons qu’il existe un champ de vecteur )(MA

r

 tel que AB

rr 

 rot . On a alors 

d’après le théorème de Stokes : 












 OMAAB ddrotd

)(

2

)(

2

rrrrr

SS

SS  : le flux de B

r

 à travers une surface S  s’ap-

puyant sur un contour fermé  ne dépend pas de S  mais seulement de .  

 

— Supposons que 0d)(
2




S

S
S

rr

MB  à travers toute surface fermée. Le théo-

rème de Green-Ostrogradski implique alors que : 

0ddivd

)(

32




SVS

S
VS BB

rrr

 dans tout volume V  limité par une surface fer-

mée, ce qui n’est possible que si 0div

rr

B  en tout point. 

 

Une conséquence fondamentale de ces équivalences est la suivante : quel que 

soit le champ )(MA

r

, le champ AB

rr 

 rot  est à flux conservatif, donc sa divergence 

est nulle en tout point.  

On démontre ainsi l’identité 0rotdiv 















 

A

r

. 

Tubes de champ et autres propriétés 

Le flux de B

r

 se conserve le long d’un tube de champ, d’où la dénomination « le 

champ B

r

 est à flux conservatif ». 

Démontrons cette propriété.  

B

r

 étant à flux conservatif, le flux de B

r

 à travers la surface S  fermée, réunion 

de deux sections 
1

S  et 
2

S   d’un tube de champ et de la surface latérale du tube entre 

ces deux sections, est nul. 
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On a donc 0d)(d  sMAV

r

 : le potentiel décroît bien le long d’une ligne de 

champ.  

D’autre part, 

s

V

MA

d

d

)( 

r

 :  

Un champ à circulation conservative est intense là où les équipotentielles sont 

resserrées. 

3.2 Champ à flux conservatif 

Définition et propriétés 

Les propositions suivantes sont équivalentes : 

Un champ de vecteur B

r

 est à flux conservatif. 
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S

S
S

rr

MB  est indépendante de la surface qui s’appuie sur . 

0d)(
2




S

S
S

rr

MB  à travers toute surface fermée S . 

ABMA

rrr


 rot / )(  ; )(MA

r

 est appelé potentiel vecteur. 

0div

rr

 B  en tout point. 

Les démonstrations de ces équivalences ne sont pas au programme. Nous al-

lons nous limiter à démontrer quelques implications : 

 

— Supposons que 
S

  ne dépend pas de la surface S  qui s’appuie sur un contour 

fermé  indépendant du chemin suivi , mais seulement de . 

 Considérons une surface fermée S  quelconque et un contour fermé  orienté, 

tracé sur cette surface. Sur ce contour s’appuient deux surfaces distinctes 
1

S  et 
2

S  

dont S  est la réunion.  
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Les vecteurs surface élémentaires de 
1

S  et 
2

S  sont orientés en accord avec 

l’orientation de  en suivant la règle du tire-bouchon. On a d’après notre hypothèse 

21

SS
 . 

En revanche, les vecteurs surface élémentaires de S  sont orientés de l’intérieur 

vers l’extérieur.  

Avec l’orientation de  précisée sur le schéma ci-avant, on a : 

0
12


SSS

, ce qui montre bien que 0d)(
2




S

S
S

rr

MB  à travers toute 

surface fermée. 

 

— Supposons qu’il existe un champ de vecteur )(MA

r

 tel que AB

rr 

 rot . On a alors 

d’après le théorème de Stokes : 
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SS  : le flux de B
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 à travers une surface S  s’ap-

puyant sur un contour fermé  ne dépend pas de S  mais seulement de .  

 

— Supposons que 0d)(
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rème de Green-Ostrogradski implique alors que : 
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S
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rrr

 dans tout volume V  limité par une surface fer-

mée, ce qui n’est possible que si 0div

rr

B  en tout point. 

 

Une conséquence fondamentale de ces équivalences est la suivante : quel que 

soit le champ )(MA

r

, le champ AB

rr 

 rot  est à flux conservatif, donc sa divergence 

est nulle en tout point.  

On démontre ainsi l’identité 0rotdiv 















 

A

r

. 

Tubes de champ et autres propriétés 

Le flux de B

r

 se conserve le long d’un tube de champ, d’où la dénomination « le 

champ B

r

 est à flux conservatif ». 

Démontrons cette propriété.  

B

r

 étant à flux conservatif, le flux de B

r

 à travers la surface S  fermée, réunion 

de deux sections 
1

S  et 
2

S   d’un tube de champ et de la surface latérale du tube entre 

ces deux sections, est nul. 
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B

r

 étant par définition tangent au tube, 0d
lat

2

 S

rr

B  sur la surface latérale donc 

son flux à travers la surface latérale est nul. 

Les vecteurs surface élémentaires de 
1

S  et 
2

S  sont orientés dans le sens du 

champ B

r

 alors que les vecteurs surface élémentaires de S  sont orientés de l’intérieur 

vers l’extérieur. On a donc bien avec l’orientation de  précisée sur le schéma ci-des-

sus : 

{
12lat12

0

0

SSSSSS
  

 

Considérons maintenant un tube de champ élémentaire qui entoure une ligne 

de champ entre deux points 
1

M  et 
2

M . Les sections droites 
1

2

d S  et 
2

2

d S  de ces 

tubes passant par 
1

M  et 
2

M  sont infiniment petites. 

La conservation du flux de B

r

 le long de ce tube de champ implique que : 

2

2

21

2

1
dd SS

rrrr

 BB  or B

r

 et S

r

2

d  sont colinéaires pour un tube de champ élémen-

taire : 
2

2

21

2

1
dd SS  BB

rr

.  

 On en déduit que si 
1

2

2

2

dd SS   alors 
12

BB

rr

  

 

Un champ à flux conservatif est intense là où les lignes de champ sont resser-

rées. 
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4. BILAN LOCAL D’UNE GRANDEUR EXTENSIVE x 

4.1 Bilan global 

Le système étudié  se trouve dans 

le volume V  à l’intérieur d’une surface S 

fermée (au sens géométrique : elle en-

toure un volume intérieur), fixe par rapport 

au référentiel d’étude R . 

Si de la matière traverse S , ce der-

nier est un système ouvert (au sens phy-

sique : il échange de la matière avec le milieu extérieur).  

 

On peut effectuer des bilans de n’importe quelle grandeur extensive x pour , 

par exemple un bilan de masse, de quantité de mouvement, d’énergie, d’entropie… 

Entre deux instants 
1
t  et 

12
tt  , cette grandeur varie de )()(

12
txtxx  .  

 

On distingue deux causes de variation pour x : l’échange avec le milieu exté-

rieur, et la production de la grandeur x au sein de  :  

 
pr

12
)()( xxtxtxx  . 

Entre 
1
t  et 

2
t , 

r

x  est la grandeur reçue de la part du milieu extérieur, et 
p

x  la 

grandeur produite. 
r

x  et 
p

x  sont algébriques (
r

x  est positif si la grandeur est effecti-

vement reçue par , négatif si la grandeur est cédée au milieu extérieur ; 
p

x  est positif 

si la grandeur est produite, négatif si elle est détruite) et dépendent de la transforma-

tion suivie entre 
1
t  et 

2
t  (la notation 

r

x , 
p

x  est proscrite), alors qu’il suffit de con-

naître l’état de  à 
1
t  et 

2
t  pour calculer )()(

12
txtxx  . 

 

Dans le cas d’une transformation élémentaire entre deux instants infiniment 

proches t et tt d , le bilan s’écrit :  

pr

)()d(d xxtxttxx   (la notation 
r

dx , 
p

dx  est proscrite).  

dx est une différentielle. 
r

x  et 
p

x  sont des formes différentielles ; elles dé-

pendent du chemin suivi. 

 

En notant 

V

3

3

d

d x

x

  la densité volumique de la grandeur x, on a : 

— à la date t : 





V

V

M

x
tMtx

3

d),()(  
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B

r

 étant par définition tangent au tube, 0d
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son flux à travers la surface latérale est nul. 
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sus : 

{
12lat12

0

0

SSSSSS
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M . Les sections droites 
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2
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2

2

d S  de ces 

tubes passant par 
1
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2

M  sont infiniment petites. 

La conservation du flux de B

r

 le long de ce tube de champ implique que : 

2

2

21

2

1
dd SS

rrrr

 BB  or B

r

 et S

r

2

d  sont colinéaires pour un tube de champ élémen-

taire : 
2

2

21

2

1
dd SS  BB

rr

.  

 On en déduit que si 
1

2

2

2

dd SS   alors 
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rr

  

 

Un champ à flux conservatif est intense là où les lignes de champ sont resser-

rées. 
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4. BILAN LOCAL D’UNE GRANDEUR EXTENSIVE x 
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1
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2
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r

x  est la grandeur reçue de la part du milieu extérieur, et 
p
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grandeur produite. 
r
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p

x  sont algébriques (
r

x  est positif si la grandeur est effecti-

vement reçue par , négatif si la grandeur est cédée au milieu extérieur ; 
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x  est positif 

si la grandeur est produite, négatif si elle est détruite) et dépendent de la transforma-

tion suivie entre 
1
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2
t  (la notation 

r
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p

x  est proscrite), alors qu’il suffit de con-

naître l’état de  à 
1
t  et 

2
t  pour calculer )()(
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txtxx  . 

 

Dans le cas d’une transformation élémentaire entre deux instants infiniment 

proches t et tt d , le bilan s’écrit :  

pr

)()d(d xxtxttxx   (la notation 
r

dx , 
p

dx  est proscrite).  

dx est une différentielle. 
r

x  et 
p

x  sont des formes différentielles ; elles dé-

pendent du chemin suivi. 

 

En notant 

V

3

3

d

d x
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  la densité volumique de la grandeur x, on a : 
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V
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x
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3
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— à tt d  : 





V

V

M

x
ttMttx

3

d)d,()d( , soit une variation pendant une durée infi-

nitésimale dt : 

 t

t

txttxx

M

x

dd)()d(d
3






















V

V . 

4.2 Grandeur reçue 

La grandeur reçue pendant dt à travers un élément de surface S

2

d  autour d’un 

point P de la surface S  s’écrit ttPJx
x

dd),(
2r3

 S

rr

. 

),( tPJ
x

r

 est le vecteur densité volumique de courants de la grandeur x. 

En effet : 

 

— La grandeur reçue est proportionnelle à la durée dt de l’échange.  

Par exemple, si à un instant donné, une section d’un fleuve est traversée par 

3

m 300  d’eau en une seconde, cette même section sera traversée par 
3

m 600  d’eau 

en 2 s. Si la densité de courants ),( tPJ
x

r

 n’est pas stationnaire, la relation de propor-

tionnalité entre la grandeur échangée et la durée n’est rigoureuse que pendant une 

durée infinitésimale dt (cela reste une bonne approximation dans notre exemple pen-

dant une durée de deux secondes, petite devant la durée caractéristique des variations 

de débit).  

 

— La grandeur reçue est proportionnelle à la surface d’échange S

2

d .  

Dans l’exemple précédent, si 
3

m 0001  d’eau traversent une surface de 
2

m 1  

autour d’un point P en une heure, ce sera le triple pour une surface de 
2

m 3  autour du 

même point pendant la même durée. Si la densité de courants ),( tPJ
x

r

 n’est pas uni-

forme, la relation de proportionnalité entre la grandeur échangée et la surface n’est 

rigoureuse que pour une surface infinitésimale S

2

d  (cela reste une bonne approxi-

mation dans notre exemple pour une surface de 
2

m 3  si la vitesse du fleuve varie peu 

d’un point à l’autre de cette surface).  

 

— 
r3

x  est proportionnelle au produit scalaire S

rr

2

d),( tPJ
x

. Par exemple, si la den-

sité volumique de courants est tangente à la surface d’échange S

2

d , on a : 

0d

2

 S

rr

x

J  . La surface S

2

d  n’est pas traversée par la grandeur x. 

 

 

Dans le cas général, on obtient 
r

x  reçu pendant dt en sommant sur S  :
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 tJx

P

x
dd

2r



















S

S

rr

. 

Le signe «   » provient de l’orientation des vecteurs surface élémentaires de 

l’intérieur vers l’extérieur. Par exemple, si 0d

2

 S

rr

x

J , le système  perd localement 

la grandeur x.  

 

On peut donner une autre forme à cette expression en utilisant le théorème de 

Green-Ostrogradski : tJx
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x
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4.3 Grandeur produite 

La grandeur produite 
p4

x  pendant dt dans un élément de volume V

3

d  autour 

d’un point M du volume V  s’écrit ttMx
x

dd),(
3p4

 V .  

),( tM
x

  est le taux (c’est-à-dire par unité de temps) de production volumique 

de la grandeur extensive x. 

En effet : 

 

— la grandeur produite est proportionnelle à la durée dt de la production et au volume 

V

3

d .  

Par exemple, si à un moment donné, 
12

105   neutrons sont produits en une se-

conde dans 
3

cm 1  de réacteur nucléaire autour du point M, le double sera produit en 

2 s dans le même volume. Si le taux de production volumique ),( tM
x

  n’est pas sta-

tionnaire, la relation de proportionnalité entre la grandeur produite et la durée n’est 

rigoureuse que pendant une durée infinitésimale dt. 

 

— la grandeur produite est proportionnelle au volume V

3

d .  

Dans l’exemple précédent, 
13

10  neutrons de fission seront produits dans un vo-

lume de 
3

cm 2  autour de M. Si ),( tM
x

  n’est pas uniforme, la relation de proportion-

nalité entre la grandeur échangée et le volume n’est rigoureuse que pour un volume 

infinitésimal V

3

d , et l’on obtient la quantité 
p

x  produite pendant dt par sommation 

sur le volume V  :  
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4.2 Grandeur reçue 

La grandeur reçue pendant dt à travers un élément de surface S

2

d  autour d’un 

point P de la surface S  s’écrit ttPJx
x

dd),(
2r3

 S

rr

. 

),( tPJ
x

r

 est le vecteur densité volumique de courants de la grandeur x. 

En effet : 

 

— La grandeur reçue est proportionnelle à la durée dt de l’échange.  

Par exemple, si à un instant donné, une section d’un fleuve est traversée par 

3

m 300  d’eau en une seconde, cette même section sera traversée par 
3

m 600  d’eau 

en 2 s. Si la densité de courants ),( tPJ
x

r

 n’est pas stationnaire, la relation de propor-

tionnalité entre la grandeur échangée et la durée n’est rigoureuse que pendant une 

durée infinitésimale dt (cela reste une bonne approximation dans notre exemple pen-

dant une durée de deux secondes, petite devant la durée caractéristique des variations 

de débit).  

 

— La grandeur reçue est proportionnelle à la surface d’échange S

2

d .  

Dans l’exemple précédent, si 
3

m 0001  d’eau traversent une surface de 
2

m 1  

autour d’un point P en une heure, ce sera le triple pour une surface de 
2

m 3  autour du 

même point pendant la même durée. Si la densité de courants ),( tPJ
x

r

 n’est pas uni-

forme, la relation de proportionnalité entre la grandeur échangée et la surface n’est 

rigoureuse que pour une surface infinitésimale S

2

d  (cela reste une bonne approxi-

mation dans notre exemple pour une surface de 
2

m 3  si la vitesse du fleuve varie peu 

d’un point à l’autre de cette surface).  

 

— 
r3

x  est proportionnelle au produit scalaire S

rr

2

d),( tPJ
x

. Par exemple, si la den-

sité volumique de courants est tangente à la surface d’échange S

2

d , on a : 

0d

2

 S

rr

x

J  . La surface S

2

d  n’est pas traversée par la grandeur x. 

 

 

Dans le cas général, on obtient 
r

x  reçu pendant dt en sommant sur S  :
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4.4 Bilan local 

Le bilan global (pour un volume fini) 
pr

d xxx   se traduit finalement par : 

 0ddiv
3
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r
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Si le bilan de la grandeur x est effectué sur le système de volume V

3

d  autour 

du point M, il devient un bilan local 0ddiv

3
















V

xx

x

J

t

r

, soit : 

xx

x

J

t






r

div , bilan local de la grandeur extensive x. 

 

La détermination d’un champ de température dans un solide, celle d’un champ 

de pression et de vitesse dans un fluide, passent entre autres par l’écriture de bilans 

locaux d’énergie interne, de masse, etc. 
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[BOÎTE À OUTILS 5]  

GRANDEURS PHYSIQUES : 

DIMENSIONS & UNITÉS 

1. UNITÉS ET SYSTÈME INTERNATIONAL D’UNITÉS 

(SI) 

1.1 Grandeur mesurable 

Une grandeur physique qui caractérise un objet ou un phénomène étant définie, 

elle sera mesurable si l’on sait lui appliquer les opérations élémentaires : addition, 

soustraction, rapport, multiplication et division par un nombre réel. 

 

Certaines grandeurs comme le temps, une énergie potentielle, sont repérables 

(une origine étant choisie) mais non mesurables.  

En revanche, une durée, une énergie reçue, une énergie cinétique sont mesu-

rables car indépendantes du choix arbitraire d’une origine. 

1.2 Unités 

Pour faire correspondre une valeur numérique à une grandeur X, on choisit ar-

bitrairement une grandeur unité X
u
 de même espèce. 

La valeur numérique de X est alors égale à x

X

X



u

. 

Par exemple, si un phénomène périodique possède une période T
0
, toute du-

rée peut s’exprimer sous la forme   T
0
. Si l’on choisit de prendre cette période 

comme durée unité, la valeur numérique de la durée  est égale au réel . 

 

Plus généralement si X
1
 et X

2
 sont deux grandeurs de même dimension : 

x

X

X

1

1



u

, x

X

X

2

2



u

 d’où 

x

x

X

X

2

1

2



1

. 

Le rapport de deux grandeurs de même espèce est indépendant de l’unité choi-

sie pour exprimer ces deux grandeurs. 

Attention : ce n’est pas vrai lorsque deux unités différentes d’une même gran-

deur ne sont pas proportionnelles.  

Par exemple, une température n’est pas directement mesurable en degrés Cel-

sius (°C) alors qu’elle l’est en kelvin (K).  
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Dans le calcul d’un rapport de températures, il faut obligatoirement exprimer les 

températures en kelvin. Ce rapport prend une valeur numérique différente, privée de 

sens physique, avec des températures en °C.  

On rappelle que si T est la température en K et  en °C, on a 15,273 T . 

1.3 Choix des unités / Système international (SI) 

Les problèmes liés à l’existence de systèmes d’unités propres à chaque pays, 

voire à chaque région, ont conduit à l’adoption d’un système international d’unités sim-

plifiant les échanges scientifiques (et commerciaux ...) et les communications. 

Il existe sept unités de base, indépendantes, les autres s’en déduisent par des 

relations entre les grandeurs correspondantes. 

Unité de temps : la seconde (s). Symbole dimensionnel : T 

Unité de longueur : le mètre (m). Symbole dimensionnel : L 

Unité de masse : le kilogramme (kg). Symbole dimensionnel : M 

Unité d’intensité de courant électrique : l’ampère (A). Symbole dimensionnel : I 

Unité de température thermodynamique : le kelvin (K). Symbole dimensionnel :  

Unité de quantité de matière : la mole (mol). Symbole dimensionnel : N 

Unité d’intensité lumineuse : la candela (cd). Symbole dimensionnel : J 

 
Ces unités sont définies en fixant la valeur numérique de certaines constantes 

fondamentales : 

 

La fréquence de transition hyperfine de l’état fondamental de l’atome de cé-

sium 133 non perturbé, 
Cs

 , est égale à 9 192 631 770 Hz.  

La seconde est donc définie comme la durée pendant laquelle il y a exacte-

ment 9 192 631 770 périodes de la radiation correspondant à cette transition. 

La vitesse c de la lumière dans le vide est égale à 
-1

sm 458792299  .  

Le mètre est donc défini comme la longueur du trajet que parcourt la lumière 

dans le vide pendant une durée de s 458792299/1 . 

La constante de Planck h est égale à sJ 1015070626,6
34





h .  

Comme 
-12

smkg 1sJ 1  , le kilogramme est donc défini en fixant la valeur 

de h.  

 La charge élémentaire e est égale à C 10634176602,1
19

e .  

 Comme s A1C 1  , l’ampère est donc défini en fixant la valeur de e. 

 La constante de Boltzmann 
B
k  est égale à 

-123

B
KJ 10649380,1 



k .  

 Comme 
-22

smkg 1J 1  , le kelvin est défini en fixant la valeur de 
B
k . 

 La constante d’Avogadro 
A

N  est égale à 
-123

A
mol 1076140022,6 N . 

 La mole est donc définie en fixant la valeur de 
A

N . 
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La candela est l’intensité lumineuse, dans une direction donnée, d’une 

source qui émet un rayonnement monochromatique de fréquence Hz 10540

12

  et 

dont l’intensité énergétique dans cette direction est de 

683

1

 watt par stéradian.  

Le stéradian est l’unité d’angle solide (c’est l’équivalent dans l’espace d’un angle dans le plan). L’in-

tensité lumineuse caractérise la sensation visuelle humaine. Cette dernière est maximale pour une 

longueur d’onde de 555 nm (soit une fréquence de l’onde électromagnétique de 540 THz). Deux 

objets lumineux ponctuels émettant la même puissance et regardés sous le même angle solide, mais 

à des longueurs d’onde différentes, ne correspondent pas à la même intensité lumineuse. 

 

La dernière modification des définitions des unités fondamentales est entrée en 

vigueur le 20 mai 2019.  

À chaque changement correspond une précision accrue : le critère retenu dans 

le choix des unités de base est celui de l’exactitude maximale avec laquelle une unité 

peut être réalisée expérimentalement. 

 

Par exemple, pour définir une unité de temps, il faut une horloge (système évo-

luant périodiquement). La seconde était avant 1960 définie comme la fraction 

55090,16486/1  de la durée de la rotation propre de la Terre. Or, la Terre tournant de 

moins en moins vite autour de son axe de rotation, il a fallu trouver une meilleure hor-

loge. C’est le cas des horloges atomiques permettant la nouvelle définition et dont on 

peut penser que la période est une vraie période (invariable dans le temps). Des ré-

sultats d’observations sont alors utilisables en tout temps. 

 

Il est à noter que l’utilisateur courant ne doit pas être perturbé par le change-

ment : la « taille » de l’unité reste la même. 

 

La définition du mètre revient à fixer la vitesse de la lumière dans le vide à 

-1

sm 458792299  . La définition initiale de 1798 posait km 1 longueur d’un méridien 

terrestre / 40000 (actuellement cette longueur vaut 40008,08 km). 

 

 La nouvelle définition du kilogramme obéit à la même logique.  

 L’ancienne définition était la suivante : « le kilogramme est la masse de l’étalon 

prototype en platine iridié à 10 réalisé en 1889 sous la forme d’un cylindre dont le 

diamètre est égal à la hauteur ». Cette définition manquait d’universalité (l’étalon était 

conservé à Sèvres) et surtout de constance dans le temps (la masse de l’étalon variait 

dans le temps).  

 La nouvelle définition permet, grâce à des expériences menées avec une ba-

lance de Kibble (ou balance de Watt), de mesurer des masses avec une meilleure 

précision que celle obtenue par comparaison avec l’étalon. Cette expérience a permis 

de mesurer la constante de Planck avec une incertitude relative de 
-8

10,75  . 
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Dans le calcul d’un rapport de températures, il faut obligatoirement exprimer les 

températures en kelvin. Ce rapport prend une valeur numérique différente, privée de 

sens physique, avec des températures en °C.  

On rappelle que si T est la température en K et  en °C, on a 15,273 T . 

1.3 Choix des unités / Système international (SI) 

Les problèmes liés à l’existence de systèmes d’unités propres à chaque pays, 

voire à chaque région, ont conduit à l’adoption d’un système international d’unités sim-

plifiant les échanges scientifiques (et commerciaux ...) et les communications. 

Il existe sept unités de base, indépendantes, les autres s’en déduisent par des 

relations entre les grandeurs correspondantes. 

Unité de temps : la seconde (s). Symbole dimensionnel : T 

Unité de longueur : le mètre (m). Symbole dimensionnel : L 

Unité de masse : le kilogramme (kg). Symbole dimensionnel : M 

Unité d’intensité de courant électrique : l’ampère (A). Symbole dimensionnel : I 

Unité de température thermodynamique : le kelvin (K). Symbole dimensionnel :  

Unité de quantité de matière : la mole (mol). Symbole dimensionnel : N 

Unité d’intensité lumineuse : la candela (cd). Symbole dimensionnel : J 

 
Ces unités sont définies en fixant la valeur numérique de certaines constantes 

fondamentales : 

 

La fréquence de transition hyperfine de l’état fondamental de l’atome de cé-

sium 133 non perturbé, 
Cs

 , est égale à 9 192 631 770 Hz.  

La seconde est donc définie comme la durée pendant laquelle il y a exacte-

ment 9 192 631 770 périodes de la radiation correspondant à cette transition. 

La vitesse c de la lumière dans le vide est égale à 
-1

sm 458792299  .  

Le mètre est donc défini comme la longueur du trajet que parcourt la lumière 

dans le vide pendant une durée de s 458792299/1 . 

La constante de Planck h est égale à sJ 1015070626,6
34





h .  

Comme 
-12

smkg 1sJ 1  , le kilogramme est donc défini en fixant la valeur 

de h.  

 La charge élémentaire e est égale à C 10634176602,1
19

e .  

 Comme s A1C 1  , l’ampère est donc défini en fixant la valeur de e. 

 La constante de Boltzmann 
B
k  est égale à 

-123

B
KJ 10649380,1 



k .  

 Comme 
-22

smkg 1J 1  , le kelvin est défini en fixant la valeur de 
B
k . 

 La constante d’Avogadro 
A

N  est égale à 
-123

A
mol 1076140022,6 N . 

 La mole est donc définie en fixant la valeur de 
A

N . 

 
63 

La candela est l’intensité lumineuse, dans une direction donnée, d’une 
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2. DIMENSIONS 

2.1 Homogénéité 

Toute grandeur peut s’exprimer en fonction des grandeurs de base 

En mécanique par exemple, toute grandeur s’exprimera en fonction d’un temps 

T, d’une longueur L et d’une masse M.  

La norme d’une force est d’après  ext
Fam

r
r

 le produit d’une masse et d’une 

longueur et de l’inverse d’un temps au carré et ceci indépendamment du système 

d’unités dans lequel on l’exprime : on dit qu’une force est homogène à M L T

-2

   ou 

bien on écrit  F   M L T

-2

, où  F  est la dimension de F. Dans le système internatio-

nal d’unités (SI), l’unité de F est le newton (N), unité dérivée valant 1 kg m s
-2

  . 

On ne peut faire la somme (ou la différence) de deux termes que s’ils ont même 

dimension, on ne peut appliquer les fonctions sinus, cosinus, tangente, logarithme, 

exponentielle, etc., qu’à une grandeur sans dimension.  

Ces règles permettent de vérifier l’homogénéité d’une formule (une formule non 

homogène est incorrecte, la réciproque est bien entendu fausse).  

 

Prenons quelques exemples : 

— Équation différentielle dans un circuit électrique : 

d

d

d

d

2

2 2

1

0

u

t RC

u

t

u

RC

  

( )

.  

RC étant homogène à un temps, l’équation est homogène car tous les termes 

de la somme sont homogènes à une tension divisée par un temps au carré :  
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Il n’est pas nécessaire de revenir aux grandeurs de base pour vérifier l’homo-

généité 

— Équation différentielle du pendule pesant : 
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Comme  g  L T
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 et  l  L , l’équation est homogène car tous les termes de 

la somme sont homogènes à T
-2

 (un angle est par définition un rapport entre deux 

longueurs donc c’est une grandeur sans dimension). 

— Pression de l’atmosphère de température uniforme : p z p
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 où M 

est la masse molaire de l’air.  
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Mgz est homogène à une énergie par mole puisque mgz est une énergie poten-

tielle de pesanteur :  

 

Mgz

E



N

. Le terme RT est également homogène à une éner-

gie par mole. En effet, d’après la loi des gaz parfaits,  

pV

n

RT










 , or une pression 

est par définition homogène à une force divisée par une surface, soit  

 

p

F



L

2

 d’où 

     pV F E L .  

Le terme 

Mgz

RT

 est bien sans dimension, on peut prendre son exponentielle 

(également sans dimension) et on a donc de part et d’autre de l’égalité deux termes 

homogènes à une pression. 

2.2 Équation aux dimensions  

Explosion atomique 

Le physicien G.I. Taylor estima correctement l’ordre de grandeur de l’énergie 

dégagée par la première explosion atomique le 16 juillet 1945 dans le désert du Nou-

veau-Mexique, simplement à l’aide d’une photo de cette explosion (ci-dessous). La 

valeur officielle ( J 104,8
13

 ) était pourtant maintenue top-secret… 

 

Il exploita le théorème de Vaschy-Buckingham, ou théorème  (hors-pro-

gramme) que nous exposons ici :  

N grandeurs physiques ),...,(
1 N

gg  font intervenir d dimensions de base 

)D,...,D(
1 d

. Par exemple, pour des problèmes de mécanique, 3d  (temps T, lon-

gueur L, masse M).  
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2. DIMENSIONS 
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r
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Les dimensions de ces grandeurs sont de la forme  
idii

di
g



 D...DD
21

21
 

où les coefficients 
ij

  sont des rationnels. 

On cherche à former des nombres sans dimensions à partir de ),...,(
1 N

gg  : ces 

nombres sont de la forme 
kNkikk

Nik
ggggN



 ...... 

21

21
 avec 

ki
ℚ.  

On a alors       1D...DD... D...DD
21

1

11211

2121






 kN

NdNN

k

d

ddk
N

puisque 


k
N  est sans dimension. 

Les 
ki

  sont donc solution du système linéaire de d équations et p inconnues : 
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Si ces équations sont indépendantes (c’est le cas le plus souvent), on peut for-

mer dNp   (le nombre de grandeurs moins le nombre de dimensions) nombres 

sans dimension indépendants à partir de ),...,(
1 N

gg . 

 

Il peut cependant arriver que les équations régissant les 
ki

  ne soient pas in-

dépendantes. Si r est le rang de la matrice 
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, on n’a que r di-

mensions indépendantes et le nombre de paramètres sans dimension qu’on peut for-

mer à partir de ),...,(
1 N

gg  est rNp  . 

 

Soient N grandeurs physiques ),...,(
1 N

gg  faisant intervenir r dimensions indé-

pendantes. On peut former rNp   nombres 


k
N  sans dimension à partir de ces 

grandeurs. Ces nombres sont de la forme 
kNkikk

Nik
ggggN



 ...... 

21

21
 avec 


ki

ℚ.  

Si ces grandeurs sont liées par une relation 0),...,(
1



N
ggf , les 



k
N  sont liés 

par une relation 0),...,(
1





p
NNF . 

C’est le théorème de Vashy-Buckingham. 

 

Revenons à l’explosion atomique. 

L’explosion commence à 0t . Taylor identifia (c’est le point délicat !) les gran-

deurs physiques dont dépend le rayon R du nuage à la date t : l’énergie E dégagée 

quasi-instantanément, la date t, la masse volumique  de l’air extérieur.  
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Ces 4 grandeurs font intervenir 3 dimensions (M, L et T), et sont liées par 

0),,,( tERf . On peut donc a priori ne peut former qu’un nombre 


1
N sans dimension 



 RtEN
1

 à partir de ces 4 grandeurs, soit :  
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On en déduit CteNREt 
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D’après la photo, G.I Taylor estima la valeur du rayon m 140R  au bout de 

s 025,0t  et pris 
-3

mkg 1  . Il supposa que, les grandeurs caractéristiques étant 

bien identifiées, la constante numérique K était de l’ordre de 1, si bien que l’énergie 

dégagée était de l’ordre de J 106,8
13

2

5







t

R

E . 

Célérité d’une onde transversale le long d’une corde vibrante 

Prenons un autre exemple. La célérité de l’onde le long d’une corde dépend de 

sa tension 
0

T  et de sa masse linéique  : on a une relation 0),,(
0

Tcf . Ces 3 gran-

deurs font intervenir 3 dimensions (M, L et T).  

Cherchons à former des nombres sans dimension à partir de ces grandeurs : 
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On n’a ici que 2r  dimensions indépendantes : on peut par exemple fixer la 

valeur de  et on a alors : 
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La constante numérique sans dimension K vaut 1, mais on ne peut pas le mon-

trer à partir de l’analyse dimensionnelle.  
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La constante numérique sans dimension K vaut 1, mais on ne peut pas le mon-

trer à partir de l’analyse dimensionnelle.  
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En conclusion, si une analyse physique a su dégager les grandeurs intervenant 

dans un problème donné, il est possible, sans étude théorique et donc sans mise en 

équation du problème, de trouver la relation entre ces grandeurs (c’est le cas quand 

on ne peut former qu’un seul nombre sans dimension comme dans les exemples pré-

cédents), ou du moins de réduire l’étude expérimentale à l’établissement de la relation 

entre quelques nombres sans dimension : 0),...,(
1





p
NNF . 

2.3 Intérêt de l’adimensionnalisation / facteur d’échelle  

Pendule simple 

Un point matériel de masse m est attaché à l’extré-

mité M d’une tige rigide de masse négligeable, de lon-

gueur l, dont l’autre extrémité O est fixe dans le référentiel 

terrestre R  supposé galiléen. 

On note g l’intensité du champ de pesanteur et  

l’angle que fait le fil avec la verticale.  

Le pendule est lâché sans vitesse initiale dans la 

position 
0

 : il oscille alors autour de la position 

d’équilibre 0 . 

 

On obtient en appliquant dans R  par exemple le P.F.D au point matériel l’équa-

tion du mouvement : 0sin

d

d

2

2





l

g

t

. 

 

Dans l’approximation linéaire sin , valable aux petits angles, l’équation dif-

férentielle peut s’écrire 0

d

d

2

2





l

g

t

. C’est celle d’un oscillateur harmonique de pé-

riode 

g

T

l
 2

0
 indépendante des conditions initiales.  

 

Lorsque cette approximation n’est plus vérifiée, la formule précédente n’est plus 

valable, et on ne sait pas résoudre l’équation différentielle non linéaire qui régit le mou-

vement du pendule.  

Comment varie alors la période du pendule ? 

Soit  une durée quelconque. Posons 






t

t . 


t  est un temps réduit (sans di-

mension), et effectuons le changement de variable 


 tt .  

 On obtient 0sin

d

d1

2

2

2





  l

g

t

, soit 0sin

d

d
2

2

2





 l

g

t

, ou :  
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 0sin

d

d
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N

t

(*), avec 
2





l

g

N  nombre sans dimension.  

Comme l’angle  est sans dimension, l’équation (*) est adimensionnée. 

 

 Pour 
2





l

g

N  fixé, par exemple 5



N , on peut résoudre numériquement 

l’équation adimensionnée (non linéaire) avec par exemple les conditions initiales (C.I) : 

5

4

)0(







t  et 0)0(

d

d








t

t

. La solution est tracée ci-dessous : 

 

Dans l’approximation linéaire, l’équation différentielle adimensionnée devient : 

0

d
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2

2








N

t

. Compte tenu des C.I, elle admet une solution analytique : 

)cos(
0



 tN .  

 La période réduite 81,2

5

22

0














N

T  diffère beaucoup de la période ré-

duite réelle 65,4



T  car, pour 

5

4

0



 , l’approximation des petits angles n’est pas 

du tout vérifiée. 

 

Étudions maintenant le mouvement de deux pendules de longueurs différentes, 

lâchés tous deux sans vitesse initiale dans la position 

5

4

0



 , en prenant 5



N . 

Il suffit pour tracer la courbe donnant )(t  d’effectuer le changement de variable 

g

N

tttt

l




 , pour passer de l’échelle de temps réduite à l’échelle de temps 

réelle.  

On parle de similitude. Ici, il s’agit de dilater ou de contracter la courbe selon 

l’axe des temps. 

Partie I.  Boîte à outils68



 
68 

En conclusion, si une analyse physique a su dégager les grandeurs intervenant 

dans un problème donné, il est possible, sans étude théorique et donc sans mise en 

équation du problème, de trouver la relation entre ces grandeurs (c’est le cas quand 

on ne peut former qu’un seul nombre sans dimension comme dans les exemples pré-

cédents), ou du moins de réduire l’étude expérimentale à l’établissement de la relation 

entre quelques nombres sans dimension : 0),...,(
1





p
NNF . 

2.3 Intérêt de l’adimensionnalisation / facteur d’échelle  

Pendule simple 

Un point matériel de masse m est attaché à l’extré-

mité M d’une tige rigide de masse négligeable, de lon-

gueur l, dont l’autre extrémité O est fixe dans le référentiel 

terrestre R  supposé galiléen. 

On note g l’intensité du champ de pesanteur et  

l’angle que fait le fil avec la verticale.  

Le pendule est lâché sans vitesse initiale dans la 

position 
0

 : il oscille alors autour de la position 

d’équilibre 0 . 

 

On obtient en appliquant dans R  par exemple le P.F.D au point matériel l’équa-

tion du mouvement : 0sin

d

d

2

2





l

g

t

. 

 

Dans l’approximation linéaire sin , valable aux petits angles, l’équation dif-

férentielle peut s’écrire 0

d

d

2

2





l

g

t

. C’est celle d’un oscillateur harmonique de pé-

riode 

g

T

l
 2

0
 indépendante des conditions initiales.  

 

Lorsque cette approximation n’est plus vérifiée, la formule précédente n’est plus 

valable, et on ne sait pas résoudre l’équation différentielle non linéaire qui régit le mou-

vement du pendule.  

Comment varie alors la période du pendule ? 

Soit  une durée quelconque. Posons 






t

t . 


t  est un temps réduit (sans di-

mension), et effectuons le changement de variable 


 tt .  

 On obtient 0sin

d

d1

2

2

2





  l

g

t

, soit 0sin

d

d
2

2

2





 l

g

t

, ou :  

 
69 

 0sin

d

d

2

2








N

t

(*), avec 
2





l

g

N  nombre sans dimension.  

Comme l’angle  est sans dimension, l’équation (*) est adimensionnée. 

 

 Pour 
2





l

g

N  fixé, par exemple 5



N , on peut résoudre numériquement 

l’équation adimensionnée (non linéaire) avec par exemple les conditions initiales (C.I) : 

5

4

)0(







t  et 0)0(

d

d








t

t

. La solution est tracée ci-dessous : 

 

Dans l’approximation linéaire, l’équation différentielle adimensionnée devient : 

0

d

d

2

2








N

t

. Compte tenu des C.I, elle admet une solution analytique : 

)cos(
0



 tN .  

 La période réduite 81,2

5

22

0














N

T  diffère beaucoup de la période ré-

duite réelle 65,4



T  car, pour 

5

4

0



 , l’approximation des petits angles n’est pas 

du tout vérifiée. 

 

Étudions maintenant le mouvement de deux pendules de longueurs différentes, 

lâchés tous deux sans vitesse initiale dans la position 

5

4

0



 , en prenant 5



N . 

Il suffit pour tracer la courbe donnant )(t  d’effectuer le changement de variable 

g

N

tttt

l




 , pour passer de l’échelle de temps réduite à l’échelle de temps 

réelle.  

On parle de similitude. Ici, il s’agit de dilater ou de contracter la courbe selon 

l’axe des temps. 

Chapitre 5.  Grandeurs physiques : dimensions & unités 69



 
70 

Par exemple, pour m 00,1l , 
-2

sm 81,9 g  et 5



N , on a 


 tt 714,0 . On 

en déduit la période s 32,3T  des oscillations, très différente de la période s 01,2
0
T  

des oscillations dans l’approximation des petits angles. 

Pour le second pendule de longueur différente, on peut procéder de même. La 

valeur de 


N  est sans importance (la changer revient à modifier la définition du temps 

), du moment que c’est la même pour tous les pendules. 

 

On en tire une conséquence fondamentale : la période des oscillations s’écrit 

 

g

K
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N

TT

ll






.  

Elle est proportionnelle à l  : lâché dans les mêmes conditions, un pendule de 

longueur m 00,2l  aura une période 2  fois plus grande que celle du pendule de 

1,00 m.  

 

Ce résultat n’est valable que si les C.I sont les mêmes pour les deux pendules, 

car K dépend des C.I (par exemple, pour un même pendule lâché sans vitesse initiale, 

la période augmente avec 
0

 , contrairement au cas des petits angles pour lequel la 

période 

g

T

l
 2

0
 est indépendante des C.I). 

Diffusion thermique 

Prenons maintenant l’exemple de l’équation 

t

T
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T
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2

2

 de diffusion ther-

mique à une dimension : la température T(x,t) ne varie que selon l’abscisse x et le 

temps t. Le coefficient a est appelé diffusivité thermique.  

 

On peut à l’aide de grandeurs caractéristiques du problème : amplitude 
0

T  des 

variations de température, longueur L, durée , définir des grandeurs sans dimension : 
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sans dimension. 
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Dans notre exemple, pour 


N  fixé, notons ),(




txT N  la solution de (*) corres-

pondant à certaines conditions initiales (


T  connu à 0



t ) et certaines conditions aux 

limites (par exemple 


T  connu à tout instant sur les frontières du domaine des valeurs 

de 


x ).  

La solution recherchée est 
0

2

,),( Tt

L

aN

L

x

TtxT N 





















  puisqu’il suffit pour ob-

tenir la solution du problème de multiplier 


T  par 
0

T , 


x  par L et 


t  par 




aN

L
2

, 

c’est-à-dire d’appliquer des facteurs d’échelle. 

Pour une longueur L fixée, on peut définir la durée caractéristique de la diffusion 

par 1



N  : on a alors 

a

L
2

 . 

Supposons un problème défini par : 

— Une équation différentielle aux dérivées partielles régissant une grandeur 

),,,( tzyxg  et contenant des paramètres ),...,(
1 N

pp . 

— Des conditions initiales. 

— Des conditions aux limites. 

On peut adimensionner l’équation différentielle en faisant intervenir des gran-

deurs caractéristiques (
0

G  pour g, longueur L, temps ) :  

On pose 

0
G

g
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L

x

x 
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L

y
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L

z
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t

t  (grandeurs réduites). 

L’équation sans dimension régissant ),,,(


tzyxg  fait alors intervenir des 

nombres sans dimension ),...,(
1



p
NN  qui sont fonction de 

N
pp ,...,

1
, 

0
G , L et . 

Les solutions du problème correspondant à la même géométrie réduite, les 

mêmes conditions initiales réduites, les mêmes conditions aux limites réduites, et à la 

même valeur des nombres sans dimension, se déduisent toutes de la solution de 

l’équation adimensionnée, en appliquant des facteurs d’échelle.  

Les lois d’échelle (ou de similitude) étant connues, on peut expérimenter sur un 

modèle réduit et avec d’autres matériaux, en en déduire les grandeurs en situation 

réelle. 

Dans le cas le plus général, plusieurs grandeurs physiques sont couplées par 

des systèmes d’équations différentielles aux dérivées partielles, mais la technique 

reste la même. 

D’autre part, la recherche d’une solution numérique est largement facilitée par 

une adimensionnalisation préalable des équations. 
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Équation de Navier-Stokes 

 L’analyse dimensionnelle est particulièrement utile en mécanique des fluides 

car les équations qui régissent le champ de vitesse ),( tMv

r

 et de pression ),( tMp  d’un 

écoulement fluide, même incompressible, admettent rarement des solutions analy-

tiques.  

 Ces équations sont : 

— 0div v

r

, qui traduit l’incompressibilité du fluide. 

— vpegvv

t

v

z

rrrr

r




























grad)grad( , qui est le P.F.D appliqué à une particule 

fluide de masse volumique  et de viscosité  (équation de Navier-Stokes). L’axe Oz 

est vertical ascendant. 

 

Introduisons une longueur caractéristique L, une fréquence caractéristique f (ou 

une durée caractéristique ), une vitesse caractéristique u, et une variation de pression 

caractéristique p.  
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 Effectuons le changement de variables 


 xx , 


 yy , 


 zz , 


 tt , 



 vv

rr

 et 


 pp . On obtient : 

— 0div 
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, qui ne fait intervenir aucun nombre sans dimension ; 
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 On peut finalement écrire l’équation de Navier-Stokes sous la forme : 
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St
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grad
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)grad(
2

. 

 

Cette équation fait intervenir 4 nombres sans dimension :  

— Le nombre de Strouhal 

u

fL

St  . 

— Le nombre de Froude 

gL

u

Fr  . 

— Le nombre d’Euler 
2

u

p

Eu





 . 

— Le nombre de Reynolds 







Lu

eR . 

 Là encore, tous les écoulements correspondant à la même géométrie réduite, 

aux mêmes conditions aux limites réduites, aux mêmes conditions initiales réduites, et 

aux mêmes valeurs données de ces 4 nombres, se déduisent de la résolution numé-

rique des équations adimensionnées (par la méthode des éléments finis quand c’est 

un écoulement à 3D). 

 

 D’autre part, selon les valeurs numériques des nombres sans dimension, on 

peut négliger certains termes devant d’autres. Par exemple : 

—Pour St suffisamment petit, on peut négliger 










t

v

St

r

 devant les autres termes : 

l’écoulement est quasi-stationnaire. 

— Pour Eu suffisamment petit, c’est le terme 






 pEu grad  que l’on peut négliger : 

les variations de pression sont négligeables dans l’écoulement. 

— Pour Fr suffisamment grand, on peut négliger le terme 
z

e

Fr

r

2

1

  : la gravitation n’in-

flue pas sur l’écoulement. 

— Pour Re suffisamment grand, on peut négliger le terme visqueux 


 v

eR

r1

 : l’écou-

lement est celui d’un fluide parfait. 
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2.4 Simplification des équations par comparaison des ordres de grandeur 

Ordres de grandeur numériques 

On peut négliger, dans une équation, certains termes devant d’autres, en com-

parant leurs valeurs numériques. Par exemple, faut-il tenir compte de l’attraction lu-

naire pour étudier la chute d’un corps à la surface de la Terre ? 

Le P.F.D appliqué à un point matériel M de masse m dans le référentiel terrestre 

fournit :  )()(
LT
MgMgmam

rrr

 .  

Comparons la norme du champ de gravitation lunaire 
2

L

L

L
)(

r

GM

Mg 

r

 à celle du 

champ de gravitation terrestre 
2

T

T

T
)(

r

GM

Mg 

r

, où 
L
r  et 

T
r  sont les distances du point 

M respectivement au centre de la Lune et au centre de la Terre, et G la constante de 

gravitation. On peut pour cela former rapport des deux normes, qui est un nombre 

sans dimension 
2

L

2

T

T

L

T

L

r

r

M

M

g

g

N 



r

r

.  

La distance 
L
r  varie selon la position de M : est-il du côté de la Lune ? du côté 

opposé ? On peut s’affranchir de cette connaissance, car dans tous les cas, 
L
r  reste 

de l’ordre de la distance Terre-Lune, soit 400 000 km. 

L’ordre de grandeur numérique d’une grandeur physique est exprimé sous la 

forme d’un entier compris entre 1 et 9 (souvent 1), multiplié par une puissance de 10. 

Par exemple : 

— l’ordre de grandeur du rayon de la Terre est km 106

3

 , mais on peut aussi dire qu’il 

est de l’ordre de km 101

3

  ; 

— l’ordre de grandeur de la masse d’un être humain est kg 101
2

  ; 

— l’ordre de grandeur de la conductivité électrique d’un métal est 
-17

mS 10  .  

Moins la grandeur est définie précisément (matériau, conditions expérimen-

tales…), plus les variations sont fortes autour de l’ordre de grandeur (par exemple pour 

les métaux purs, la conductivité électrique varie de 1 à 88). 

Quant à 
T
r , il est de l’ordre de grandeur du rayon de la Terre : 6 000 km. Les 

masses valent kg 106
24

T
M  et kg 107

22

L
M .  

On en déduit que 


N  est de l’ordre de 
6

103



  : l’attraction lunaire est négli-

geable devant l’attraction terrestre pour un objet à la surface de la Terre. 

 

De façon générale, quand on raisonne par ordre de grandeur, il faut, pour né-

gliger un terme devant un autre, que le rapport entre ces deux termes soit suffisam-

ment petit ou suffisamment grand. 
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Ordres de grandeur littéraux 

 Lorsqu’un problème est régi par des équations différentielles, il devient plus dif-

ficile de comparer numériquement des termes homogènes entre eux car ces derniers 

varient dans le temps et dans l’espace.  

On donne alors des ordres de grandeurs cette fois-ci littéraux (à l’aide de lettres) 

et non plus numériques de ces termes. Les lettres qui interviennent sont des grandeurs 

caractéristiques du système.  

La notation « O » signifie « de l’ordre de ».  

Dans l’exemple précédent, si D est la distance Terre-Lune, le champ de gravi-

tation lunaire en un point de la Terre est de l’ordre de grandeur de 
2

L

D

GM

, ce que l’on 

peut noter 












2

L

L
)(

D

GM

OMg

r

, ou 












2

L

L
)(

D

GM

OMg

r

. 

 

 Prenons l’exemple d’une équation locale de diffusion thermique : 

t

T

ax

T









 1

2

2

. 

La température subit des fluctuations temporelles et spatiales. Introduisons une diffé-

rence de température T  caractéristique (pour les variations spatiales et tempo-

relles), une longueur caractéristique L et un temps caractéristique .  

 Par analyse dimensionnelle, on obtient 
22

2

L

T

A

x

T 







 et 









 T

a

B

t

T

a

11

 . 

A et B sont deux grandeurs sans dimension, dont la valeur numérique est de 

l’ordre de 1 si les grandeurs caractéristiques sont bien choisies, ce que l’on note : 











 







22
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x

T

, et 



















 T

a

O

t

T

a

11

. 

L’équation 

t

T

ax

T









 1

2

2

 entraîne donc que 


















a

L

O

2

. Pour une longueur ca-

ractéristique donnée, 

a

L

2

 est la durée caractéristique de la diffusion thermique. Pour 

un temps caractéristique donné, a  est la longueur caractéristique de la diffusion 

thermique. 

 

Par exemple, considérons un cylindre calorifugé d’axe Ox et de longueur L, dont 

initialement la moitié gauche est à la température 
1

T , et la moitié droite à la tempéra-

ture 
12

TT  . En régime transitoire, ),( txT  évolue jusqu’à ce qu’elle devienne uniforme 

et stationnaire. La longueur caractéristique est ici la longueur L du cylindre (mais on 

aurait aussi pu prendre 2/L ). La différence de température caractéristique est quant 

à elle 
21

TTT  . 
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2.4 Simplification des équations par comparaison des ordres de grandeur 

Ordres de grandeur numériques 
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Ordres de grandeur littéraux 

 Lorsqu’un problème est régi par des équations différentielles, il devient plus dif-

ficile de comparer numériquement des termes homogènes entre eux car ces derniers 

varient dans le temps et dans l’espace.  

On donne alors des ordres de grandeurs cette fois-ci littéraux (à l’aide de lettres) 

et non plus numériques de ces termes. Les lettres qui interviennent sont des grandeurs 

caractéristiques du système.  

La notation « O » signifie « de l’ordre de ».  

Dans l’exemple précédent, si D est la distance Terre-Lune, le champ de gravi-

tation lunaire en un point de la Terre est de l’ordre de grandeur de 
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 Prenons l’exemple d’une équation locale de diffusion thermique : 
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La température subit des fluctuations temporelles et spatiales. Introduisons une diffé-

rence de température T  caractéristique (pour les variations spatiales et tempo-
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L’équation 
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 entraîne donc que 
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. Pour une longueur ca-

ractéristique donnée, 

a

L

2

 est la durée caractéristique de la diffusion thermique. Pour 

un temps caractéristique donné, a  est la longueur caractéristique de la diffusion 

thermique. 

 

Par exemple, considérons un cylindre calorifugé d’axe Ox et de longueur L, dont 

initialement la moitié gauche est à la température 
1

T , et la moitié droite à la tempéra-

ture 
12

TT  . En régime transitoire, ),( txT  évolue jusqu’à ce qu’elle devienne uniforme 

et stationnaire. La longueur caractéristique est ici la longueur L du cylindre (mais on 

aurait aussi pu prendre 2/L ). La différence de température caractéristique est quant 

à elle 
21

TTT  . 
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Simplifications 

Reprenons l’exemple de l’équation de Navier-Stokes : 
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Si l’on introduit une longueur caractéristique L et une vitesse caractéristique u, 

on peut par exemple comparer les ordres de grandeur des termes suivants : 
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Le rapport des ordres de grandeur de ces termes est un nombre sans dimension 

appelé nombre de Reynolds Re : 







Lu

eR . 

 Ainsi, dans un écoulement pour lequel 1eR , on peut négliger le terme v

r

  

devant vv

rr

)grad(



 , c'est-à-dire considérer que le fluide est parfait (sans viscosité). 

 

 Ce raisonnement par ordre de grandeur a bien sûr ses limites, car il introduit 

des grandeurs caractéristiques globales (ici définies pour tout l’écoulement). Une ana-

lyse plus fine montre que pour un fluide s’écoulant autour d’un obstacle, la vitesse du 

fluide devient très faible près des parois solides (elle s’annule sur les parois). Même si 

1eR , on ne peut pas négliger le terme v

r

  dans cette zone appelée couche limite. 

 

D’autre part, les grandeurs caractéristiques peuvent être délicates à estimer. 

Pour l’écoulement autour d’une sphère de rayon R dont la vitesse u est uniforme loin 

de la sphère, on sait que la viscosité peut être négligée que si le nombre de Reynolds 







Ru

eR

2

 est suffisamment grand, et on peut penser que 10eR  convient. L’expé-

rience montre que Re doit être vraiment très grand (supérieur à 2000).  

 

Enfin, selon la géométrie du problème, des longueurs caractéristiques diffé-

rentes 
x

L  (selon l’axe Ox), 
y

L  (selon l’axe Oy) et 
z

L  (selon l’axe Oz) peuvent interve-

nir. 

Dans une équation différentielle aux dérivées partielles couplant des grandeur 

),,,(
1

tzyxg , ),,,(
2

tzyxg , …, on peut comparer en ordre de grandeur des termes ho-

mogènes entre eux en faisant intervenir des grandeurs caractéristiques globales (
1

G  

pour 
1

g , 
2

G  pour 
2

g ,…, longueur L, temps ).  

Un terme sera négligeable devant un autre si le rapport de leurs ordres de gran-

deur est suffisamment petit (ou grand). Le critère numérique pour pouvoir effective-

ment négliger un terme devant l’autre dépend de la pertinence du choix des grandeurs 

caractéristiques et n’est souvent obtenu que grâce à des études expérimentales.  
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[ÉLECTRONIQUE 1] 

RÉPONSE TEMPORELLE D’UN 

SYSTÈME LINÉAIRE / STABILITÉ 

1. PROPRIÉTÉS D’UN SYSTÈME LINÉAIRE 

1.1 Linéarité 

Considérons un système auquel on applique un signal )(tet a  appelé signal 

d’entrée (ou : excitation). La réponse du système à ce signal est un signal de sortie 

)(tst a . 

Par exemple, pour un microphone, l’entrée est une surpression, pour un accé-

léromètre, c’est une accélération, pour une thermistance c’est une température, et 

dans les trois cas la sortie est une tension électrique, alors que pour un moteur à cou-

rant continu, l’entrée est une tension et la sortie une vitesse de rotation. 

 

La sortie d’un système est donc une fonction de 

l’entrée, ce que traduit le schéma-bloc ci-contre. 

 

Il y a souvent unidirectionnalité : on n’obtiendra pas e en entrée du système si 

l’on applique s en sortie (en électronique, on risque même de détruire des composants 

si l’on procède ainsi). Si se  , on n’a pas se . 

 

Soit 
1
s  la réponse du système à une entrée 

1
e , 

2
s  à une entrée 

2
e , le système 

est linéaire si  ),(
21

ℝ
2

, la réponse à 
2211

ee   est 
2211
ss  .  

 

Le système linéaire est 

invariant si la réponse ne dé-

pend pas de l’instant 
0
t  où 

l’on applique le signal d’entrée 

(qui est nul pour 
0
tt  ).  

Ce ne serait pas le cas 

par exemple si le système li-

néaire contient une résistance 

électrique qui a varié entre 

deux expériences suite à une 

élévation de la température. 
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Mathématiquement : pour un système invariant, si la réponse à )(tet a  est 

)(tst a , la réponse à )(
0
ttet a  est )(

0
ttst a  quel que soit 

0
t . 

1.2 Régime transitoire / régime forcé 

Équation différentielle liant la sortie et l’entrée 

Considérons un système linéaire pour lequel la sortie et l’entrée sont reliées par 

une équation différentielle qui est alors linéaire : 

m

m

n
n

n

n

t

e

b

t

e

beb

t

s

a

t

s

asa

d

d

...

d

d

d

d

...

d

d

1010
 , avec )0,0(),(

00
ba , soit : 







mn

k

k

k

k

t

e

b

t

s

a

00
d

d

d

d

l

l

l

l . L’entier n s’appelle l’ordre du système.  

On remarque que si )0,0(),(
00

ba , on pourrait intégrer au moins une fois la 

relation entre s et e, et l’ordre du système ne serait plus n. 

Les coefficients 
k

a  et lb  sont indépendants du temps pour un système inva-

riant (en électronique, c’est le cas si les résistances, inductances, capacités… sont 

constantes). 

 

Dans le cas le plus général, un système linéaire peut avoir plusieurs grandeurs 

d’entrée et de sortie.  

Par exemple, si l’on représente un système 

électronique sous la forme d’un quadripôle (2 bornes 

d’entrée et 2 bornes de sortie), on a 
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e
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ti

tu

te  et 
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s

s

ti

tu

ts . 

Nous nous limiterons ici au cas où l’entrée et la sortie sont des scalaires. 

Résolution 

Pour une entrée e donnée, l’équation différentielle linéaire régissant s se met 

sous la forme : f

t

s

a

t

s

asa
n

n

n


d

d

...

d

d

10
, avec )(tft

f

a  fonction du temps connue. 

En se donnant n conditions initiales (C.I) portant sur s, par exemple la donnée 
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Les solutions de l’équation homogène forment un ℝ-espace vectoriel de dimen-
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a  avec 

k⟦1,n⟧. 

Pour trouver cette base, on cherche d’abord des solutions complexes de la 

forme 
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et a , avec rℂ.  

En « injectant » 
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Ketst )(a  dans l’équation homogène, on trouve que r doit 

alors être solution de : 
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rararaa , appelée équation caractéristique associée. 

Il y a n racines complexes de cette équation (supposées toutes différentes) que 
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et a  qui forment une base de l’espace des solutions complexes de l’équa-
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En formant des combinaisons linéaires des solutions complexes  
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l’équation homogène, on trouve une base de fonctions réelles  )(tst
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  (constantes d’intégrations) sont déterminés en résolvant 

un système linéaire de n équations linéaires que l’on obtient grâce à la connaissance 
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Stabilité d’un système linéaire 

S’il existe ne serait-ce qu’une seule racine 
kkk

jr   de l’équation caracté-

ristique dont la partie réelle est positive : 0)Re( 
kk
r , la solution 
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bornée
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eet



a  

diverge pour t .  

En pratique, une telle divergence est limitée par des phénomènes non-linéaires, 

comme la saturation de certains composants électroniques, ou par la destruction de 

ces composants. 
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Un système linéaire est défini comme stable si toutes les solutions de l’équation 

caractéristique ont une partie réelle strictement négative : 0)Re( 
kk
r  k⟦1,n⟧. 

 On a alors 0)(
g





t

ts . 

Remarquons que le cas particulier 0)Re( 
kk
r  est un cas critique, dont on 

verra qu’il correspond aux oscillateurs sinusoïdaux. 

Un système stable est caractérisé par une durée  telle que : 

— Pour t , )()(
p
tsts   : le système est en régime forcé (ou : établi). 

— À des temps plus courts, )()()(
gp
tststs   : le système est en régime transitoire. 

 

Remarquons qu’il n’y a pas unicité de 
p
s  : on a une infinité de solutions particu-

lières. Une solution particulière étant choisie, il y a en revanche unicité des coefficients 

k
 , et de la solution s vérifiant les C.I. Deux solutions particulières différentes corres-

pondent donc à deux jeux différents de coefficients 
k

  : 
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tststs  : toutes les solutions particulières sont équiva-

lentes pour t .  

 Contrairement aux solutions de l’équation homogène, elles dépendent de la 

forme de l’excitation )(tet a . 

1.3 Régime sinusoïdal forcé / régime stationnaire 

Régime sinusoïdal forcé (r.s.f) 

Lorsque l’excitation )(tet a  est sinusoïdale, de pulsation , la réponse 

)(tst a  en régime forcé est également sinusoïdale et de même pulsation (elle a la 

même forme que l’excitation et l’on dit que les signaux sinusoïdaux sont des fonctions 

isomorphes des systèmes linéaires). 
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Les grandeurs E et S sont appelées valeurs efficaces des signaux e et s. L’angle 

 est l’avance de phase de s par rapport à e, ou déphasage de s par rapport à e. 

 Le système étant linéaire et invariant, on peut utiliser la notation complexe. La 

réponse à 
tj

eEtet



 2)(a  est alors 
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eStst a .  

Posons 
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T  (période des signaux) et démontrons ce résultat. 

Si la réponse à )cos(2)( tEtet a  est )cos(2 tSt a , la réponse à : 
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La réponse à )sin(2)cos(22)( tjEtEeEtet
tj





a  est donc bien : 

)(2)sin(2)cos(2
)(

tseStjStSt
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a  pour un système linéaire. 

 

On définit la fonction de transfert 
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jH )(  (ce qui n’a de sens qu’en régime 

sinusoïdal forcé). On a donc : 
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 , module de la fonction de transfert, est le gain : rapport 

de la valeur efficace du signal de sortie sur celle du signal d’entrée (c’est aussi le 

rapport des valeurs maximales). 

 )(arg)(  jH  est le déphasage du signal de sortie par rapport à celui d’en-

trée. 

Ces grandeurs dépendent de la pulsation  : à valeur efficace E du signal d’en-

trée fixée, la valeur efficace S du signal de sortie varie avec , tout comme le dépha-

sage . 

Régime stationnaire (ou permanent) 

C’est le cas particulier du r.s.f où  T0 .  

On a alors une entrée CteEtet  2)(a  dont la réponse vaut : 

CteStst  cos2)(a . 
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