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Avant-propos

En seconde année les interrogations orales n’engendrent plus d’appréhension. On sait que
cette spécificité du systéme des classes préparatoires aux grandes écoles participe grande-
ment aux progrés des étudiants. Cependant, cette seconde année est courte et a I'assimi-
lation réguliére du cours s’ajoute I'aspect de 'entrainement a I'oral. Néanmoins, de méme
qu’on ne se prépare pas a un marathon en faisant des marathons, un bon exercice pour 'oral
d’un concours n’est pas forcément un bon exercice pour une « colle » au cours de I'année.
C’est pourquoi méme si certains sujets proviennent d’oraux de concours, ils ont parfois été
modifiés afin de recentrer leurs questions sur un chapitre précis d'interrogation.

Dans 'objectif d'une préparation efficace, les exercices de ce livre sont classés en trois caté-
gories :
* Les «exercices axés sur le calcul ». Souvent application quasiment directe du cours, ils ont
pour objectif, via la pratique calculatoire, de vérifier la connaissance et la compréhension
des notions du cours.

e Les « exercices axés sur le raisonnement ». Ces exercices demandant plus de recul, leur
objectif est de renforcer I'assimilation des concepts.

 Les « exercices avec questions ouvertes ». Ces exercices aménent I'étudiant a avoir sa
propre réflexion, a construire sa démonstration ou son contre-exemple selon les cas.

Plut6t que l'originalité ou la difficulté, nous avons privilégié des exercices qui nous ont paru
formateurs. Néanmoins certains exercices, signalés par une ou deux étoiles, sont d'un niveau
plus élevé.

Les corrections des exercices figurent apres la liste des énoncés. Chaque exercice est entie-
rement corrigé parfois de plusieurs maniéres lorsque cela nous a semblé utile.

En espérant que celivre contribue efficacement a leur préparation aux concours, nous adres-
sons nos veeux de réussite aux lecteurs de ce livre.
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Groupes

EX Exercices axés sur le calcul

Image par un morphisme de l'itéré d’'un élément

Soit G et G' deux groupes notés additivement. Pour n € Z et x € G, on désigne par nx l'itéré
de x d’ordre n dans le groupe G.
Soit f un morphisme de G dans G'.

1) Montrer que pour x € G ettoutn € N, ona f(nx) = nf(x).
2) Montrer I'égalité précédente est encore vraie quand n € Z.
3) Que deviennent ces égalités en notations multiplicatives?

Classique

Soit f un morphisme de groupes de (Q, +) vers (R, +).
Montrer que pour toutr € Q, f(r) = rf(1).

3789 45216
1) Décomposer ¢ en produit de cycles a supports disjoints.
2) Déterminer la signature et 'ordre de o.

Soita€69définiepara=<1 2345678 9).

On rappelle que pour tout a réel, b = /a désigne I'unique réel b tel que a = b3.

On munit R de la loi * définie par :
x*y=3/x3 +y3

1) Montrer que (R, x) est un groupe abélien.
2) Montrer qu'il estisomorphe a (R, +).



Chapitre 1

Automorphismes intérieurs

Soit (G, *) un groupe. Pour a € G, on note a~! son symétrique pour laloi * et 7, 'application

de G vers G définie parx = a * x xa™ L.

1) Montrer que 7, est un automorphisme du groupe (G, *) (c’est-a-dire un isomorphisme
du groupe dans lui-méme).

2) Vérifier que :
Ya,b €EG, Ty,°Tp = Tap

3) En déduire que T = {t,4, a € G} est un sous-groupe du groupe des permutations de G.

D’apreés Mines-Télécom

Centre d’'un groupe

1) Soit (G, *) un groupe. On note :

Z(G)={x€EG|VYyEG x-y=y-x}

Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.

avec x, yetz € Restun

—_< N

1 x
2) Montrer que I'ensemble des matrices de la forme | 0 1
0 0

groupe pour le produit matriciel. Trouver le centre de ce groupe.

On considére l'intervalle I = [0, 1[. Pour x et y dans I, on pose
xxy=x+y—|x+y]

1) Montrer que (/, ) est un groupe abélien.

2) Résoudre I'équation x * x = 0 d'inconnue x € I.
En déduire qu'il existe un unique d € I qui soit d’ordre 2 dans (I, x).

3) Pour n € N, préciser, s'il en existe, les éléments d’ordre n de I.

#F Exercices axés sur le raisonnement

Classique

Montrer que la réunion de deux sous-groupes est un sous-groupe si et seulement si 'un des
deux sous-groupes est inclus dans l'autre.



Groupes

Soit (G, *) un groupe d’élément neutre e et f 'application de G dans lui-méme qui associe a
tout x son symétrique x~* pour la loi .

Montrer que f est un automorphisme du groupe (G, *)si, et seulement si, le groupe (G, *)
est commutatif.

On note GL,(Z) 'ensemble des matrices carrées de taille 2 a coefficients dans Z dont le
déterminant vaut 1 ou —1.
1) Soit M une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients entiers et inversible.

Montrer que si M~! est A coefficients entiers alors det(M) = +1.

2) Montrer que GL,(Z) est un groupe pour la multiplication.

0 -1 0 -1
3)OnposeA—(1 0),3—(1 _1>.

Calculer I'ordre de 4, de B et de AB. Que peut-on en conclure?

Soit H et K deux groupes notés multiplicativement.

1) Soit h un élément de H et k un élément de K. On suppose ces éléments d’ordres finis.
On note p 'ordre de h, q celui de k et r = ppcm(p, q).

Montrer que (h, k) est un élément d’ordre r dans le groupe H X K.

2) On suppose que H et K sont des groupes cycliques.

Montrer que le groupe produit H X K est cyclique si, et seulement si, les ordres de H et K
sont premiers entre eux.

Soit G un sous-groupe fini de (C*, X).
1) Montrerque G c U={z€ C| |z| = 1}.

2) Montrer qu'il existe p € N* tel que G = U,, (ensemble des racines p-iemes de 1).

** | Groupes des éléments d’ordre fini de C*
OnnoteU, ={z€C|In € N*, z" =1}
1) Montrer que U, est infini.
2) Montrer U, est un sous-groupe de ((C*, x).

3) Montrer que U,, n’est pas engendré par une partie finie.



Chapitre 1

* %
Soit G un groupe fini noté multiplicativement, H et K deux sous-groupes de G.
Onnotef : HXK = G,(h,k) » hket:
HK ={hk|h €H, k € K}.
1) Quelle est I'image de f? Déterminer le nombre d’antécédents par f que posséde un élé-
ment de cette image.

2) En déduire que :
Card(HK)Card(H n K) = Card(H)Card(K)

Sous-groupe d’un groupe cyclique

On désire établir que tout sous-groupe d'un groupe cyclique estlui-méme cyclique : on intro-
duit un groupe cyclique (G, *), a un générateur de G et H un sous-groupe de (G, *).

1) Justifier I'existence d’un plus petit entier naturel non nul tel que a™ € H.

2) Etablir qu’alors H est le groupe engendré par a™.

Soitn € N\ {0, 1} et (G, *) un groupe de cardinal 2n.
Soit A et B deux sous-groupes de G de cardinal n tels que A N B = {e}.

1) Montrer qu'il existe c € G telque AU B U {c} = G.

2) Montrer que
Va € A\ {e},vbe B\{e}, a*b=c

En déduire n = 2.

*

1) Soit f un homomorphisme de groupes de G dans G’ et x un élément de G d’ordre fini p.
Que peut-on dire de 'ordre de f(x) dans G'?

2) Trouver tous les morphismes de groupes additifs de Z/7Z dans Z/15Z.
3) Trouver tous les morphismes de groupes additifs de Z/4Z dans Z/6Z.

*

Montrer qu’il existe un multiple de 23 dont I'écriture décimale ne comporte que des 1.
D’aprés TPE Mines-Ponts



Groupes

& Exercices avec questions ouvertes

Caractérisation des groupes finis par le nombre de sous-groupes

Soit (G, *) un groupe.
1) Justifier que si G est fini alors G possede un nombre fini de sous-groupes.

2) Réciproquement, on suppose que G possede un nombre fini de sous-groupes.
Tous les éléments de G sont-ils d’ordre fini?
L'ensemble G est-il fini?

Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q, +) dans (Z, +).

Soit n un entier naturel supérieura 4 et o € S,,.
Existe-t-il un lien entre la parité de 'ordre de o et sa signature?

Classique

Quels sont les morphismes de groupes continus de (R, +, X) dans lui-méme?
Indication : Utiliser la densité de Q dans R.

Corrections
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ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
On raisonne par récurrence.
1) Soitx € G. Pour n € N, on a appelle P, la proposition « f(nx) = nf(x) ».

Par définition, 0x = O; et 0f (x) = 04. Par ailleurs f(0;) = 04 car f est un morphisme.
Donc P, est vraie.
Soit n € N. On suppose P, vraie. On a alors :

f((n + 1)x) = f(nx + x)
= fx) + f(x)
=nf(x) +f(x)
(n+1Dfx)

ce qui montre que %, est vraie.
On a montré par récurrence que

Q car f est un morphisme
Q d’apres P,
Q par définition

vneN, f(nx)=nf(x)
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2) Soitx € G etn € Z\ N. Puisque f est un morphisme on a f(nx) = —f(—nx).
Or —nx = (—nm)x et —n € N donc f(—nx) = (—n)f(n).
Finalement f(nx) = —(—n)f(x) = nf(x).
On a montré
Vx €GVYn€eEZ f(nx)=nf(x).

3) En notations multiplicatives, on obtient :

Vx € G,Vn € Z, f(x") = (f(x))n.

Exercice 2
Soitr € Q. On choisitp € Z et q € N* telsquer = p/q.
En utilisant les images des itérés d’'un élément par un morphisme (voir exercice 1) ona:

afm =af(t) ‘ ‘ |
| f(gx) = qf (x) car f est un morphisme

— (g2 V
f(qq) \qupzp-l

=pf() "
En divisant I’égalité par g, on obtient f(r) = rf(1).

Exercice 3

1) En étudiant les images successives de chacun des éléments de [[1, 9]], on obtient :
0(1)=3,0(3) =8,0(8) =1.Demémea(2) =7,0(7) = 2.
Eto(4) =9,0(9) =6,0(6) =5,0(5) =4.
Donc
0=(1,3,8)0(2,7)2(4,9,5,7)

2) e Signature

La transposition T = (2, 7) est de signature —1. Le cycle c; = (1, 3, 8) est de signature +1
etlecyclec, = (4,9,5,7) est de signature —1.
La signature étant un homomorphisme de groupe, on a

e(0) = e()e(ez)e(cy) = (-1 1-(-1) =1.
e Ordre

Deux cycles de supports disjoints commutant pour la composition, on a pour toutp € N :

oP =1Poclocl

La transposition T = (2,7) est d’ordre 2. Le cycle ¢ = (1, 3, 8) est d’ordre 3 et le cycle
¢4 =(4,9,5,7) estd’ordre 4.
On en déduit que 'ordre de o est égal a ppcm(2, 3,4) = 12.
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Remarque

On peut déterminer (o) en calculant le nombre d’'inversions de o. On trouve qu'il y a
22 couples (i,)) tels que i < j et a(i) > o(j). Donc £(0) = (—1)?2 = 1. Mais il est
plus rapide d’utiliser la décomposition en cycles. Quant a déterminer I'ordre de ¢ en
calculant successivement g2, a3, etc., ce serait déraisonnable.

Exercice 4

1) e Montrons que la loi * est associative :
Soit x, y et z trois réels.

@xy)*z=Y@*yP+2
=V +yH+2
=Y+ 03 +20)
=B+ 27

=x* (y * z).
e De la méme facon, la commutativité de + entraine celle de *.
e Pourtoutx ER,0xx=xx0= 3\/x3 + 03 = V/x3 = x. Donc 0 est neutre pour *.
e Pour tout x € R, (—x) *x = x * (—x) = 3/x3 + (—x)3 = Vx® —x3 = Y0 = 0. Donc
tout réel admet un symétrique pour *.
On a montré que (R, *) est un groupe abélien.

2) Notons f : t = t3.0na
Ve,y €R, flxxy)=(x*y)® =x*+y*>=f()+f().

Donc f est un morphisme de groupes de (R, *) dans (R, +).
Or f est bijective donc on a prouvé que (R, x) est isomorphe a (R, +).

Qx*y=§/x3+y3et(§/f)3=t

par associativité de +

Qy*zz Vy3+73

(%)
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Exercice 5

1) Soit a € G. Montrons que 7, est un morphisme de groupes :
Soit x et y dans G.

To(x) *Ta(¥) = (axxxa ) x(axy*a”

H
Q par associativité
:a>|<x>|<(a_1>|<a)>|<y>|<a_1

1 Q a~! x a = e (élément neutre)
= qa * (x * y) *Q
= Ta(x * ¥).
Montrons que 7, est une permutation de G :
Soit x et y dans G.
y=1,x) © y=a*x*a?!
S yra=ax*x

S alxyxa=nx.
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Donc tout élément de G a un unique antécédent dans G par t,. Donc 7, est bijection de G
dans lui-méme.

{ Remarque
2 On peut méme préciser que ;1 = 14-1.

On a montré que 7, est un automorphisme du groupe (G, *).
2) Soita et b dans G. On a pour toutx € G :
Tq © Tp(x) = 74 (Tp(x))
=ax(bxx*b )*xa’l
=(axb)xxx(b™txat) |

(axb)"t=b"1xqg™?!
= 70 () :

Donc 7, o T = Tgup-
3) Ennotant S(G) 'ensemble des permutations de G, on vient de montrer que a + 7, estun
homomorphisme de groupes de (G, *) dans (G(G), o). Puisqu’on a un homomorphisme,

I'image du groupe G est un sous-groupe de S(G).DoncT = {7,, a € G} estunsous-groupe
du groupe des permutations de G.

$
2 Remarque
¢ a » 1,4 étant un homomorphisme de groupes, on retrouve 7,1 = 7,4-1.

Exercice 6

1) Par définition, Z(G) est une partie de G.

e En notant e I'élément neutre de G, on a pour touty € G,e *y = y * e donc e € Z(G).
e Soit x; et x, deux éléments de Z(G). On a pour touty € G :

(1 *x2) ¥y = x1 * (X2 ¥ y)
=x1*% (¥ *x3)
= (X1 *y) * Xy
= *x1)*xz
=y * (X1 % %)

Donc x4 * x, € Z(G).

e Soit x un élémentde Z(G).Onapourtouty € G,x*y = y*x. En multipliant a gauche et
adroite parlel'inverse x ! de x, on obtientexy*x~1 = x " 1xyxedoncy*x~! = x " 1xy.
Doncx™t € Z(G).

On a montré que Z(G) est un sous-groupe de G.

2) Notons G I'ensemble des matrices de la forme avecx,yetz € R.

S O
O P R
=< N

* G contient I'élément neutre /5.
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1 x1 z¢ 2 x, 2
eSoitM; =({0 1 y |etM,=|0 1 1y, )deuxélementsdeg.
0 0 1 0 0 1
1 x1+x; zZp+x1),+2
OnaM;M, ={0 1 Y1ty €g
0 0 1
1 x z
eSoitM=(0 1 vy |unélémentdeg.
0 0 1

M est une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont non nuls donc M
est inversible. On peut calculer son inverse a I'aide de la méthode de Gauss-Jordan ou
al'aide de la comatrice.
1 —x xy—z
Ontrouve M™1={0 1 —y |.Ce quiprouveque M~ ! € G.
0 0 1
Donc G est un sous-groupe du groupe linéaire donc c’est un groupe pour le produit
matriciel.
Avec les notations précédentes, on a pour M; et M, dans G :

MM, =M;M;, & zZy+tx1,+z21 =21+ +2;, & XY, =X

SiM; € Z(G), on a pour tous x5, ¥, € R, X1y, = x,¥;.

En utilisant (x,,y,) = (0,1), on obtient x; = 0. De méme avec (x;,y,) = (1,0), on
obtienty; = 0.

Z

0 |, on aura pour tout M, € G, MM, = M, M;.

1
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Réciproquement si M; =

S O
S = O

Le centre du groupe G est '’ensemble des matrices de la forme avec z € R.

S O

0
1
0

= O N

Exercice 7

1) e Pourtoutréel t,onat — |t] € I donc * est une loi interne dans I.
e L'addition étant commutative, la loi * est clairement commutative.
e Montrons que * est associative :
Soitx,yetz €1.0na
@xyyrz=xy)+z=|Ccry)+2] Qpardéfinitionde*
=(x+y)—lx+yl+z—|x+y)—|x+yl+2| 2 .
=@+y)—lx+yl+z—|(x+y)+z]+|x+y] Y caluls dans (R, +)
=x+y)+z—|(x+y)+2z| ’
2 associativité de +
=x+W+2)—|x+y+2)]

= x* (y *2) )¢

1
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(*)d'unepart (x+y)—|x+y|+z=(x+y)+z—|x+y| dautrepartn = |[x+y| € Z
et[t—n|=|t] —nsin€Z
(**) par des calculs semblables aux précédents.
e Pourtoutx €[, [x] =0doncO0*x =x*0=x+0—|x+0] =x.
Donc 0 est neutre pour *.
e Pourtoutx €, (—x) *x =x*(—x) =x—x—]0] = 0.
Donc tout élément de / admet un symétrique pour *.
On a montré que (I, x) est un groupe abélien.
2)Pourx € I, x xx = 2x — |2x] et 2x € [0,2[ donc |2x] = 0 ou 1.
Or2x =|2x| © 2x€ZDoncxxx=0 & (2x =0ou2x =1).
Donc x x x = 0 a deux solutions x = O etx = 1/2,
Parmi ces solutions, seul 1/2 est d’ordre 2.
3) Pour n € N et x € I, on note x[™ I'itéré de x d’ordre n pour la loi *.
Soit x € I. Pour n € N, on note P, : « xI™ = nx — |nx| ».
Par définition, 0 étant le neutre pour *, x[% = 0. Donc P, est vraie.

Soitn € N. On suppose P, vraie.
a1 = x[l g x

\w par définition de *

= x4 x — x4 x| - .

) d’apres 7,

=nx—[nxj+x—[nx—[nxj+x] \ .

) [nx] €

=nx + x — |nx| — |nx + x| + |nx| J ]
=n+Dx—|nx]—[(n+ 1)x].

Donc P, 41 est vraie.

On a montré par récurrence que pour toutn € N, x[™ = nx — |nx|.

Comme x € I,nx € [0,n[ et on obtient:

xM=0 & 3ke [0,n — 1], nx = k.

Donc x[™ = 0 admet n solutions qui sont x;, = S pour k € [[0,nq].

Parmi ces solutions cherchons les éléments d’ordre exactementn :

On peut exclure k = 0 car 0 est d’ordre 1.

Soitk € [1,n — 1]].

Pourp € [1,n]], ona

P 0 o s = k
ko= pxi = lpx] < p- €L < nlpk.

* Si k An = 1. La condition n divise pk entraine que n divise p donc p = n. Donc x; est
d’ordre exactement n.

« Sinon, notons a = k A n. Il existe des entiers k' et n' tels que k = ak’ etn = an'.

A

Onremarque que n’ € [1,n — 1] etque n'k = n'ak’ = nk’ donc x,[cn] = 0.
Donc x; n'est pas d’ordre n.

(1 , k .
Les éléments d’ordre n sont les x;, = - avec k € [[1,n — 1]] premier avec n.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 8
Soit H; et H, deux sous-groupes du groupe G (noté multiplicativement).

Si H; € H, alors H; U H, = H, qui est un sous-groupe. Il en va de méme si H, C H;.

On suppose que H; U H, est un sous-groupe.

On raisonne par I'absurde en supposant que H; n’'est pas inclus dans H, et que H,
n’est pas inclus dans H;.

Il existe donc x; € H; \ H, et x, € H, \ H;.

x; et x, étant deux éléments du groupe H; U H,, x1x, € H; U H,. Par symétrie des
réles, on peut supposer que x;x, € H,. Ecrivant alors x, = x7'(x;x,), on obtient
X, € H; (produit de deux éléments du groupe H;) ce qui améne une contradiction
puisque x, € H, \ H;.

On a donc prouvé que H; estinclus dans H, ou H, est inclus dans H;.

Exercice 9

Onnotef:G — G,x = x~ L,

On sait que pour toutx € G, (x‘l)_1 = x ce quis’écrit fo f(x) = x donc f estune involution
de G et en particulier est bijective de G dans lui-méme.
Soit x et y dans G. On a les équivalences suivantes :

fOx)=f@)*fO) & (x*xy)t=xTtxy™?
1 Qa:b s al=p1
e xxy=(x"1xy?)

(%)
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S Xxy=y*X Q(a*b)_lzb_l*a_l

Donc

V,y EGfx*xy)=f)*f(y) & Vry€eGx*xy=y*x.

Donc f est un morphisme si, et seulement si, * est commutative.
On a montré que f est un isomorphisme du groupe (G, *) dans lui-méme si, et seulement si,
le groupe (G, *) est commutatif.

Exercice 10

1) SiM € M,(Z) alors det(M) est un entier.
Si M est inversible, ona M™'M = I, donc det(M~1) det(M) = 1.
Donc si M~! est aussi a coefficients entiers, alors det(M) est un entier inversible dans Z
donc det(M) = +1.
2) On sait que (GLZ (R), x) est un groupe.
e GL,(Z) estinclus dans GL, (R).
* GL,(Z) est non vide (il contient la matrice I;).
o GL,(Z) eststable par multiplication (car le produit de deux matrices de déterminants +1
est également de déterminant +1 et le produit de deux matrices a coefficients dans Z
est aussi a coefficients dans Z).

13
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« Soit M € GLy(Z).

On sait que det(M) = 41 donc M est inversible et det(M~1) = L

det(M)

= +1.
dl

1 1 d -b\_ d -—b
Onaalors M = 00 (—c a)—i(_c a € GL,(Z).

Par caractérisation des sous-groupes, GL,(Z) est un sous-groupe de (GLZ (R), x).
Donc GL,(Z) muni de X est un groupe.

3) Le calcul matriciel donne 4% = —1I,, A3 = —A et A* = I,. A est donc d’ordre 4.

De plus il existe a, b,c,d € Z tels que M = (3 b)

-1 1
De méme, B? = (_1 0) et B3 = I,. B est donc d’ordre 3.
-1 1 . . . L
OnaC = AB = 0 -1/ Afin de calculer les puissances successives de C, on écrit

C =-1,+ Nenposant N = (g (1)>

Cette matrice N commute avec I, et vérifie N2 = 0. Donc la formule du binéme donne

cn = (_1)n12 + (_1)n_1nN +0= (_1)n <(1) En) '

{ Remarque
2 On pouvait calculer les puissances successives de C par récurrence.

Donc C™ # I, pour n > 1. C est donc d’ordre infini.

On peut en conclure qu'’il est possible que le produit de deux éléments d’ordre fini soit
d’ordre infini.

{ Remarque

2 On peut aussi en déduire que A et B ne commutent pas. En effet si AB = BA, on au-
¢ rait (AB)'2 = A'2B12 = [,. Néanmoins il suffit plus simplement de calculer BA pour
2 constater AB # BA.

Exercice 11

1) Par définition de la loi produit, on a (h, k)" = (h™ k™) pour tout n € N. On sait que
I’élément neutre de H X K estle couple (1y, 1).

(h: k)n = 1H><K d (hni kn) = (1H; 1k)|
- {hn = 1H
k™ = 1k \\‘ h estd’ordre p,
pln /k est d’ordre q
o { .
q|mn
& ppem(p,q) I n
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Donc le plus petit entier naturel n > 1 tel que (h, k)™ = 14k est ppcm(p, q).
Lordre de (h, k) est ppcm(p, q).

2) On note h un générateur de H et k un générateur de K.
Donc h estd’ordre p = card(H) et k est d’ordre g = card(K).
On sait que H X K est de cardinal pq. Il est donc cyclique si, et seulement si, il posséde un
élément d’ordre pgq.
Si p et g sont premiers entre eux. Alors ppcm(p, q) = pq et, d’apres la question précé-
dente (h, k) estd’ordre pq : H X K est donc cyclique.
Si p et g ne sont pas premiers entre eux. Notons r = ppcm(p, q). Onar < pq.
Soitx € H X K. llexistea € Ketb € Ktelsquex = (a,b).Onax” = (a,b)" = (a”,b").
Onaa” = 1y car p divise r et b" = 1 car q divise . Donc x” = 1. Lordre de r est
donc strictement inférieur a pq (car il divise r).
H X K n’est pas cyclique.
On a montré que H X K est cyclique si, et seulement si, p et g sont premiers entre eux.

Exercice 12
On note p le cardinal de G.

1) Soit z € G. On sait que zP = 1. En particulier |z| = 1.
DoncG c{zeC]| |z| = 1}.

2) Onavuque G c U, oup = card(G).
Puisque U, est aussi de cardinal p, ona G = U,,.

(%)
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Exercice 13

1) Uy = U U,.En particulier
neN*

2im
{exp <T),n € N*} C U.

Or (2—”) est une suite de nombres 2 a 2 distincts de |0, 27], donc (exp (21—")) est
n /neN* n nenN*
une suite de nombres complexes 2 a 2 distincts. Donc U, est infini.
2) On sait que ((C*, x) est un groupe.
e U, estinclus dans C*.
¢ U, est non vide (il est méme infini).
e Soit z; et z, € U,
Notons n; et n, deux entiers naturels non nuls tels que z;* = 1 et z,? = 1.
Ona (z4z,)™" = (z?l)n2 (z;z)n1 = 1. Donc z,z, € Uy, (car n;n, € N*).
U, est stable par multiplication.
e Soitz € Uy, etn € N* tel que z"* = 1. On a alors (z‘l)n =(z")"' = 1.Doncz! € U,

Par caractérisation des sous-groupes, U, est un sous-groupe de ((C*, X).

15
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3) On raisonne par I'absurde, on suppose qu’il existe une partie A finie et engendrant le
sous-groupe Ug,.

En notant N le ppcM des ordres des éléments de 4, on a pour touta € 4,a" = 1.
Comme la multiplication de C* est commutative et que tout élément de U, est un produit
fini d’éléments de A, on aurait pour tout z € Uy, zV = 1.

Or w = exp (%) vérifie oV = exp(in) = —1 et w € Uy, car w2V = 1.

On a ainsi au moins un élément de U, qui ne vérifie pas z¥ = 1 ce qui constitue une
contradiction.

On a prouvé que U, n’est pas engendré par une partie finie.

Exercice 14

1) Limage de f est’ensemble noté HK par I'énoncé.
Soit (h, k) € H X K. On va montrer que pour tout (hy,k;) € H X K :

f(hy, ki) =hk & Ix € HNK,hy = hxetk, = x"'k.

@ Soitx € HN K.On pose h; = hxetk,; = x k.
On a h et x appartiennent au sous-groupe H donc h; € H.
De méme k; € K car k et x~! appartiennent a ce sous-groupe.
Etona f(hy, k) = hxx 'k = hk.

Soit (hq,k,) € K X K tel que h 1k, = hk.

En multipliant par h~! 4 gauche et par k! a droite ona h™*h, = kkj'.

Notons x = h™th;. x appartient au sous-groupe H. Or x = kkj! donc x appartient
aussi au sous-groupe K.

Doncx € HNKetonahx = h; etk; = x k.

Enfin'équivalence (hx = hx' < x = x") montre qu'il y aautant de couples (hq, k) tels
que f(hq,kq) = hk que d’éléments x dans H N K. Donc chaque élément de HK possede
Card(H N K) antécédents par f.

2) Notons f : H x K = HK, (h, k) = hk.

Par constructionf est surjective. Tout élément de HK a exactement n = Card(H N K)
antécédents par f. Ce qui permet de former une partition de H X K en Card(HK) parties
toutes de cardinal n. Donc n Card(HK) = Card(H X K) = Card(H)Card(K).

On a donc
Card(HK)Card(H n K) = Card(H)Card(K)
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Exercice 15

card(G)

1) On sait que a = eetque e € H car H est un sous-groupe.

Donc I'ensemble {p € N*| aP € H} est non vide car il contient card(G). Il est inclus dans
N et possede donc un minimum n.

2) Comme a™ € H, le sous-groupe (a™) engendré par a™ est un sous-groupe de H.
1l s’agit de voir que tout élément de H est un itéré de a™.
Soit x € H. Donc x € G et puisque a engendre G, il existe p > 1 tel que x = aP.
On effectue la division euclidiennedep parn:p =gqn+ravec0 < r<n-—1.
Onaalorsx = a? = a™a”. Donca” = (a™) 'x. Or a™ = (a™)? € H et x aussi donc
a” € H (car H est un sous-groupe). Par minimalité de n, on en déduit r = 0.
Doncx = aP = (a™)? € (a™).

Finalement, on a prouvé que H = (a™) donc que H est cyclique.

Exercice 16

1) AU B estune partie de G de cardinal Card(4) + Card(B) — Card(A N B) = 2n — 1.
Doncil existe c € Gtelque AUB U {c} = G.

2) Soita € A\ {e},b € B\ {e}.
On raisonne par I'absurde. On supposea * b # c.Onaalorsa*b € AU B.

Les roles de A et B étant symétriques, on peut supposer que a * b € A pour la démons-
tration.Onaalors b = a~! = (a *b) qui appartiendrait au sous-groupe A. Donch € ANB.

On aurait donc b € {e} ce qui est impossible car b # e.
On a montré par 'absurde que a * b = c.
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Donc
Va€ A\{e},Yvbe B\{e}, a*b=c

Soit a et a’ deux éléments de A \ {e}.

En utilisant un élément b € B\ {e},onaaxb =ceta’'*b = c.Doncaxb =a’ *bet, en
multipliant par b1 4 droite, on obtienta = a'.

Donc A \ {e} ne contient qu'un seul élément. D’ouin = 2.

2 Remarque
% On peut obtenir un exemple de cette situation en prenant G = Z/2Z X Z/2Z et les

¢ sous-groupes A = Z/27Z x {0} et B = {0} X Z/27Z.
Exercice 17

1) En notant multiplicativement les lois, on a x? = e donc f(x”) = f(e). Or f étant un
morphisme f(e) = e’ et f(x)? = f(xp) (voir exercice 1). Donc f(x)P = e’. On peut donc
affirmer que l'ordre de f(x) dans G' est un diviseur de p.

{ Remarque
2 En version additive, on écrit px = 0; donc pf(x) = f(px) = f(05) = O¢'.

17
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2) Soit f un morphisme de groupe de Z/77Z dans Z/15Z.

Pour tout x € Z/7Z, I'ordre de f(x) divise 7 d’apres la question précédente. Or f(x)
appartenant a Z/157, son ordre divise 15. Un entier naturel qui divise 7 et 15 est égal a
1. Donc f(x) est ordre 1. Seul I'élément neutre étant d’ordre 1, ona f(x) = 0.

Donc f est 'application nulle.
Réciproquement, I'application nulle est un morphisme de groupe de Z/7Z dans Z/15Z.
3) Soit f un morphisme de groupe de Z/47Z dans Z/6Z.

On sait que Z/4Z est un groupe cyclique engendré par la classe de 1 modulo 4 que nous
noterons cly(1).

L'ordre de f(cl4(1)) divise 4 d’apres la premiére question et appartenant a Z/6Z, son
ordre divise également 6. Donc son ordre divise 2.

Si son ordre est 1, on obtient f(cl4(1)) = 0 et f est'application nulle.

Si son ordre est 2. Alors f(cl4(1)) = clg(3) (seul élément de Z/6Z dont I'ordre est 2).
On obtient ensuite pour toutn € Z,f(ncl4(1)) = nclg(3).

Ainsi f est 'application qui, pour tout n € Z, associe a cl,(n) I'élément clg (3n).

Cette application est bien définie carsin’ € cly(n) alorsil existe k € Ztelquen’ = n+4k.
Donc 3n’ = 3n + 12k et clg(3n") = clg(3n).

Réciproquement!’application nulle et 'application f précédente sont bien des morphismes
de groupes (additifs) de Z/47Z dans Z/6Z.

Exercice 18
On veut montrer qu'il existe d € N* telque N = 1 + 10 + 10? + --- + 109! soit un multiple

de 23.
d-1 d_ d_
Oor ¥ 10% = 1100—11 = %. 11 s’agit de prouver I'existence d’un d tel que 104 — 1 soit un
k=0 -
multiple de 23 x 9 = 207.
Or 10 est premier avec 207 donc la classe de 10 modulo 207 est dans le groupe des inver-
sibles de Z/207Z . Cette classe est donc d’ordre fini dans ce groupe. Il existe d € N* tel que

104 = 1[207].

11 existe donc q € N tel que 104 — 1 = 23 - 9q. Donc
uniquement avec des 1 en base dix.

10%-1
9

est un multiple de 23 et il s’écrit

2 Remarque

2 On peut étre plus précis. Comme 9 et 23 sont premiers entre eux et que 9 divise 104 — 1,
2 il suffit de chercher d tel que 10% — 1 soit un multiple de 23. On peut utiliser la démarche
2 précédente dans (Z/237Z)". Lordre de la classe de 10 modulo 23 est un diviseur du car-
2 dinal du groupe des inversibles de Z/23Z donc de ¢(23) = 22 (car 23 est premier). En
¢ conclusion le nombre

>

$ 22 _

3 1022 —1

3 N=—F— =1111111111111111111111
S
S
S
)

est un multiple de 23.
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& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 19
1) Si G est fini, il y a un nombre fini de parties de G. En particulier G a un nombre fini de
sous-groupes.
2) Réciproquement, supposons que G ait un nombre fini de sous-groupes.
* Montrons que tout élément de G est d’ordre fini.

On raisonne par I'absurde. On suppose qu'il existe x € G d’ordre infini. Notons H;, = (x*)
pour k € N.

Soit k et k' € N. Montrons que si H, = Hy, alors k = k'.

Si Hy = Hys, alors x¥ € Hys. Donc il existe p € Z tel que x*¥ = xP¥'. Or x étant d’ordre
infini, cela entrainerait que k = pk’. Donc k' divise k. Les roles étant symétriques, on
obtient aussi k divise k’. Finalement k = k'.

Donc les sous-groupes Hy, pour k € N sont deux a deux distincts.

On aurait une infinité de sous-groupes distincts, ce qui est impossible.

On a montré par 'absurde que tout élément est d’ordre fini.

e Montrons que G est fini.

En remarquant que G = xLEJG(x), on en déduit, puisqu’il existe un nombre fini de sous-

groupes distincts, qu'il existe x4, x5, ..., X, tels que

G = O(xk)
k=1

n
Or les sous-groupes (x; ) sont finis donc G = U (x;) 'est aussi.
k=1

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

Exercice 20
Soit ¢ : Q — Z un morphisme de (Q, +) dans (Z, +).

On a en particulier
Vq € N (D ( 1) <1>
q ¢ =0lq- =99\
q q

Comme ¢ est a valeurs dans Z, ¢(1) est ainsi un entier divisible par tout ¢ € N*. On a donc
¢ (1) = 0. Puis pour tout g € N*, ¢(1/q) = 0 puisque qp(1/q) = ¢(1) = 0.

Finalement
D 1
Vp EZ,VqEN", ¢ E =pe 5 =0.

¢ est donc I'application nulle.
Réciproquement 'application nulle est un morphisme de (Q, +) dans (Z, +).

19
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Exercice 21
Notons d I'ordre de 0. Montrons que si d est impair alors €(¢) = 1.
On sait que ¢ = Id1,ny et que la signature est un morphisme de groupes donc

e(@) =¢(0) = e(ldpny) = 1
Comme d est impair, (o) = —1 est impossible. Donc e(¢) = 1.

En revanche, il n’y a pas de résultat général lorsque d est pair.
Par exemple, une transposition est d’ordre 2 et est de signature —1 alors que le produit
(1,2) o (3,4) estaussi d’ordre 2 et est de signature 1.

Exercice 22
Soit f : R = R un morphisme de groupes continu sur R.
Par une démonstration semblable a celle de I'’exercice 2, on a

vreQ, f(m=rf(1)

Pour x € R, on sait qu'il existe une suite (7;,),,cy de rationnels convergeant vers x. Par conti-
nuité de f on a f(r,) — f(x).0r f(r) =nrf (D) — xf(1).

Par unicité de la limite, on obtient f(x) = xf(1).

Donc f est linéaire.

Réciproquement pour a € R, I'application x + ax est continue sur R et est un morphisme
de groupes.

Les morphismes de groupes continus de (R, +) dans lui-méme sontles applications linéaires
de R dans R.



Anneaux

ES Exercices axés sur le calcul

P _ b _2

Soit p un nombre premier. Dans Z/pZ, calculer les sommes s; = Y. kets, = Y k
k=1 k=1
Résoudre dans Z 1 " - x = 0]10] s 0 s x = 2[10]
ésoudre dans Z, le systéme (H) x = 0[13] puis le systéme (S) x = 5[13]°

Déterminer le groupe des inversibles de I'anneau Z/8Z. Ce groupe est-il cyclique?

. m
Soit A ={2—n |mEZetnEN}.

1) Montrer que A est un sous-anneau de (Q, +, X).
2) Quels en sont les éléments inversibles?

Soit E I'ensemble des matrices de la forme (_ab Zab> avec a et b réels.

1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M, (R) et donner sa dimension.
2) Montrer que E est un sous-anneau de M, (R) puis que E est un corps.
3) Résoudre dans E, I'équation X? = I,.
D’apreés CCINP

21
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* | Symbole de Pochhammer
Soit (4, +, X) un anneau commutatif. Pour x € A etn € N, on définit x@™ par:
x©@ =1, xM™ =x(x—-1)(x-—n+1).

Montrer que pour tousxety € Aettoutn € N,ona:

n

n
(x +y)™ = Z (k>x(k)y(n—k)_

k=0

¥E Exercices axés sur le raisonnement

Radical d’un idéal

Soit (4, +, X) un anneau commutatif, / un idéal de A.
On note R(I) 'ensemble des éléments x de A tel qu'il existe n dans N* tel que x™ € I.
1) Montrer que R(I) est un idéal de A contenant /.
2) On considere I'ensemble E = {n € N* | R(nZ) = nZ}.
Montrer que E est 'ensemble des entiers naturels qui ne sont pas divisibles par le carré
d’'un nombre premier.
D’apreés Mines-Télécom

Classique

Soit p un nombre premier supérieur a 3. On note IF,, = Z/pZ. On rappelle que F, est un
corps.

1) Montrer que f : x = x2 est un morphisme de groupes de (F}, X) dans lui-méme.
2) Montrer que Ker(f) = {T, —T}.

1
3) Montrer que pour toutx € F,,,x 2 = 1ou—1.

N p—-1 4 *
4) Montrer qu'ily a =~ carrés dans [Fp,.
D’aprés CCINP

Un anneau qui n’est pas un sous-anneau
On consideére le sous-espace vetoriel E engendré par les deux matrices réelles suivantes

-1 0 1 -1 1 0
A=|11 -1 0 )JetB=|10 -1 1
0 1 -1 1 0 -1

1) Montrer que (E, +, X) (ou X est la multiplication matricielle usuelle) est un anneau mais
que ce n’est pas un sous-anneau de M3 (R).

2) La matrice A est-elle inversible dans M3(R)? Admet-elle un inverse dans 'anneau E
c’est-a-dire une matrice M € E telle que MA = AM = 1 ou 1 désigne I'élément neutre
pour X dans I'anneau E?
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Anneau de Boole

Soit (4, +, X) un anneau. On suppose que
Vx €A x%=x. (*)

1) Montrer que pour toutx € 4, 2x = 0.

2) Montrer que A est commutatif.
Indication : On pourra envisager (x + y)?.

3) Quels sont les éléments inversibles de A?

Soit a et n des entiers naturels strictement supérieurs a 1. On note N = a™ — 1.

1) Montrer que a est inversible dans 'anneau Z/NZ et déterminer I'ordre de a dans le
groupe des inversibles U(Z/NZ).

2) En déduire que n divise ¢ (N) (¢ désigne I'indicatrice d’Euler).

1) Exemple
Soit k € N*. Préciser les diviseurs de 0 de I'anneau Z/2*Z.

2) On considére A un anneau commutatif fini. On suppose que A possede n diviseurs de
zéro, avecn > 1.

a) Soit a un diviseur de 0.

Montrer que f : A = A, x = axestun morphisme de groupes de (4, +) dans lui-méme
et que tout élément y € Im(f) admet exactement card(Ker( f )) antécédents.

b) En déduire que 4 a au plus (n + 1)? éléments.

D’aprés ENS

& Exercices avec questions ouvertes

Quels sont les morphismes d’anneaux de (Z, +, X) dans lui-méme?

Classique

Quels sont les morphismes d’anneaux de (R, +, X) dans lui-méme?
Indication : On pourra montrer qu'un tel morphisme est croissant.
D’apreés Mines-Télécom
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*

Soit (4, +, X) un anneau.
1) Montrer que si la multiplication est commutative alors f : A > A,x = x? est un mor-
phisme multiplicatif c’est-a-dire qu’'on a :

Vx,y €4, (xy)?=x?%y2 (*)

2) Laréciproque est-elle vraie?
Indication : On pourra commencer par utiliser (*) pour x et 14 + y.

Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
14 P — —
Notons S; = Y ketS, = Y k2 Cesontdesnaturelsetonas; =S; ets, = S,.
k=1 k=1
. p p(p+1) .. .
OnsaitqueS; = ) k= = Donc 2 divise p(p + 1). Distinguons deux cas :
k=1

eSip=2,5 =3doncS; =1[2].Doncs; = 1dans Z/2Z.
¢ Sinon p est impair donc pTH € N. Donc S; est un multiple de p et s; = 0.

A P DEP+L) . .. )
DemémeS, = Y k? = M. Distinguons trois cas :
K=1

eSip=2,5,=5doncS, =1[2].Doncs, = T_dans Z/27.

eSip=3,5, =14 donc S, = 2 [3]. Donc s, = 2 dans Z/3Z.

* Sinon p et 6 sont premiers entre eux donc 6 divise (p+1)(2p+1). Donc S, est un multiple
depets, =0.

Exercice 2

Ona(x =0[13] & 13|x)et(x =0[10] < 10]x). Puisque 10 et 13 sont premiers entre
eux, on obtient :

0 [10]

X
& 130|x & 3q € Z,x = 130q.
{x = 0 [13] I a x a

Soit x, une solution de (S). On a pour tout x € Z :

{x = 2 [10] - {x—xo = 0 [10]

& 3g €7,x = x4y + 130
x = 5 [13] X—xy = 0 [13] =5 =% 1

Il reste a déterminer une solution [particuliére] x,.
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Premiére méthode (méthode générale)

Soit x € Z.
x = 2 [10] - x =2 + 10k
=
x =5 [13] ’ "|x =5 + 13k
X =2 + 10k
< 3k, k' €Z,
10k —13k' = 3

Puisque 10 et 13 sont premiers entre eux, on sait qu’il existe des coefficients (dits de Bézout)
u et v entiers tels que 10u + 13v = 1.

En écrivant I'algorithme d’Euclide (ou en devinant) on constate que 10 -4 — 13 -3 = 1. On
adonc10-12—-13-9 =3.Doncxy = 2+ 10 - 12 = 122 est une solution de (S).

Deuxieme méthode (en utilisant les inverses de 7 /137 )
Soitk € Zetx =2 + 10k. On a ainsi x = 2 [10]. Puis
x =5[13] & 10k =3[13].
Or 4 -10 = 40 = 1 [13] donc I'inverse de 10 dans Z/13Z est 4. Donc
x=5[13] & k=4 -3[13].
On peut choisir k = 12 et on a ainsi une solution particuliére x, = 2 + 120 = 122,

Remarque -
On a préféré travailler dans Z/13Z car c’est un corps mais on aurait pu travailler dans 2
I'anneau Z/10Z et déterminer I'inverse de la classe de 13 modulo 10 (c’est la classe de 7 o
car7-13 =91 =1 [10]). H
Finalement : o
x = 2 [10] dqgeZ 122 +130 g
(=14 € = .

x = 5 [13] qE€L|x q v

Exercice 3

Parmi les entiers de 1 a 7, ceux qui sont premiers avec 8 sont 1, 3,5 et 7. On a donc
v(z/8z) = {1,3,57}.

_ _2 _ _ _
lestd’'ordre1.0na3 =9 = 1.Donc 3 estd’ordre 2.1l n’engendre pas le groupe (U(Z/BZ), )

-2 = - -2 — - - -
Deméme5 =25=1et7 =49 =1,les éléments5 et 7 sont aussi d’ordre 2.

Aucun des quatres éléments de U(Z/8Z) n’engendre le groupe (U(Z/BZ), ) Ce groupe n’est
donc pas cyclique.

Exercice 4

1) Il estimmédiat que Z < Q.
Pour toutm € Z,m = zﬂo donc Z c A et en particulier A contient 1.
Soita;,a, € A.Pouri € {1, 2}, on choisitm; € Z etn; € N tels que q; = % Onaalors:
—my
€ A;

2m

0—a1=

25



Chapitre 2

my my 2"2m,+2™m,

— J— n n .
cartay= oot oo = doncaq + a, € A (car 2"2m, + 2™Mm, € Z);
=M My _ MM,
* A1y = ot oy T Smiems donc a;a, € A.

Donc 4 est un sous-anneau de (Q, +, X).

2) Soitr = Zﬂn avecm € Z* et n € N un élément inversible de 'anneau A.

! ’
Il existe v’ = % avecm’' € Z* etn’ € Ntels que rr’ = 1.D’ou 2"*" = mm’'.

Donc m est une puissance de 2 (seul nombre premier pouvant diviser 2”+n').
Il existe k € N tel que m = +2*. Etdoncr = +2k™,
Les éléments inversibles sont de la forme de la forme +2% avec a € Z.

Réciproquement montrons que ces nombres sont inversibles dans A4 :
. _ 1
eSir=+2%aveck e N.Onar € Zdoncr € Aetr ! = iz—k € A.
. 1 y -
e Sinonr = iz—kaveck EN*.Onar € Adetr ! =+2k € A

On a montré :
U(A) ={+2% a e Z}.

Exercice 5

1) Notons ] = <_01 3) ainsi (_ab 2;) =al, + bJ.

Donc E = Vect(l,,]) et E est un espace vectoriel. La famille génératrice trouvée étant
libre (J n’est pas colinéaire a I,), E est de dimension 2.

2) Puisque E est un sous-espace vectoriel, E est un sous-groupe de (M, (R), +).
E contient le neutre I,.

soitM=( % P)epeem =(%, ek
-b a -b a

,_(a 2b\(a 2b"\_ [ aa'—2bb" 2(ab’ +ba’)
MM = (—b a ) (—b’ a' ) - <—(ba’ +ab") aa' —2bb’ > €k
Donc E est un sous-anneau de (M, (R), +, X).

2 Remarque
$ . . .
$ En utilisant la base trouvée et le développement

(al, + b)(a'l, + b']) = ad’l, + (ab’ + b'a)] + bb'J?

-2 0
trice J? = ( 0 _2> appartient effectivement a E.

$
$
$
$
3
2 il suffisait, compte tenu de la stabilité par combinaison linéaire, de vérifier que la ma-
$
$
$
$
Le calcul précédent montre également que deux matrices de E commutent pour X.



Anneaux

a

Soit M = (_b 2b> € E\ {0}.

Ona (a,b) # (0,0) et det(M) = a? + 2b? > 0 (a et b sont des réels et au moins un est
non nul). Donc det(M) # 0 ce qui prouve que M est inversible.

det(4) \ b a det(A) det(4)
Donc (E, +, X) est un anneau commutatif et tout élément non nul est inversible : c’est un
corps.

2
a 2b a 2b a? — 2b? 4ab
3) Avec M = (—b a ) ona (—b a) - ( —2ab  a?- 2b2>'

b M2 = a®?—-2b% =1 b =0 a = 0
: =, & = )
onc ) sab = 0 2= 1% = 1/

Le second systéeme n’a pas de solution avec b € R.

—-2b
EtonaMl—;<a )EEcara’= ¢ oth' = ——2 sont des réels.

L'équation X2 = I, a deux solutions dans E qui sont I, et —I,

Exercice 6
Soitxety € A.

TL
Pourn € N, on note P, la proposition «(x+y)™ = (’;)x(")y(n—") ».
=)

Pourn = 0,ona (x +y)® =1, et Z (xy (0= k) (9)x@y©® =1, donc P, est vraie.
Soitn € N. On suppose P, vraie. On a alors

(c+ ) = (x + y)(")(x +y—n)

n
X (Dx By (x +y —n)

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

> d’apres P,

> par distributivité

Puis on utilise x + y —n = x — k + y — (n — k) et on transforme (x + y)™*D en S; + S, avec
n n
S$i=3 (Z)x(")(x —k)y®ets, = ¥ (Z)x(k)y(n_k)(y —(n- k)).
k=0 k=0
Puisque x®) (x — k) = x*D ona:
n
51 = Z (n)x(k+1)y(n_k)
K=o K .
i1 par changement d’indice

M+ (0) 4 3 () € k)D(:D:1
= 1x M+ 4 n n-
xmy@ 4+ & (1) Oy

n y(O) =1,
= x(n+1) + kzl (kfl)x(k)y(n_k)
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De méme y" M (y — (n — k)) = y@~F+D et
n
s Y., (k) (n—k-+1)
2 kz=:0 (k)x Y > (

n
1x @y M+1) 4 kgo (Z)x(k)y(n—k+1)

n x©® =1,
= ym+D) 4 kz_:o (Z)x(k)y(n—k+1)

Donc
(x + y)(‘l’l+1) = Sl + Sz

n
= 10Dy g 8 (1) + ()20

n formule de Pascal
= (D) 4y (n4D) 4 b (1) )y (oD /

L -
— n—k+
=3 ( ' xRy ( )
k=0
Ce qui montre que P, est vraie.
On a montré par récurrence que :
n

n
vneN, (x+y)™ = Z <k>x(k)y("_k).

k=0

#F Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 7

1) 1l est immédiat que I ¢ R(I) (six € I onax! = x € I). En particulier R(I) est non vide.
Soitx,y € R(I). Il existen,m € N* telsque x™ € et y™ € I.

L'anneau étant commutatif, la formule du binéme donne :

n+m

(x + y)n+m — Z (n + m>xkyn+m—k
k

k=0

Pour k > n, x*y"tm=k = yk-nyntm=k  xn € [ car | est un idéal.

Pour k < n, on ade méme xkymtm=k = xkyn-k » ym e |,

(I, +) étant un groupe, on a (x + y)™*™ € I (par addition) et donc x + y € R(I).
Et (—x)" = (—=14)"x™ € I donc —x € R(I).

On a montré que R(/) est un sous-groupe de (4, +).

Soitx € R(I) etn € N" tel que x™ € I.

Pour tout z € 4, la loi étant commutative on a (zx)™ = z"x™ € [ et donc zx € R(I).
R(I) est ainsi un idéal (et il contient I).



Anneaux

2) On travaille ici dans 'anneau (Z, +, X) qui est bien commutatif. On sait aussi qu'il est
principal, c’est-a-dire que les idéaux sont exactement les nZ avecn € N.
Pour tout entier n on anZ c R(nZ) (question précédente). Il s’agit donc de trouver les n
pour lesquels I'inclusion réciproque est vraie.

¢ Soitn € N* tel que R(nZ) = nZ.
Décomposons n en produit de facteurs premiers : n = p;* ... p,f".
En notant m = p; - p; ... p. On a m™(@1-@k) est multiple de n donc m € R(nZ).

Doncm € nZ puisque R(nZ) = nZ.
Lentier p; - p, ... p étant un multiple de n = p{* ...p.*, tous les a; sont égaux a 1.

* Réciproquement soitn = p; - p;, ... p (ou les p; sont des nombres premiers deux a deux
distincts).
Montrons l'inclusion R(nZ) c nZ.

Soit m € R(nZ). 1l existe k € N* tel que m* € nZ. Chacun des nombres premiers pj
divisant n devant diviser m¥, on a p;j divise m¥ donc divise m.

Doncn = p;q - p; ... px divise m c’est-a-dire m € nZ.

On a donc montré :
R(nZ) = nZsi, et seulement si, n n'est pas divisible par le carré d'un nombre premier.

Exercice 8

s * : * 2 * .
1) On sait que (I, X) est un groupe commutatif. Donc pour tout x € [y, x= € [Fj, et:

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

v,y EF, fxy) =)’ =x2=f)fQG).

Donc f : x = x? est un morphisme de groupes de (I}, X) dans lui-méme.
2) Soitx € IF,.
x € Ker e f(o)=1
" e > par définition de f
& x?
_ Q calcul dans (IF,, +)
& x2-1=0
— N - Q calcul dans I'anneau
o (x-1)(x+1)=0
0 o > [F, est un corps
& x—1=0 ou x+1=0

On a montré que Ker(f) = {1, —T}.

_ p-1
3) Soit x € [F;,. L'entier p étant impair, on a pTl € Netl'élémenty = x 2z estbien défini.
On aalors y? = xP~%. Or p — 1 est le cardinal du groupe Fj; donc xP~! = 1 (car l'ordre
de x divise p — 1).
p-1

Donc y? = 1. D’apres la question précédente y = +1doncx z = 1ou—1.
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4) Soit C = {a?,a € F;} 'ensemble des carrés de Fj et f : Fj — C,x — x2.
Par construction f est surjective. Donc F,=U f‘l({c}). Or tout élément de C a exacte-
cec

ment deux antécédents distincts par f car :
x?2=0%> @ x*-a?=0 < (x—a=0oux+a=0).

Ainsi on peut former une partition de [F;, en Card(C) parties du type {a, —a} toutes de
cardinal 2 (car a # —a). Donc 2 Card(C) = Card(F,) =p — 1.

: -1 .
Doncilya P~ carrés dans [y,
2

Exercice 9

1) On sait que E est un sous-espace vectoriel. En particulier (E, 4+) est un groupe.
—-a—b>b b a
PouraetbhréelsonaaA+bB = a —a—b b |).lln'existe pasde couple (a, b)
b a —-a
tel que aA + bB = I3 donc I3 € E. E n’est pas un sous-anneau.
* Montrons que E est stable par multiplication :
Soita,b,a’,b’ € R.
Par distributivité (aA + bB)(a’A + b'B) = aa’A% + ab’AB + ba'BA + bb'B2.
Or le calcul matriciel donne :

1 1 =2 1 -2 1
A2=|-2 1 1 |=-24+B€E B*=(1 1 -2|=A-2BE€E,

1 -2 1 -2 1 1

2 -1 -1 2 -1 -1
AB=|-1 2 -1|=-A-B€E et BA=|-1 2 -1|=ABEE.

-1 -1 2 -1 -1 2

On en déduit que (ad + bB)(a’'A+ b'B) € E.
On remarque de plus que la multiplication induite sur E est commutative.

* Recherche d’un élément neutre

Soitxety € RetX = xA + yB.

Si X est neutre pour la multiplication induite sur E, on a en particulir XA = A.
Or XA = xA? + yAB = (—2x — y)A + (x — y)B etla famille (4, B) est libre :

—2x —y =1 x = -1/3
XA=4A < =
x—y=20 y = —1/3
2 -1 -1
La seule matrice possible est X = “fa-ip=1il-1 2 -1
o0 -1 -1 2

Réciproquement, soit X = —éA - éB. Onavuque AX = XA = A.
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EtonaBX =XB=—2AB— -B*= A+ B—-A+-B =B
On en déduit que pour toute M € E,MX = XM = M. Donc X est neutre pour la multipli-
cation induite sur E.
Donc (E, +, X) est un anneau.
2) Pourjustifier que la matrice A n’est pas inversible, on peut faire remarquer qu’en ajoutant

les trois colonnes de A on forme la colonne nulle ou bien calculer le déterminant de A :
-1 0 1

det(d) =1 -1 0 =(—1)<_11 _01>—1<(1) _11>=—1+1=o.
0 1 -1

Soita,b € RetM = (aA + bB).
OnavuMA = aA? + bBA = (—2a — b)A + (a — b)B.D’ou :
MA=X < (—2a—b)A+(a—b)B=—3A— B

{—Za — b= -1/3 > la famille (4, B) est libre
=

a — b= -1/3

a = 0
=
b =1/3

L, —L;donnea =0

. . . . 1
La matrice A est admet un inverse dans 'anneau E qui est la matrice EB'

Exercice 10 ) Anneau de Boole

1) Soit x € A. D’une part (2x)? = (2x)(2x) = 4x2. D’autre part, d’aprés (x), ona x? = x et
(2x)? = 2x (car x + x € A). Donc 2x = 4x. Donc 2x = 0.

2) Soit x et y dans A. D’aprés (x),onax? = x,y? = yet (x + y)? = x + y. Donc

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

x+y=(@x+y)2=x?+xy+yx+y’=x+xy+yx+y

On en déduit que xy + yx = 0. En ajoutant yx on obtient xy + 2yx = yx. Donc, d’apreés
la question précédente, xy = yx.
Donc I'anneau A est commutatif.

3) Soit x un élément inversible de A. En multipliant x = x par x~
Réciproquement, I'élément neutre 14 est bien inversible.
Le seul élément inversible de A est 1,.

1 on obtient x = 1,.

Exercice 11

1) Comme (E)n =a" =N + 1 = 1,onadad est inversible d’inverse (E)n_l.
Le calcul précédent indique également que I'ordre de a dans U(Z/NZ) est un diviseur n.
Puisquea >2,0ona2<a<a’?<--<a*!'<a*=N+1.
- N+1 N+1 — —\2 —\N—2 —\n—1 epz
n-1 = 272« —~ < N.Donca, (a) ,...,(a) et (a) sont diffé-
rents de 1. Donc 'ordre de @ est exactement égal a n.
2) D’apres le cours, U(Z/NZ) est un groupe de cardinal ¢ (N). Comme 'ordre d’'un élément
dans un groupe divise le cardinal du groupe, on en déduit que n divise ¢ (N).

Plus précisément a
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Exercice 12

1) Soit k € N*. Précisons 'ensemble D, des diviseurs de 0 de 'anneau Z/2*Z.
Soitn € [[1,2% —1].
« Sin est pair alors 2¥"1n est divisible par 2¥. Donc 2¥-1 - n = 0 dans Z/2¥Z et 71 € D,.
« Sinon 7 est inversible dans Z/2¥Z car n et 2¥ sont premiers entre eux donc n’est pas
un diviseur de 0.
En conclusion Dy = {7, n € [1,2% — 1] et n pair} = {Zp,p € [[1,2k1 - 1]]}.
2) On considére A un anneau commutatif possédant n diviseurs de zéro, avecn > 1.

a) Soita un diviseurde Oetf : A = A, x = ax.
Pour tous x et ydans 4,ona:
fxt+y)=alx+y)
=ax +ay %
=f+f) ¢

Donc f : A - A, x = ax est un morphisme de groupes de (4, +) dans lui-méme.
Soit y € Im(f). On sait qu'il existe x, € A tels que f(xy) = y et qu'en notant 4,

I'ensemble des antécédents de y par le morphisme f ona:

Ay, = {xo + h,h € Ker(f)}.

par distributivité de X sur +

par définition de f

Lapplication h — x, + h étant bijective de Ker(f) dans A,, ces ensembles ontle méme

cardinal.
On a montré que tout élément de Im(f) admet exactement card(Ker(f)) antécédents.
b) Avec les notations précédentes,ona A = IU(f) Ay, car f est définie sur A.
y€lm
De plus la réunion est disjointe. On a donc:
card(A) = Y card(4,) \
yelm(f) J par la question précédente
= card(Ker
e, card(Rer(D) %

| par définition de f

N~

= card(lm(f))card(Ker(f)).

2 Remarque

2 On remarquera la similitude avec le théoréme du rang.

Six € Ker(f) \ {0}, alorsonaax = 0 etx # 0 donc x est un diviseur de 0.

Donc card(Ker(f)) < n + 1.

Siy € Im(f) \ {0}, il existe x € A tel que y = ax. Or, a étant un diviseur de 0, il existe
b € A\ {0} tel que ba = 0. Donc by = b(ax) = (ba)x = 0.1l en résulte que y est un
diviseur de 0. Donc card(Im(f)) < n + 1.

Compte tenu des trois résultats précédents, 4 a au plus (n + 1)? éléments.

{ Remarque
2 Dans I'exemple de la premiére question, ilyan = 2¥~1 — 1 diviseurs de 0 et (n + 1)? = 2%
: est exactement le nombre d’éléments de I'anneau Z/2*Z.
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& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 13
Si f est un morphisme d’anneaux de (Z, +, X) dans lui-méme, ona f(1) = 1.
On en déduit (voir exercice 1 du chapitre 1) que pourtoutn € Z, f(n) = f(nl) = nf(1) = n.
Réciproquement 'identité est un morphisme de (Z, +) dans lui-méme

Exercice 14

Si f est un morphisme d’anneaux de (R, +, X) dans lui-méme, ona f(1) = 1.
On en déduit par une démonstration semblable a celle de I'exercice 2 du chapitre 1 que pour

toutr € Q, f(q) = f(q) =qf (1) =q.

De plus f est croissante car six < y,ona

fFO)-f@ =fo-0=f(T=%2)=fT=%) > f&x)

Soit x € R. On sait qu'il existe (approximation décimale des réels) des suites (my),ey et
(M) e de rationnels * qui convergent vers x et telles que m,, < x < Mj,.
Onaalorsm, = f(m,) < f(x) < f(M,) = M,, et par théoréme d’encadrement, f(x) = x.

Réciproquement, Idg est un morphisme d’anneaux de (R, +, X) dans lui-méme.
L'identité est le seul morphisme d’anneaux de (R, +, X) dans lui-méme.

Exercice 15
1) Sila multiplication est commutative, on a pour tous x et y dans A :

(xy)* = xyxy = xxyy = x*y?,

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

2) Montrons que la réciproque est vraie.

On suppose
v,y €4, (xy)* =x*y *)

Soit x et y dans A. En utilisant (*) pour xet1, + yona:

(@ +xy)2 = (x(1a +))" = 22(14 + )
Or (x + xy)? = x2 + x%y + xyx + (xy)? = x? + x%y + xyx + x?y?
etx?(1y +y)? = x2(1, + 2y + y?) = x? + 2x2%y + x2y2,
Donc 2x%y = x%y + xyx puis x%y = xyx.
Cette derniere relation étant vraie pour tous x dans 4, on peut utiliser 1, +x et on obtient
(14 + %)%y = (14 + 0)y (14 + x).
Ordunepart: (1, +x)%y = (14 +2x +x3)y =y +2xy + x%2y = y + 2xy + xyx,
etdautrepart: (1, +x)y(14+x) =@ +xy)(1y+x) =y +yx+xy + xyx.
On en déduit yx + xy = 2xy donc yx = xy.
L'anneau est effectivement commutatif.

“Par exemple m,, = |[10™x|/10™ et My, = m, + 10™™
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Algebre (révisions)

ES Exercices axés sur le calcul

Polynémes de Legendre

1) Soit P € R[X], a et b deux racines de P de multiplicité m € N* telles que a < b.
Montrer que pour tout k € [1,m]], P*) admet au moins k racines dans ]a, b[.

2) Pourn € N*, onnote Q,, = (X2 — 1)" et L, = Q3.
a) Quel estle degré de L,,?
b) Montrer que L,, admet exactement n racines et qu’elles sont toutes dans |—1, 1].

D’aprés Mines-Télécom

Somme et produit des racines d’un polynéme, transformation de e' ¢ + 1
Soitn € N*.Onnote B, =1+ X +--- + X™

1) Justifier que P, admet n racines éventuellement confondues dans C.
2) Préciser le produit et la somme de ces racines.

3) Résoudre P,(z) = 0. Contrdler les résultats du 2).

n
4) Déduire de P(1) la valeur de [] sin (k—n)
k=1

n+1l

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Formule du binéme, unicité des coefficients d’un polynéme

n

2

Pourn € N,onnote S, = Y. (Z) )
K=0

Déterminer la valeur de S,, en utilisant le coefficient de X™ dans (1 + X)™(1 + X)™
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Dans I'espace vectoriel des fonctions de R dans R, on considere pour n € N*, la fonction :
foix e

Montrer que la famille (f,),en- est libre.

Soit E un K-espace vectoriel, f un endomorphisme de E eta € K\ {0}.
On suppose que f3 — 3af? + a?f = 0.
Montrer que E = Ker(f) @ Im(f).

D’apreés Mines-Télécom

Fréquent
Soit E un K-espace vectoriel et f1, f, ..., f, des endomorphismes de E.
On suppose que f; + f, + -+ f, = ldg et:
Vvi,je[[Ln], i#j=fiofj=0.
1) Montrer que pour tout i € [[1,n]), f; est une projection vectorielle.

n
2) Montrer que @ Im(f;) = E.
i=1

Classique
Soit E un espace vectoriel et p, g des projecteurs de E.
1) Montrer que p + q est un projecteur si, et seulementsi,peq=qgop = 0.
2) Dans ce cas, montrer que Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q) et Im(p + q) = Im(p) D Im(q).
D’aprés CCINP

Soit E et F deux K-espaces vectoriels, u € L(E,F) et v € L(F,E). On suppose que
u=uovou et v=vouonw.
Montrer que
E = Ker(u) @ Im(v).

D’apreés Mines-Télécom

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. On suppose que I'endomorphisme u
p—1
est nilpotent d’indice p c’est-a-dire que u”? = 0 etuP~! # 0. On note e = %uk.
k=0 k'
1) Soit x € E et k € N* tel que u¥(x) # Op.
Montrer que la famille (x, u(x), u?(x), ..., u"(x)) est libre.
2) Déterminer Ker(e* — Idg).

D’apreés Mines-Télécom



Algébre (révisions)

Soitn € NetE = R, [X].
Pour tout i € [[0,n]], on note
FE={PekE|vje[on]\{} Py =0}
n

Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels et que E = @ F,.
i=1

*

Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn € N\ {0, 1}.
On note B = (e;)1<i<n Une base de E.
Pouri € [[1,n]], on pose :

G; = vect(eq, ...,€;_1,€i41, - 6n) et H;={f € L(E) | G; < Ker(f)}.

1) Soiti € [[1,n]]. Montrer que H; est un sous-espace vectoriel de L(E).

n
2) Montrer que : @ H; = L(E).
=1

Soitn € N* et Hy, Hy, ..., Hy, des hyperplans d’un espace vectoriel E de dimension n.

k
Montrer que dim| N H; | >n — k.
i=1
& Exercices avec questions ouvertes

Peut-on trouver deux endomorphismes non nuls de R? vérifiant :
1) rg(u +v) <rg(u) + rg(v)
2) rg(u +v) = rg(u) +rg(v)
3) rg(u + v) > rg(u) + rg(v).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E
telsque E = F, + -+ F,.
Existe-t-il des sous-espaces vectoriels Gy, ..., G, tels que pour touti € [[1,n],G; € F; et

n
i=1
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Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

1) Pour k € [[1,m]], on note P, : « P*) admet au moins k racines dans ]a, b[ ».

¢ P étant un polyndme, il est en particulier continu sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.
Comme P(a) = 0etP(b) = 0,onaP(a) = P(b).
Donc le théoréme de Rolle assure que P’ s’annule au moins une fois sur ]a, b|.
Donc P; est vraie.

e Soit k € [[1,m — 1]]. On suppose P vraie.
On dispose, en les rangeant dans I'ordre croissant, de racines x; < -+ < x, de P*)
dans ]Ja, b[. a et b étant des racines de multiplicité m, elles sont aussi racines de P*)
(cark < m —1).Onnote xy = aetxgyq = b. Pouri € [[0, k], le théoreme de Rolle
appliqué a P® sur [x;, x;,,] assure qu'il existe une racine c; € ]x;, x;41[ de P**1_ En
choisissant un de ces points ¢; dans chacun des intervalles ]x;, x;,1[, on obtient des
points distincts car :

xO<C0<x1<Cl<xZ<"'<xk<Ck<xk+1.

On a donc au moins k + 1 racines distinctes dans ]a, b[ pour P+,
Donc Py .4 est vraie.

On a montré par récurrence que P, est vraie pour tout ke [[1, m]].
2) a) (X2 — 1)" est de degré 2n et sa dérivée n-ieme est donc de degré n.
b) Etant de degré n, L,, admet au plus n racines distinctes.
D’autre part, (X2 —1)"* = (X —1)*(X + 1)" donc 1 et —1 sont racines de multiplicité n
de @,,. La question précédente montre que L,, admet n racines distinctes dans |—1, 1].
Donc L, admet exactement n racines et elles sont toutes dans |—1, 1].

Exercice 2

1) On adeg P, = ndonc P, admet n racines (éventuellement confondues ) dans C.
2) Puisque le coefficient dominant de P, est 1, on a, en notant z;, z,, ..., Z,, les racines de P,,
n

B, =1 [[ (X — z,) etle cours assure que :
k=1

By=X"—sX" 14+ (=1)"p.
Dongc, par unicité des coefficients d'un polynéme, s = —letp = (-1)™

1_Zn+1

3) 1 n'est pas racine de P, eton saitque pourz # 1,1 +z + -+ + z" =
termes consécutifs d'une suite géométrique). Donc:
P(2)=0 & (z"1'=1letz#1).
Les racines de P, sont les z;, = exp (L;T) pour k € [[1,n]].

(somme de
1-z

2i
n+



Algébre (révisions)

En notant w = exp (;l ) Onaw # 1,2z, = w* et w™! = 1. D’olt les calculs suivants :
s—zn:z _zn:wk_wl—wn_w—wn“ w-1_ L
LT Tl 1-w 1-
k=1 k=1
n n
n(n+1)
p=||z= Hwk = 2t =" 2 = exp(inm) = (-1)™
k=1 k=1
4) D’une part, par la forme développée de B,, ona P,(1) =n + 1.
n .
D’autre part, par la forme factorisée de P,, ona P, (1) = [] (1 —exp (w))
k=1 n+1
i0 _ .i0 P _ 2km |
Or1—ei? = e!%/2(—2isin(8/2)) donc, en notant 8, = el
[T elf/2(=2i) = (=2)" [] ef/2
k=1 k=1
( n e eb — ea+b
iz ek)
2
- ( Zl)n n n(n+1)
% k=2
— (—Zi)n elnTL’/Z k=1 2
eiﬂ/Z =i
= (—2i)"(i")
= 2", Ji=-1

Donc

ﬁ_ kr \ n+1
S ay1) T T

k=1

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

#F Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 3
D’apreés la formule du bin6me de Newton :

n 2n

CEDILEDY (:>X", CESILEDY (21? )Xk

k=0 k=0
D’une part, le coefficient de X" dans (1 + X)?" est (27?)
n
D’autre part, le coefficient de X™ dans le produit (1 + X)*(1 + X)"est ¥ (})(,,"})-
k=0

De plus, on sait que (nfk) = (Z) donc par unicité des coefficients :
i n\’ _(2n
k)] “\n)/)
k=0

Remarque
Ce résultat est obtenu autrement a I’exercice 8 du chapitre 27.
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Exercice 4
Pour n € N*, on note P, : «la famille (f;, f5, ..., f,) estlibre ».
¢ Pourn = 1, P, estvraie car f; n'est pas la fonction nulle.
 Soitn € N*. On suppose P, vraie.
Soit aq, a,, ..., a, des réels tels que

aifi +axfo+ -+ anfun + ansifner =0 (*)

e Méthode 1 (par dérivation)
En dérivant (*) on obtient :

1

n—_l_lan+1fn+1 =0 (**)

1
afi +-+ ;anfn +

En formant (¥)-(n + 1)(**), on obtient :

al(l—n—l)f1+---+an(1—nT+1>fn=O.

k—(n+1)

La famille (f;, f5, ..., f) étant libre d’apres P,, on a pour k € [1,n]] a; = 0, donc

ap = 0.
Il reste donc a,, 41 fp+1 = 0. Or f, 41 n'est pas la fonction nulle donc a, 41 = 0.

e Méthode 2 (par une limite)

n+1
En évaluant (x) enx € R,ona Y age** = 0 puis, en divisant par e¥/*1) % 0 et en

k=1
. ex/k X 1 n+1 % :
utilisant pryorsy i e*/k=x/(n+ ), kz—:l akex/ —x/(n+1) — (|
1 _ (n+l)-k

Pour k € [[1, n]],% - > 0donc lim eX/k—x/(n+1) — .
X——00

+1 k(n+1)

n+1
Donc lim Y ae*/*=*/("*1) =0 + q, ;. Par unicité de la limite a,,; = 0.
xX——00 =1

n
Larelation () devient Y, afi, = 0 etcomme (fi, f5, ..., ) estlibre d’apreés P,, on a pour
k=1
ke[1,n],a,=0.

Donc pour toutk € [[1,n+1]], a;, = 0.0n a montré que la famille (f;, f5, ..., fn+1) estlibre.
Donc %, ;1 est vraie.
On a montré par récurrence que pour toutn € N*, P, est vraie.
Pour toute sous-famille finie F de (f;;)nen*, il €xiste un rang n € N*, tel que F est une sous-
famille de (f1, f3, ---, fn)- Donc F est libre comme sous-famille d’'une famille libre.
Donc la famille (f;,)nen+ est libre.

Exercice 5
e La somme de I'image et du noyau est directe
Soit x € Ker(f) N Im(f).
I existe z tel que x = f(z) et f(x) = 0. Donc f2(z) = 0g et f3(2) = 0.



Algébre (révisions)

Puisque (f3 — 3af? + a?f)(z) = 0g, onaa?x = 0g. Comme a # 0, on trouve x = 0.
La somme Ker f + Im f est directe.
e Décomposition
Soitx € E.
Analyse Supposons que x = u + vavecu € Ker(f) etv = f(w) € Im(f).

Onaalors f(x) = f2(w) et f2(x) = f3(w) = 3af2(w) —a?f(w) (car f3 = 3af? — a?f).
Donc f2(x) = 3af(x) — a?vetv = %(3af(x) - f2(x)).
Syntheése On pose v = $(3af(x) - fz(x)) etu=x—v.
Onaalorsx = u+ vetv € Im(f) car c’est'image par f du vecteur a—12(3ax - f(x)). Et:
f@ =f)—-f) = f(X)—$(3af2(X)—f3(X)) = ﬁ(azf(X)—3af2(X)+f3(x)) =0
ce qui prouve que u € Ker(f).

Les deux sous-espaces Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

Remarque

Lorsque E est de dimension finie, on a alors directement E = Ker(f) @ Im(f) car le
théoreme du rang donne dim Ker(f) + dim Im(f) = dim(E).

Exercice 6

1) Soiti € [[1,n]. f; € L(E) et, puisque o est distributive sur + dans L(E), ona:

froCht ot tfi)= D fiofe=0+fiof.
k=1

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

Orfi+fp+-+fr=Idgetf,eldg = fidoncf; = fi2 et f; est une projection.
n
2) e La somme Y, Im(f;) est directe
i=1

n n
Soit (xq, x5, ..., x) € [] Im(f)) tel que Y. x; = 0g (%).
i=1 i=1

Soit k € [1,n]]. Par linéarité de fi, ona f;(0g) = O et:
n n

fr (_Z xi) = _Z fie (x)
=1 =1

=0+ fi(xx)
= Xk
On a donc x, = 0.

Cela étant valable pour tout k € [1,n]], on a montré que la somme est directe.
n

e La somme Y, Im(f;) est égale a E
i=1

Im(f;) € Ker(fy,) pourk #icarfyofi=0

le(fk) = Ker(fi, — Idg) car f; projection

n
Pour tout i € [[1,n]], Im(f;) est un sous-espace de E donc ), Im(f;) C E.
i=1

@ Soitx € E,onax = Ids(x) = f,(0) + fo(0) + -+ fo(x) € 3 Im(f).
i=1

a1
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n
Donc E c Y, Im(f).
i=1

n
On a montré par double inclusion que }; Im(f;) = E.
i=1

n
Compte tenu des deux résultats, @ Im(f;) = E.
i=1

Exercice 7

1) p + q est un endomorphisme de E car p et q le sont.
Ona(p+q)?=p*+q°+peq+qep=p+q+poq+qep.
eSipog = qop = 0, alors on aimmédiatement (p + q)> = p + qetp + q estun
projecteur.
¢ Si p + g est un projecteur, alors p o ¢ + q o p = 0. Et en composant par p a droite et a
gauche :

peqtpeoqep=0 et pogeptqep=0
cequidonnepoq = qoppuis,commepoqg=—qop,peogq=qeop=0.
2) e Noyaudep + q

@ Six € Ker(p) N Ker(q) alors (p + q)(x) = p(x) + q(x) = 0z donc x € Ker(p + q).

@ Six € Ker(p + g), onap(x) = —q(x). On déduit en prenant I'image par p que
p%(x) = —p o q(x) = Og. Or, p étant un projecteur, on a p?> = p. Donc p(x) = 0 et
x € Ker(p). Comme q(x) = —p(x) = 0g, on a aussi x € Ker(q).
Finalement x € Ker(p) N Ker(q).

On a montré par double inclusion :
Ker(p) N Ker(q) = Ker(p + q).

e Image dep + q

Rappelons que I'image d'un projecteur est 'ensemble des vecteurs invariants par ce pro-
jecteur.

Six € Im(p) NIm(q),onap(x) = xetq(x) = x.

Donc 0 = p o q(x) = p(q(x)) = p(x) = x.

On a montré que la somme Im(p) + Im(q) est directe.

@ Six € Im(p + g),alorsx = (p + q)(x) = p(x) + q(x) donc x € Im(p) D Im(q).

@ Six € Im(p) DIm(qg),onax =y+zavecy € Im(p) etz € Im(q). Commepeoqg =0,
onalm(q) c Ker(p). Doncp(z) = 0g. Ainsip(x) =p(y) +q(z) =y + 0 =y.
De méme, on déduit de g e p = 0 que q(x) = z. Ainsi (p + @) (x) = p(x) + q(x) =
y+z=xetx €Im(p + q).

On a montré par double inclusion :

Im(p + q) = Im(p) @ Im(q).



Algébre (révisions)

Exercice 8

Soitx € E.
« Unicité de décomposition
Supposons x = y + zavecy € Ker(u) et z € Im(v). Il existe t € F tel que z = v(t) et
u(y) = Og.
On a alors par linéarité :
ux) = 0g+u(z) =uov(t),puisveu(x) =vouov(t) = v(t) = z Dol on déduit
z=vou(x)ety =x — vou(x). Celamontre I'unicité de la décomposition d'un vecteur
de E et donc le caractére direct de la somme.
o Existence de décomposition
Onposez =vou(x)ety =x—vou(x).Onax =y+2zz= v(u(x)) € Im(v). Et par
linéarité : u(y) = u(x) —uovou(x) =0pcaru =uovou Doncy € Ker(u).

On a montré E = Ker(u) @ Im(v).

Exercice 9

1) Soitx € E et k € N* tel que u*(x) # 0.
Soit ay, aq, ..., a; des scalaires tels que

apx + a;u(x) + -+ + qpuk(x) = 0 (*)
. v

On sait que uP(x) = Og donc u'(x) = Og pour touti > p. Donck < p — 1. Notons g le 4
plus grand entier tel que u?(x) # 0g. Puisqu’'on a u'(x) = 0y pour tout i > g, on obtient o
en prenant I'image de (*) par u? (qui est linéaire) : agu?(x) = 0g. Or u?(x) # Og donc G
ag = 0 E
En prenant alors 'image par u?~! de (), on obtient de méme a,;u%(x) = 0z donca; = 0. oc
De proche en proche, tous les coefficients ay, a4, ..., a; sont nuls. 8
On a montré que la famille (x, u(x), u?(x), ..., uk(x)) estlibre.

p—1

2)Onae*—Idg = X %uk et on va montrer que Ker(e* — Idg) = Ker(uw).
k=1 K

Soit x € Ker(u). Onau*(x) = 0g pour tout k € N* donc (e* — Idg)(x) = O et
x € Ker(e* — Idg).
On a ainsi montré Ker(u) c Ker(e* — Idg).

1

@ Soit x € Ker(e* — Idg). On azz:]i k!uk(x) = 0.
On raisonne par I'absurde. On suppose que u(x) # Og.
Notons q le plus grand entier tel que u4(x) # 0gz.Ona g < p — 1 et la somme ci-
dessus devient é:l %uk(x) = 0g. Or Or d’apres la question précédente la famille
(x,u(x),u2 (%), ...,uq(x)) est libre donc la sous-famille (u(x), u?(x), ...,uk(x)) est
libre ce qui contredit I'égalité él %uk(x) = 0.

Doncu(x) = 0g et x € Ker(u).
Donc Ker(e* — Idg) < Ker(u).

On a montré par double inclusion que Ker(e* — Idg) = Ker(u).
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Exercice 10
On peut montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels en montrant qu’ils contiennent
le polyndéme nul et sont stables par combinaison linéaire, mais il est plus utile pour la suite
d’introduire :

viefonl, L= [[ «-p.
JjefonI\{}
On a ainsi pour tout P € E:
PeF & vje[[0,n]\{$},P()=0
< Ja €K P =al;
& P e vect(L)).
Ainsi F; = vect(L;) et, en particulier, F; est un sous-espace vectoriel.

Qles racines sont distinctes

\ldegP <n,degl;=n

» La somme est directe
Soit (Py, Py, ..., By) un élément de H F,telque Py + P, + -+ + P, = 0 ().
k=
Soiti € [0, n]] Par définition, i est racme de P, pour tout k # i. Donc, en évaluant (%) en i,

on obtient P,(i) = 0. Donc P, admet n + 1 racines distinctes. Or deg P, < n donc P, = 0.
Cela étant valable pour tout i € [0, n]], on a montré que la somme est directe.

e La somme est égale a E

Puisque la somme est directe, sa dimension est la somme des dimensions de F.
Or F; = vect(L;) et L; # 0,doncdim F; = 1.

n n
dim@Fi =ZdimF} =n+1=dimkE.
i=0 i=0
n
Donc iG_BOFL- =E.

Exercice 11

1) Soiti € [[1,n]).
e H; est une partie de L(E) qui contient '’endomorphisme nul.
¢ Soit f, g € H;, a et 8 des scalaires.
Pour toutx € G;, ona f(x) = 0 (car G; € Ker(f)) et g(x) = 0 (de méme).

D'ou (af + Bg)(x) = af(x) + fg(x) = 0donc x € Ker(af + Bg).
Cela prouve que G; c Ker(af + fg) donc que (af + Sg) € H;.

Donc H; est un sous-espace vectoriel de L(E).
2) » La somme est directe

n
Soit (f1, f2, .-, fn) un élément de [] H; tel que f; + fo + - + f, = Oz (¥).
i=1

Soiti € [[1,n]). Pour tout k € [[1,n]] \ {i}, e; € Gj donc fi(e;) = Og. En utilisant () pour
e;, on obtient donc f;(e;) = 0. Comme f; est également nul pour tous les autres vecteurs
debaseB,ona f; = Oggy.

On a montré que la somme ), H; est directe.
i=1



Algébre (révisions)

e Dimension de H;

Soiti € [[1,n]). Considérons ¥ : H; = E, f = f(ey).

e Les lois usuelles montrent que W est linéaire.

o W est injective car si f € Ker(3), alors f € H; et f(e;) = Of donc f est nulle sur la
base B d’ou f est 'application nulle.

e Montrons que W est surjective.
Soit u € E. B étant une base de E, on sait qu'il existe une (et une seule) f € L(E) telle
que f(ex) = O pour k # i et f(e;) = u. Cette application f appartient a H;.
Donc u admet un antécédent par .

Donc W est un isomorphisme de H; sur E. Donc dim H; = dim E.

e Conclusion
n n

n
Puisque la somme est directe dim @ H; = Y. dimH; = ¥, n = n?.
i=1 i=1 i=1

n n
Or dim £(E) = (dim 5)2 = n?,donc dim @ H; = dim L(E). Finalement & H; = L(E).
i=1 i=1

Exercice 12
k
En utilisant une base de E et des équations de chacun des hyperplans H;, I'intersection N H;
i=1

est 'ensemble des vecteurs dont les coordonnées vérifient un systéme linéaire homogéne
de k équations (une par hyperplan) et n inconnues (les n coordonnées). Le systéme étant
de rang au plus k, I'ensemble des solutions est de dimension au moins n — k.

k
On a ainsi dim (‘ﬂl Hi> >n—k
i=

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 13
1) En choisissant par exemple u = v = Idgz,0n a:

rg(u +v) = rg(2ldgz) = 2 < 4 = rg(u) + rg(v).

2) On peut obtenir rg(u + v) = rg(u) + rg(v) en choisissant u et v de rang 1 tel que u + v
soit un automorphisme de R2.
Par exemple on peut proposer u : (x,y) = (x, 0) (la projection orthogonale sur I'axe Ox),
v : (x,y) » (0,y) (la projection orthogonale sur I'axe Oy). u et v sont de rang 1 et leur
somme est I'identité de R? qui est de rang 2.

3) On va montrer que «rg(u + v) > rg(u) + rg(v) » est impossible.
Onalm(u+v) € Im(u) +Im(v) doncrg(u+v) < dim(Im(u) + Im(v)). Or la dimension
d’'une somme est toujours inférieure a la somme des dimensions donc :

rg(u+v) < dim(Im(u) + Im(v)) < dim Im(uw) dim Im(v) = rg(u) + rg(v).
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Exercice 14
On va montrer le résultat par récurrence. Pour n € N*, on note B, : «si Fj, ..., F, sont des
sous-espaces vectoriels de E, alors il existe des sous-espaces vectoriels Gy, ..., G, tels que

n n
pour touti € [1,n]],G; c Fet ¥ F,= @ G;».

i=1 i=1
e Pourn = 1, P, estvraie (il suffit de prendre G; = F; etil n'y arien d’autre a démontrer).

 Soitn € N*. On suppose P, vraie.
n

Soit F, ..., F,, F,+1 des sous-espaces vectoriels de E. On pose F = Y F,.
i=1
On note G, 41 un supplémentaire de F N F,,; dans £, ;.

Par définition, ona G,41 C Fyq et F1q = (F N Fn+1) D Gpiq
On va montrer que F @ G, = F + F,44.
e La somme F + G, estdirecte
Soitx € F N Gpy1- Gpyq étant un sous-espacede F,, 4, onax € F,,1.Doncx € FN F, 4
etx € Gpy1-Doncx = 0 car F N F, 4 et G4 1 sont en somme directe.
Donc la somme de F et de G, est directe.
e Les espaces F + G,,,, et F + E, ., sont égaux
OnaF+FE,,, =F+(FNE,,)+Guq.0Or FNE, 4, étant un sous-espace vectoriel de F,
onaF+ (FNEFE,;;)=F.DoncF + FE,;1 =F + Gpyq.
Onaainsi Gyyq € 1 et F @ Gppq = F + Fpyq.
D’apres P, on peut choisir des sous-espaces vectoriels Gi,G,,...,G, tels que

n n
pourtouti € [1,n],G; c Fet ) F, = @ G;.
i=1 i=1

On a ainsi
n+1 n n+1
Vie[Ln+1], GCF et ZE=<@Gi>@Gn+1=@Gi.
i=1 i=1 i=1

Donc P, 41 est vraie.
On a montré par récurrence que pour toutn € N*, P, est vraie.
En particulier si E = F; + -+ + E,, il existe des sous-espaces vectoriels Gy, ..., G,, tels que :

n
Vie[L,n], G CcCF et E=®Gi.
i=1



Matrices,
déterminants
(révisions)

EX Exercices axés sur le calcul

13 -8 -—12
OnposeAd=|12 -7 -12|.
6 —4 =5

1) ATl'aide de la méthode du pivot, montrer que A est inversible et calculer son inverse A~?.
Que remarque-t-on concernant A~1?

2) En déduire A™ pour toutn € Z.

Soit a, b et ¢ trois réels et M la matrice suivante :

1+a 1 1
M= 1 1+b 1
1 1 1+c

1) Calculer le déterminant de M.

2) Quand M est inversible, préciser son inverse.

Calculer, sans machine, les déterminants des matrices suivantes et préciser si elles sont ou
non inversibles.

1 1
1 V2 V4 L3 3 144 121 100
N A=|¥2 1 2 2) B=|5 3 3 3) c=[36 33 30
V2 ¥4 o1 11 1 96 99 90

3 4 5
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Soit a, b et ¢ trois complexes. On pose A =

a T Q
Q a o
St Q 0

1) Calculer det(A) par la formule développée.

2) Calculer det(A) en commencant par 'opération L, « L1 + L, + L.

Matrices « tridiagonales »

Pourn € N\ {0, 1}, on considere le déterminant carré d’ordre n suivant :

Donner une relation entre A, 5, Ay 41 et A,
Puis déterminer A, en fonction de n.

*

Soitn € N* et A, la matrice carrée d’ordre n définie par 4,, = (max(i,j))Ki i<n’

Calculer det(A4,,) en fonction de n.

Exponentielle d’'une matrice nilpotente
n—1
Soitn € N* et A € M,,(C) une matrice nilpotente. On pose exp(4) = %Ak.
k=0 k'

P
Montrer que lim (In + %A) = exp(4).
p—o0

#} Exercices axés sur le raisonnement

Soit f 'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice :

1 1 -1
M={-3 -3 3
-2 =2 2

1) Déterminer une base de Ker(f).

2) Déterminer une base de Im(f).
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