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PRÉFACE DU TOME 1 

T o u t  ce que l 'on  t r o u v e  d a n s  ce t  ouv rage  se d é d u i t  de la loi de Cou lomb 
d o n n a n t  la force qui  s 'exerce  en t r e  d e u x  charges  ponc tue l l e s  au  repos (*). 
Il y  a bien les po ten t i e l s  di ts  « n o n  cou lombiens  » (po ten t i e l  l o g a r i t h m i q u e  
d ' une  droi te  indéfinie,  p o t e n t i e l  p a r a b o l i q u e  d ' u n e  demi -d ro i t e ,  p o t e n t i e l  
l inéaire  d ' u n  p lan ,  etc.), mais  on les d é d u i t  n é a n m o i n s  des c h a m p s  cou lombiens  

en r e m o n t a n t  des c h a m p s  a u x  po ten t i e l s  p a r  la fo rmule  E  =  —  grad  V. 
Ils ne son t  définis q u ' à  une  c o n s t a n t e  près  e t  ne s ' a n n u l e n t  j a m a i s  à l ' inf ini .  
D'a i l leurs  ces po ten t i e l s  non  cou lombiens  c o r r e s p o n d e n t  à des d i s t r i bu t i ons  
s ' é t e n d a n t  j u s q u ' à  l ' infini  e t  qui,  à s t r i c t e m e n t  par le r ,  n ' o n t  a u c u n e  ex is tence  
phys ique .  Ils o n t  c e p e n d a n t  une  i m p o r t a n c e  p r a t i q u e  cons idérab le  e t  
son t  c o u r a m m e n t  ut i l isés d a n s  les calculs.  

Cet exposé  est  ca rac té r i sé  p a r  l ' emplo i  s y s t é m a t i q u e  des dens i tés  volu-  
miques  singulières p qu i  son t ,  en fa i t ,  des « d i s t r i bu t i ons  m a t h é m a t i q u e s  » 
et  qui  p e r m e t t e n t  d 'écr i re  d a n s  t ous  les cas l ' é q u a t i o n  d u  p o t e n t i e l  sous la 
fo rme  d ' u n e  é q u a t i o n  de Poisson  avec  second  m e m b r e ,  soi t  

(1) 

valable dans tout l'espace, pour des distributions ponctuelles, linéaires, super- 
ficielles et volumiques. Ce n'est que dans le cas d'une véritable distribution 
volumique que p peut être une fonction des coordonnées du type habituel. 
Sous cette forme (1), l 'équation prend son véritable sens qui est d'établir une 
relation biunivoque entre le potentiel et ses sources. Si on donne V, cette 
équation permet de calculer p par des dérivations. Par contre si l'on donne p, 
on peut calculer V par l'intégrale 

(2) 

étendue à tout l'espace. Ces équations (1) et (2) ne sont que deux expressions 
différentes de la correspondance entre V et p (**). 

Autrefois on n'utilisait pas les densités singulières et, pour les distributions 
occupant un volume nul (points, courbes, surfaces) le potentiel obéissait à 
l'équation de Laplace. 

(3) 

(*) On uti l ise aussi  la règle de compos i t i on  des forces qui  c o n d u i t  au pr incipe  de super -  
pos i t ion  pour  les c h a m p s  et  les po ten t ie l s .  

(**) Toutefois  (1) est  plus générale  que  (2) pu i squ 'e l l e  c o r r e s p o n d  auss i  a u x  po ten t i e l s  
non  coulombiens .  



s a u f  s u r  les d i s t r i b u t i o n s  e l l e s - m ê m e s  q u i  é t a i e n t  e x c l u e s  d u  d o m a i n e  é t u d i é .  I l  
f a l l a i t  e n s u i t e  c o m p l é t e r  l ' é q u a t i o n  (3)  e n  d o n n a n t  l e s  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i t e s  

a u  v o i s i n a g e  d e s  s o u r c e s  p o n c t u e l l e s ,  l i n é a i r e s  e t  s u p e r f i c i e l l e s .  U n e  é q u a t i o n  

t e l l e  q u e  (3)  é t a i t  p a r t i c u l i è r e m e n t  m a l h e u r e u s e  c a r  e l l e  n ' é t a b l i s s a i t  p l u s  u n e  

c o r r e s p o n d a n c e  e n t r e  V  e t  s e s  s o u r c e s .  B i e n  e n t e n d u ,  e t  e n  d é f i n i t i v e ,  l e s  

d e u x  m a n i è r e s  d e  p r é s e n t e r  l e s  c h o s e s  s o n t  a b s o l u m e n t  é q u i v a l e n t e s .  D a n s  l a  

p r a t i q u e ,  c ' e s t  m ê m e  l ' é q u a t i o n  ( 3 )  a v e c  l e s  c o n d i t i o n s  a u x  l i m i t e s  s u p p l é m e n -  

t a i r e s  q u i  e s t  l a  p l u s  c o m m o d e  à  u t i l i s e r .  E n  f a i t ,  o n  se d o n n e  t o u j o u r s  l e s  

d i s t r i b u t i o n s ,  n o n  s o u s  l a  f o r m e  d e  d i s t r i b u t i o n  v o l u m i q u e  p, m a i s  s o u s  l a  

f o r m e  d e  c h a r g e s  p o n c t u e l l e s  q,  d e  d i s t r i b u t i o n s  l i n é a i r e s  X o u  d e  d i s t r i b u -  

t i o n s  s u p e r f i c i e l l e s  a ;  o n  a  l e s  c o r r e s p o n d a n c e s  

(4)  

L e s  s y s t è m e s  i n v a r i a n t s  p a r  t r a n s l a t i o n  o u  p a r  r o t a t i o n  p e u v e n t  ê t r e  

d é c r i t s  a v e c  d e u x  v a r i a b l e s ,  s o i t  r e s p e c t i v e m e n t  (x ,  y)  d a n s  le  p l a n  n o r m a l  à  l a  

d i r e c t i o n  d e  t r a n s l a t i o n  o u  (p, z) d a n s  l e  p l a n  m é r i d i e n  p a s s a n t  p a r  l ' a x e  d e  
r o t a t i o n .  I l  e s t  a l o r s  c o m m o d e  d ' i n t r o d u i r e  s y s t é m a t i q u e m e n t  à  c ô t é  d u  p o t e n -  

t i e l  V  l a  f o n c t i o n  f l u x  F .  C e s  d e u x  g r a n d e u r s  s o n t  r e l i é e s  p a r  d e s  r e l a t i o n s  

d u  t y p e  

(5)  

L ' i n t é r ê t  d e  l a  f o n c t i o n  F ,  c ' e s t  q u e  l e s  v a l e u r s  F  =  C t e  d o n n e n t  l e s  

l i g n e s  d e  f o r c e  d u  c h a m p  q u i  s o n t  o r t h o g o n a l e s  a u x  l i g n e s  é q u i p o t e n t i e l l e s  

V  =  C t e .  I l  f a u t  s i g n a l e r  a u s s i  l a  s i m p l i f i c a t i o n  q u ' i n t r o d u i t  l a  c o m b i n a i s o n  

c o m p l e x e  ζ =  V  —  i F  d a n s  le  c a s  d e s  s y s t è m e s  i n v a r i a n t s  p a r  t r a n s l a t i o n .  

N o u s  a v o n s  a u s s i  i n t r o d u i t  d ' u n e  m a n i è r e  s y s t é m a t i q u e  l a  n o t i o n  d e  

1 c o u r a n t s  m a g n é t i q u e s  a s s o c i é s  à  u n  s y s t è m e  d e  c h a r g e s  é l e c t r i q u e s  p. 

L e s  c o u r a n t s  m a g n é t i q u e s  J *  p r o d u i s e n t  l ' i n d u c t i o n  é l e c t r i q u e  B *  e t  l e s  

c h a r g e s  é l e c t r i q u e s  p p r o d u i s e n t  l e  c h a m p  é l e c t r i q u e  E .  P o u r  é t a b l i r  a i s é -  
m e n t  d e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  d e u x  s y s t è m e s  p r é c é d e n t s ,  o n  c o n s i d è r e  u n  s y s t è m e  

p o l a r i s é  é l e c t r i q u e m e n t  e t  c a r a c t é r i s é  p a r  l a  d e n s i t é  d e  m o m e n t  é l e c t r i q u e  P  ; 

c e  s y s t è m e  e s t  a s s o c i é  a u x  d e u x  s y s t è m e s  p r é c é d e n t s  c a r  o n  a  

( 6 )  

e t  l e s  v e c t e u r s  E  e t  B *  s o n t  r e l i é s  p a r  l a  f o r m u l e  

(7)  

Bien entendu ces densités P ,  j * ,  p peuvent être des « distributions mathé- 
matiques » occupant un volume nul. 



La charge ponctuelle étant l'élément de base de toutes les distributions, 
il suffit de donner les systèmes polarisés associés à la charge ponctuelle et l'on 
en déduit les systèmes associés à une distribution quelconque. Parmi ces sys- 

tèmes associés, celui qui correspond à P =  — EoE, donc à B* =  0, permet 

d'interpréter le vide où règne un champ électrique E comme un « milieu 
polarisé ». 

On notera l'analogie étroite qui existe entre les systèmes de masses magné- 
tiques p* que l'on associe aux courants électriques en magnétostatique (par 
exemple le feuillet qui est associé au courant linéaire) et les systèmes de courants 
magnétiques J* que l'on associe aux charges électriques en électrostatique. 
D'ailleurs, on peut interpréter les courants magnétiques fictifs comme des 
masses magnétiques fictives en mouvements et on a la formule 

(8) 

Par exemple, les aimants en rotation produisent une induction électrique B*. 

Les champs dérivent des potentiels (scalaire V ou vecteur A*) et les 
potentiels eux-mêmes dérivent des potentiels de polarisation. Ces derniers 
peuvent être en nombre infini puisque les systèmes polarisés fictifs associés 
aux distributions réelles de charges sont eux-mêmes en nombre infini. Nous 
montrons que les potentiels de polarisation eux-mêmes peuvent être dérivés 
d'un super-potentiel (*) C, tel que 

(9) 

C'est ce super-potentiel qui nous a suggéré une théorie plus générale de la 
charge élémentaire, où cette dernière n'est plus rigoureusement ponctuelle 
mais distribuée dans tout l'espace (chapitre X). Elle possède alors une énergie 
propre finie. Cette théorie, qui peut être généralisée pour les charges élémen- 
taires en mouvements, nous paraît  appelée à des développements importants, 
non seulement dans le cadre des théories classiques, mais aussi et surtout 
quand elle aura été transposée dans le cadre des théories quantiques. 

Cet ouvrage est aussi caractérisé par l 'abondance des illustrations. On y 
trouvera de nombreux réseaux orthogonaux d'équipotentielles et de lignes de 
force pour des distributions de types variés. Ces courbes n 'ont  pas été tracées 
approximativement, mais résultent de calculs très précis effectués avec les 
calculateurs électroniques dont dispose l ' Inst i tut  de Calcul Numérique de 
l'Université de Toulouse. Dans chaque système de courbes, on s'est efforcé 
de mettre en évidence celles qui présentaient un caractère particulier (points 
doubles par exemple). L'Auteur remercie les programmeurs de l'I.C.N. de 
Toulouse, pour leur amicale collaboration et aussi M. J. SADACA qui a tracé 
ces courbes à partir  des tableaux de chiffres. 

(*) Pour les charges en mouvement ce super-potentiel est la 4e composante de temps 
d'un quadrivecteur. 



Le  p r e m i e r  c h a p i t r e  r appe l l e  les f o rmu le s  qu i  s e r o n t  nécessa i res  d a n s  la 
su i t e  de  l ' exposé .  El les  s o n t  données  le p lus  s o u v e n t  sans  d é m o n s t r a t i o n  e t  
c ' e s t  auss i  u n e  occasion de préc iser  les n o t a t i o n s .  

On é t u d i e  ensu i t e  succes s ivemen t  les sources  ponctue l les ,  les d i s t r i bu t ions  
de  sources  ponc tue l l e s ,  les d i s t r i bu t i ons  l inéaires ,  les d i s t r i bu t ions  superf i -  
cielles, les d i s t r i bu t i ons  v o l u m i q u e s  ( chap i t r e s  I I ,  I I I ,  IV, VI ,  V I I I ) .  On t r a i t e  
c h a q u e  fois d a n s  u n  c h a p i t r e  à  p a r t  les d i s t r i bu t i ons  i n v a r i a n t e s  p a r  t r a n s l a -  
t i o n  ca r  elles c o r r e s p o n d e n t  à des fo rmules  pa r t i cu l i è res  qu i  s o n t  r a t t a c h é e s  
a u  p o t e n t i e l  l o g a r i t h m i q u e .  (Chap i t r e s  V, V I I ,  IX) .  Les  déf in i t ions  e t  les 
p rop r i é t é s  généra les  des mul ipô les  ponc tue l s  ou  l inéaires  son t  exposées  en déta i l .  

P o u r  t ous  les t y p e s  de d i s t r i bu t ions ,  on a les équa t i ons  f o n d a m e n t a l e s  

(10) 
ou, ce qui est équivalent 

(11) 

On notera le rôle important  joué par les fonctions elliptiques de Legendre 
et par les fonctions de Bessel Jo, K„, J1, K1# dans les systèmes de 

révolution. Ces fonctions se calculent aisément par les méthodes numériques 
soit sous forme de développements en séries, de développements limités opti- 
misés ou par intégration numérique. 

Le chapitre X est consacré aux méthodes de calcul numérique et on s'est 
surtout attaché à établir des équations aux différences finies. On a étudié 

avec un soin particulier les singularités des fonctions V ou E au voisinage 
des distributions ou au voisinage des singularités géométriques (arêtes, points 
coniques, etc.) et on donne des développements illimités représentant ces fonc- 
tions au voisinage de ces points. Ces développements n'ont pas seulement un 
intérêt théorique mais sont indispensables pour le calcul numérique des champs 
par la méthode des différences finies. On notera que les singularités rencontrées 
dans l 'étude des distributions qui sont développables en série entière, sont tout 
à fait différentes des singularités que l'on rencontre sur les limites (ou au voisi- 
nage des arêtes), des conducteurs et des diélectriques. Ces dernières seront 
étudiées dans le Tome II. 

Quelques distributions sont calculées numériquement pour montrer les 
difficultés que l'on peut rencontrer (domaines illimités, termes complémentaires 
dus aux singularités, etc.). Toutefois, nous n'avons donné aucune indication 
sur la manière de résoudre les systèmes d'équations linéaires obtenus, par  les 
méthodes itératives avec accélération de la convergence. Cela sera étudié en 
détail dans le Tome II où les problèmes de conditions aux limites prendront 
un caractère plus fondamental que dans le cas des distributions. 

Le chapitre X I  concerne les forces et l'énergie. On y trouvera les diverses 
expressions de ces grandeurs. On verra comment on passe de la force de 
Coulomb 

(12) 



(valable pour tous les types de distributions quand p est pris au sens de la 
théorie des « distributions mathématiques ») aux expressions de l'énergie 

(13) 

Le passage inverse sous une autre forme, est aussi intéressant et donne 

(14) 

Enfin le tenseur de Maxwell remplace l'intégrale de volume (12) par l'intégrale 
de surface 

(15) 

et cette dernière expression est parfois utile. 

Le chapitre X I I  contient des notes diverses. On étudie d'abord quelques 
particularités des distributions présentant une symétrie (axe, plan de symé- 
trie). Viennent ensuite les équations fondamentales de l'électrostatique en 
coordonnées quelconques avec les notations tensorielles, et sous la forme 
lagrangienne, hamiltonnienne, variationnelle. On verra comment toutes les 
équations fondamentales de l'électrostatique s'obtiennent en annulant la 
variation d'une intégrale. 

On y trouve aussi une courte note sur les « distributions mathématiques ». 
En fait, pour ce qui nous intéresse dans cet ouvrage, on peut dire que la théorie 
des distributions mathématiques se réduit à ceci : des expressions comme 

(16) 

sont partout nulles sauf dans certains domaines de volume nul, où elles ne 
sont pas définies. On convient alors de leur donner un sens chaque fois qu'elles 
apparaissent dans des intégrales, en admet tant  que l'on peut intégrer par 
parties comme pour les fonctions régulières (c'est un peu comme le symbole i 
des imaginaires qui n 'a  pas de signification réelle, mais que l'on traite comme les 
autres symboles de l'algèbre et chaque fois que l'on rencontre i2, on convient 
de le remplacer par — 1). 

Enfin l'ouvrage se termine par une méthode permettant  d'obtenir rapide- 
ment et dans leur plus grande généralité les développements du potentiel ou 
du flux autour des points singuliers. 

L'Auteur remercie tous ceux qui l 'ont aidé dans sa tâche et plus particuliè- 
rement Messieurs J. GÉLARD et Ph. DURAND qui ont relu et corrigé toutes les 
épreuves. Il dédie cet ouvrage à son Maître le Professeur Louis de BROGLIE, 
en témoignage de sa respectueuse admiration. 

Le Tome II de cette Electrostatique s'intitulera « Les milieux matériels » 
et traitera des problèmes de conditions aux limites. 

E. DURAND. 





C H A P I T R E  P R E M I E R  

NOTATIONS ET RAPPEL 

DE FORMULES MATHÉMATIQUES 

1. —  Scalaires .  —  Une  g r a n d e u r  scalaire  n ' e s t  pas  modif iée  p a r  une  r o t a t i o n  
des axes de coordonnées  e t  elle est  définie p a r  u n  seul n o m b r e .  Si on déf ini t  
u n  scalaire  en c h a q u e  p o i n t  de l ' espace ,  on a u n  c h a m p  de scalaires a(x, y, z). 
É v e n t u e l l e m e n t  ce t t e  g r a n d e u r  p e u t  v a r i e r  d a n s  le t e m p s  en u n  po in t  de 
l ' espace  e t  c ' es t  alors une  fonc t ion  a(x, y, z, t) des coordonnées  spa t ia les  e t  d u  
t emps .  

Nous  au rons  l 'occas ion de pa r l e r  du  p r o d u i t  scalaire  de d e u x  vec teurs ,  d u  
po ten t i e l  scalaire V(x, y, z), de la dens i t é  v o l u m i q u e  de cha rge  é lec t r ique  
p(x, y, z), etc....  

U n  scalaire n ' e s t  pas t ou jou r s  associé à u n  seul po in t  de l ' e space  c o m m e  p a r  
exemple  la g r a n d e u r  

qui représente la distance du point de coordonnées (Sj, η, Ç) au point de coor- 
données (x, y, z). Si l'on convient de laisser fixe le point (ij, η, ζ), la grandeur 
r devient une fonction de x, y, z. L'inverse 1 /r du scalaire précédent revien- 
dra souvent dans nos calculs. 

Il est parfois plus commode de désigner les coordonnées d'un point par 
x1 x2, x3 plutôt que x, y, z, ou par ξ2, ç3, plutôt que %, ζ. Cela permet 
de désigner ces coordonnées d'une manière globale par la notation xu ou 
en convenant que l'indice u peut prendre les trois valeurs 1, 2, 3. De même 
les trois dérivées partielles s'écriront simplement 

P o u r  les fonc t ions  de r  qui  d é p e n d e n t  aussi  des ξu nous  serons amenés  à 
p r end re  les dér ivées  par t ie l les  p a r  r a p p o r t  à ces var iab les  et  nous  in t roduirons ,  
les symboles  p r imés  

On n o t e r a  que p o u r  les fonc t ions  de r, on a 

Enfin, nous ferons un usage continuel de la règle de sommation sur les 
indices muets, ainsi appelés quand ils sont répétés haut  et bas dans un produit 
de plusieurs facteurs algébriques ou symboliques. En voici un exemple avec. 



le développement en série de Taylor de la fonction 1/r des variables ξu. On 
a (fig. 1-1) 

(1) 

A u  lieu de p r e n d r e  les dér ivées  par t ie l les  de 1 / r  p a r  r a p p o r t  a u x  Çu 
puis  de faire ξu =  0 d a n s  le r é s u l t a t ,  il r ev i en t  au  m ê m e  de p r e n d r e  la dér ivée 1 
changée  de signe, soit  —  ou, de 1 /R  =  [xi +  x\ +  x§] 2. On p e u t  donc  
écrire (1) sous la fo rme  

(2) 

Ce développement n'est convergent qu'à l'extérieur d'une sphère de rayon 

F I G .  —  1-1. 

OM et de centre O. A l'inté- 
rieur de cette sphère, on peut 
développer 1/r en série suivant 
les puissances croissantes de x, 
y, z, soit 

(3) 

l +  m +  n =  0, 1, 2, . . .  

C'est le développement en série de 
Taylor de 1/r considéré comme 

une fonction de x, y, z, au voisinage de l'origine 0  des coordonnées. 
Un développement analogue à (2) peut être utilisé pour (Log r) avec 

quand R >  OM, soit 

(4) 

la s o m m e  sur  les indices u, v a l l an t  de 1 à  2. 

2. -  Vecteurs. —  a) Définit ions et  notat ions.  —  U n  v e c t e u r  es t  r ep r é sen t é  
par un segment de droite orienté (fig. 1-2). Ana- 
lytiquement, il est défini par ses trois compo- 
santes en coordonnées cartésiennes rectangu- 

laires. Nous le représenterons par la notation A 
et les composantes s'écriront AlA2A3 ou simple- 
ment Au. Quand on utilise les coordonnées x, 
y, z, au lieu de xu' on écrit AxAyAz. 

Les composantes Au d'un vecteur avec les 
indices placés en bas s'appellent les composantes 
covariantes. On considère aussi les composantes 
contrevariantes A" avec l'indice placé en haut. 
En axes cartésiens on a toujours Au =  A". 
Nous utiliserons néanmoins les deux notations 

FIG. —  1-2. 

pour faire jouer la règle de sommation sur les indices muets. 



Il existe deux types d'axes de coordonnées : les axes directs comme ceux de 
la figure 2 et les axes inverses obtenus en modifiant le sens positif sur l'un 
des trois axes. On utilise toujours des axes directs, sauf pour l'étude des variétés 
œnanthiomorphes où il est préférable d'avoir des axes adaptés au milieu pour 
que les formules restent les mêmes. 

b) Champs de vecteurs. — Au lieu d'un vecteur appliqué en un point 
unique de l'espace, on a souvent à considérer une infinité de vecteurs. S'il 
y a un vecteur défini en chacun des points de l'espace, on a affaire à un champ 
de vecteurs. Pour définir un tel champ, il faut donner trois fonctions Au des 
variables x, y, z et éventuellement du temps t. Parmi les nombreux champs 
de vecteurs que nous aurons l'occasion de rencontrer, nous pouvons citer 

E B* Champ et induction électrique, 

E* B Champ et induction magnétique, 
î  J*  Densités de courant électrique et magnétique, ... etc. 

Un autre champ de vecteurs dont nous aurons souvent besoin est défini par 

ru =  — lu- 

C'est le vecteur joignant le point Çu au point xu. Nous l'écrirons aussi 
i  -> t  
T =  x -  ç. 

c) Produit scalaire. — Il est défini par l'expression 

En utilisant la règle de sommation sur les indices muets, il s'écrit 

(5) 

Il est bon de noter que l'on peut toujours changer le nom d'un indice muet  et 
écrire par exemple 

AUBU =  A,B" =  AwBw. 

On montre facilement que (A.B) est égal au produit de la longueur de chacun 
des vecteurs par le cosinus de 1 angle qu'ils com- 
prennent, soit (fig. 1-3) 

(6) 

D'une manière générale nous désignerons la lon- 
gueur d'un vecteur (ou son module) qui est un 
nombre toujours positif par la même lettre que le 
vecteur, mais nous supprimerons la flèche. Le pro- 
duit scalaire d 'un vecteur par lui-même est le 

FIG. —  1-3. 

carré de son m o d u l e  p u i s q u e  cos 0 =  1. E n  pa r t i cu l i e r  

c'est-à-dire le carré de la distance des deux points. 

d) Produit vectoriel. — Le produit vectoriel de deux vecteurs A et B est 
un vecteur C défini par 

(7) 



On écrit aussi 

(8) 

Le produit vectoriel n'est pas commutatif; il change de signe quand on 
permute les deux vecteurs. Il change aussi de signe quand on passe des axes 
droits à des axes gauches, mais nous avons dit que nous utiliserions toujours 
des axes droits. 

On sait que le produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur normal au 

FIG. 1-4. 

plan formé par les deux vecteurs primitifs de 
telle sorte que les trois vecteurs A, B, G forment 
un trièdre direct; sa grandeur est égale à l'aire 
du parallélogramme formé par les deux vecteurs 
A et B ,soit (fig. 1-4) 

(9) 

e) P r o d u i t  mixte .  —  Le p r o d u i t  m i x t e  de 

trois  vec t eu r s  A B C  es t  défini p a r  

c 'es t  donc  le p r o d u i t  scalaire  du  v e c t e u r  C p a r  
le v e c t e u r  [A x B]. On a la p rop r i é t é  s u i v a n t e  d ' a s soc ia t iv i t é  

(10) 

On montre qu'il est égal au volume du parallélépipède formé par les trois 
vecteurs, avec d'ailleurs les signes 
( + )  ou (—), soit (fig 1-5) 

(11) 

/) Double  produi t  vectoriel.  —  Le 
doub le  p r o d u i t  vec tor ie l  de t ro is  

v e c t e u r s  A,  B, C, est défini  p a r  
l ' express ion  

F I G .  —  1 - 5 .  

(12) 

l a  règle de s o m m a t i o n  j o u a n t  su r  l ' indice  v. On l ' écr i t  aussi 

(13) 

g) T rans fo rma t ions  or thogonales .  —  Le v e c t e u r  est  une  réal i té  in t r in -  
sèque i n d é p e n d a n t e  des axes mais  les c o m p o s a n t e s  d é p e n d e n t  d u  choix  de 
ces derniers .  D a n s  une  r o t a t i o n  des axes  p a r  exemple ,  les c o m p o s a n t e s  se 

mod i f i en t  s u i v a n t  u n e  loi b ien  d é t e r m i n é e ,  les nouvel les  c o m p o s a n t e s  A,, 
é t a n t  des c o m b i n a i s o n s  l inéaires  des anc iennes ,  ce qu i  p e u t  s 'écr i re  

(14) 

avec une somme de 1 à 3 sur l'indice muet  v. Sous forme matricielle cela 
s'écrit 

(15) 



On n o t e r a  que dans  l ' indice  d u  bas  dés igne la  ligne t a n d i s  q u e  l ' ind ice  
du  h a u t  désigne la  colonne.  

E n  m u l t i p l i a n t  (15) p a r  l a  m a t r i c e  inverse  de x, soit  α  on o b t i e n t  

(16) 

P o u r  une  r o t a t i o n  des axes,  on  a 

(17) 

Si l'on appelle matrice transposée de a, la matrice αt dont les éléments sont 
obtenus en permutant  les lignes et les colonnes de a, soit (αij)t =  aji, la 
formule (17) s'écrit 

(18) 

0U 

(19) 

ce qui prouve que αt =  α  c'est-à-dire que la matrice inverse qui figure 
dans (16) coïncide avec la matrice transposée. 

Voici l'expression générale de la matrice α des rotations où Àu sont les 
cosinus directeurs de l'axe de rotation et 0 la grandeur de l'angle dont tourne 
le système : 

(20) 

Exemples: ROTATION DE 120° AUTOUR DE L'AXE 3. 

λ1 =  À2 =  0, X3 =  1 ; cos 0 =  — 1/2, sin θ = 

d'où 

(21) 

R O T A T I O N  D E  9 0 °  A U T O U R  D E  L ' A X E  3 .  

λ1 =  X2 =  0 ,  A3 =  1 ; c o s  θ = 0 ,  s i n  θ  =  1  

d ' o ù  

(22) 

R O T A T I O N  É L É M E N T A I R E  

l a  m a t r i c e  (20), avec  cos 0 #  1 e t  sin 0 #  o0, donne  

(23) 



D'après (14), les variations d'un vecteur A peuvent s'écrire 

(24) 

Les r o t a t i o n s  ne  s o n t  p a s  les seules t r a n s f o r m a t i o n s  qui  j ou i s sen t  de la 
p r o p r i é t é  at =  a-1 e t  q u e  l 'on  appel le  des t r a n s f o r m a t i o n s  o r thogona les .  E n  
voici d e u x  exemples  

(25) 

% correspond à une réflexion sur le plan .x3 (changement de x3 en — x3) 
et a" correspond à une réflexion sur le plan passant par x3 et bissectant 
l'angle (xlf x2). On vérifie aisément que et que l'opération 
déterminant, effectuée sur le tableau de ces matrices, donne A =  — 1. 

D'une manière générale, d'après la règle de multiplication de deux déter- 
minants, les relations (17), (18) et (19) s'écrivent aussi 

(26) 

et l'on vérifie aisément que les rotations correspondent à A =  +  1. 
On peut aussi montrer que dans les transformations orthogonales, le mineur 
de dans le déterminant formé avec les est égal à 

(27) 

D'une manière générale, si (14) est la loi de transformation des composantes 
covariantes d 'un vecteur, les composantes contrevariantes se transforment 
suivant la loi 

(28) 

(Noter la permutation des indices dans la correspondance entre ^  et 
Dans le cas particulier d'une transformation orthogonale, d'après (27) on a 

=   et (28) n'est pas différente de (14), ce qui est assez naturel dans le 
cas des coordonnées cartésiennes puisque Au =  Au. 

3. — Inversion d'une correspondance linéaire. — On a souvent entre n 
grandeurs Ai et n grandeurs B j, des relations du type 

(29) 

la somme sur l'indice muet / allant de 1 à n. C'est le cas, par exemple des 
charges et des potentiels d'un système de conducteurs en équilibre électrosta- 
tique. Posons 

Multiplions (29) par soit 

en posant 

(30) 



on a 

(31) 

On v o i t  que  c h a q u e  Bk es t  u n e  c o m b i n a i s o n  l inéaire  des e t  l 'on  d i t  
que  (31) es t  l ' invers ion  de la co r r e spondance  l inéai re  (29). 

4. —  Tenseurs.  —  a) Définitions.  —  D a n s  l ' e space  o rd ina i re  à  trois  d imen-  
sions les t enseur s  son t  des g r a n d e u r s  p h y s i q u e s  qu i  o n t  u n  n o m b r e  de compo-  

san tes  égal à 3p si p  es t  l ' o rd re  d u  t enseur .  P a r  exemple   o ù  c h a c u n  
des indices uvwij  p e u t  p r e n d r e  l ' une  que l conque  des va l eu r s  1, 2, 3, es t  u n  
t e n s e u r  de r a n g  cinq,  t ro is  fois c o v a r i a n t  e t  d e u x  fois c o n t r e v a r i a n t  ; il a  343 
composan tes .  E n  coordonnées  ca r tés iennes ,  c o m m e  p o u r  les vec teurs ,  les 
composan t e s  cova r i an t e s  e t  les c o m p o s a n t e s  c o n t r e v a r i a n t e s  son t  les m ê m e s  
e t  nous  les ut i l isons u n i q u e m e n t  p o u r  faire j o u e r  la règle de s o m m a t i o n  d ' u n e  
man iè re  convenab le .  

Voici les p r i n c i p a u x  t en seu r s  que  nous  a u r o n s  l 'occas ion  de r e n c o n t r e r  

Eui, P e r m é a b i l i t é  é lec t r ique .  
P e r m é a b i l i t é  m a g n é t i q u e .  
T e n s e u r  s y m é t r i q u e  des t ens ions  é las t iques .  

euv T e n s e u r  s y m é t r i q u e  des dé fo rma t ions .  
T e n s e u r  de Maxwel l .  

• T e n s e u r  p iézoélec t r ique .  

T e n s e u r  des coefficients d ' é las t i c i t é ,  etc. . . .  

On peut obtenir des tenseurs par la multiplication des composantes de plusieurs 
vecteurs. Par exemple avec deux vecteurs Au et BU on peut former le tenseur 
AuBy qui a 9 composantes asymétriques. On peut aussi considérer la combi- 
naison antisymétrique [AUBU — AUBU] qui a 6 composantes non nulles. Enfin 
il y  a la combinaison symétrique qui possède 9 composantes. 

On forme aisément des tenseurs en coordonnées cartésiennes en prenant les 
dérivées partielles multiples d'un autre tenseur. On a par exemple 

(32) 

Un tenseur qui se présente naturellement dans les calculs est le tenseur 

(33) 

qu'on appelle le symbole de Kronecker. 

b) Rotation des axes. — Dans une rotation des axes les nouvelles 
composantes T sont des combinaisons linéaires des anciennes. D'une manière 
plus précise la loi de transformation de est la même que celle du 
produit des composantes de vecteurs A u B v C w ,  c'est-à-dire que l'on a 

(34) 

avec une somme de 1 à 3 à effectuer sur tous les indices muets. On voit que les 
scalaires sont des tenseurs d'ordre zéro tandis que les vecteurs sont des tenseurs 
d'ordre 1. 

La loi de transformation d'un tenseur de rang deux, deux fois covariant, 
peut se mettre sous une forme simple qui est parfois utile. On a en effet 



d 'où ,  sous fo rme  mat r ic ie l le  

(35) 

T étant la matrice carrée constituée avec les éléments du tenseur T et a, 
étant la matrice transposée de la matrice des transformations orthogonales. 

. Cherchons la variation de Tuv pour la rotation élémentaire (23). On a 

les étant des grandeurs antisymétriques telles que 
et u, v, w, étant toujours une permutation circulaire de 1, 2, 3. En négligeant 
les infiniments petits du second ordre, on a 

ce qui donne pour la variation cherchée 

(36) 

c) Règle  de sommat ion.  —  Cet te  règle que nous  avons  uti l isée p o u r  
les vec t eu r s  est p a r t i c u l i è r e m e n t  efficace d a n s  le cas des t enseurs .  E n  voici u n  
exemple  où  l 'on util ise aussi  la possibi l i té  de c h a n g e r  le n o m  d ' u n  indice m u e t  

(37) 

Sous forme vectorielle (37) s'écrit 

(38) 

E n  par t i cu l ie r ,  on o b t i e n t  ainsi  le ca r ré  du  p r o d u i t  vector ie l  de d e u x  vec teu r s  

en fa i san t  A =  C, B =  D d a n s  (38), soit  

(39) 

La règle de s o m m a t i o n  sur  les indices m u e t s  p e u t  aussi  j o u e r  sur  les indices 
d ' u n  m ê m e  t e n s e u r ;  on l ' appel le  alors  la con t rac t ion .  P a r  exemple  avec  le 
symbole  de K r o n e c k e r  on a o„ =  3. La  c o n t r a c t i o n  du  t e n s e u r  (32) donne  

(40) 

d) Symé t r i e ;  an t i symét r ie ;  tenseur  adjoint.  —  Q u a n d  u n  t e n s e u r  ne 
change  pas en p e r m u t a n t  d e u x  de ses indices,  on d i t  qu ' i l  est  s y m é t r i q u e  su r  
ces d e u x  indices.  Si le t e n s e u r  change  de signe p o u r  la m ê m e  opé ra t ion ,  on d i t  
qu' i l  est  a n t i s y m é t r i q u e  su r  les indices cons idérés ;  avec  d e u x  indices on a donc  
Tij =  —  Tij. Q u a n d  un t e n s e u r  est  que lconque  on p e u t  t ou jou r s  le décompose r  
en sa pa r t i e  s y m é t r i q u e  et en sa pa r t i e  a n t i s y m é t r i q u e ,  soit 

On n o t e r a  que  le t e n s e u r  a n t i s y m é t r i q u e  de r a n g  deux ,  qui  a 6 composan t e s  
non  nulles  n ' en  a que trois  de d is t inc tes ,  soit 



On p e u t  lui faire co r re spondre  u n  v e c t e u r  T . ,  n ' a y a n t  p a r  c o n s é q u e n t  
que trois  composan tes ,  p a r  la fo rmule  

(41) 

zuvw est l'indicateur de dualité. Il est égal à zéro si tous les indices ne sont pas 
différents, à +  1 si uvw est une permutation paire de 1, 2, 3, à — 1 si 
uvw est une permutation impaire de 1, 2, 3. Le vecteur s'appelle le vecteur 
adjoint (*) ou dual du tenseur Tuy. Pratiquement la correspondance établie 
par la formule (41) revient à écrire 

(42) 

uvw étant une permutation paire de 1,2,3, les axes de coordonnées 
étant des axes à droite. Comme exemple on peut citer le produit vectoriel 
de deux vecteurs ou le rotationnel d'un vecteur. 

Le tenseur de rang trois T  complètement antisymétrique sur ses 
trois indices, a 27 composantes qui s'expriment toutes avec le même nombre 
précédé du signe ( + )  ou (—). On lui fait correspondre le scalaire T, qui n 'a 
qu'une composante, par la formule 

(43) 

Comme exemple  de ce t y p e  on p e u t  c i ter  le p r o d u i t  m i x t e  de t ro is  v e c t e u r s  
ou la d ivergence  d ' u n  p r o d u i t  vectoriel .  

5. —  Analyse vectorielle. —  a) Grad ien t  d ' u n  scalaire .  —  Soit  Φ(x, y, z) 
une fonc t ion  scalaire des coordonnées .  Les  t ro is  dér ivées  par t ie l les  f o r m e n t  u n  
v e c t e u r  Au qui,  p a r  déf ini t ion,  es t  le g r a d i e n t  de la fonc t ion  (1). On écr i t  

(44) 

est un vecteur, parce que les symboles de dérivation partielle du se 
transforment comme les composantes d'un vecteur dans une rotation des 
axes. Voici deux exemples de gradients 

(45) 

(46) 

D a n s  ces formules  les dérivées son t  prises p a r  r a p p o r t  a u x  va r i ab le s  xu. P o u r  
des fonct ions  de r on p e u t  aussi  p r e n d r e  les dér ivées  p a r  r a p p o r t  a u x  va r i ab le s  

Çu; en dé s ignan t  p a r  g r a d '  les g rad ien t s  c o r r e s p o n d a n t s ,  on a 

Nous  au rons  s o u v e n t  l 'occas ion d 'u t i l i se r  ce t t e  dern ière  re la t ion.  

On représen te  s o u v e n t  les symboles  de dé r iva t ion  par t ie l le  p a r  les v e c t e u r s  

symbol iques  ô ou  V .  Il ne f a u t  c e p e n d a n t  pas  oubl ier  que  ce son t  des symboles  
de dé r iva t ion  ; ils c o m m u t e n t  en t r e  eux  mais  ne c o m m u t e n t  pas  avec  u n e  

(*) E n  coordonnées  que lconques ,  il f a u d r a i t  r e m p l a c e r  εuvw p a r  A é t a n t  le 
d é t e r m i n a n t  des gik. 



f o n c t i o n  d e s  c o o r d o n n é e s ;  si ,  p a r  e x e m p l e ,  o n  d o i t  p r e n d r e  le  g r a d i e n t  d ' u n  

p r o d u i t  d e  d e u x  s c a l a i r e s  a  e t  b, il f a u t  é c r i r e  

O n  a p p e l l e  d é r i v é e  d ' u n e  f o n c t i o n  f (x ,  y,  z) s u i v a n t  u n e  d i r e c t i o n  d e  v e c t e u r  

u n i t a i r e  l ' e x p r e s s i o n  

( 4 7 )  

N o u s  r e n c o n t r e r o n s  s o u v e n t  u n e  e x p r e s s i o n  d e  ce g e n r e  a v e c  le  v e c t e u r  u n i -  

t a i r e  d e  l a  n o r m a l e  p o s i t i v e  à  u n e  s u r f a c e .  L ' o p é r a t e u r  =  d / d n  p e u t  

s ' a p p l i q u e r  à  u n  t e n s e u r  q u e l c o n q u e  ( s c a l a i r e ,  v e c t e u r ,  e t c . . . ) .  

b) D i v e r g e n c e  d ' u n  v e c t e u r .  —  L a  d i v e r g e n c e  d ' u n  v e c t e u r  A  e s t  u n  
s c a l a i r e  d é f i n i  p a r  l ' e x p r e s s i o n  

O n  é c r i t  a u s s i  

( 4 8 )  

O n  p e u t  c o n s i d é r e r  l a  d i v e r g e n c e  c o m m e  u n  p r o d u i t  s c a l a i r e  s y m b o l i q u e ;  e l l e  
n ' e s t  p a s  m o d i f i é e  p a r  u n e  r o t a t i o n  d e s  a x e s .  V o i c i  u n  e x e m p l e  d e  d i v e r g e n c e  

( 4 9 )  

c) R o t a t i o n n e l  d ' u n  v e c t e u r .  —  L e  r o t a t i o n n e l  d ' u n  v e c t e u r  A  e s t  u n  

v e c t e u r  B  d é f i n i  p a r  

( 5 0 )  

O n  é c r i t  a u s s i  

( 5 1 )  

O n  p e u t  d o n c  le  c o n s i d é r e r  c o m m e  u n  p r o d u i t  v e c t o r i e l  s y m b o l i q u e  d u  

v e c t e u r  S  p a r  le  v e c t e u r  A .  D a n s  l e s  p a y s  d e  l a n g u e  a n g l a i s e  o n  é c r i t  c u r l  

a u  l i e u  d e  r o t .  V o i c i  u n  e x e m p l e  d e  r o t a t i o n n e l  

d) Le  laplacien.  —  L ' o p é r a t e u r  lap lac ien  es t  défini  p a r  

(52) 

On p e u t  donc  le cons idérer  c o m m e  le p r o d u i t  scalaire  symbo l ique  de ô p a r  
lu i -même.  On le désigne p r e s q u e  t o u j o u r s  p a r  la l e t t r e  A. Il p e u t  s ' app l i que r  
auss i  b ien  à u n  scalaire  q u ' à  u n  vec teu r ,  soit 

Voici que lques  exemples  de lap lac iens  : 

1. à r  =  2/r. 

2. D ' a p r è s  (40) le lap lac ien  de 1/r  es t  p a r t o u t  nul ,  sauf  p e u t - ê t r e  au  p o i n t  
r  =  0; nous  ve r rons  plus  loin qu ' i l  p r e n d  b r u s q u e m e n t  une  va l eu r  infinie. 

3. Le lap lac ien  de Log r où r  es t  la d i s t ance  de d e u x  po in t s  dans  le p lan  
a p o u r  express ion  

(53) 



il est donc  aussi  p a r t o u t  nu l  sauf  p e u t - ê t r e  au  p o i n t  r  =  0; nous  ve r rons  
plus  loin qu ' i l  p r e n d  b r u s q u e m e n t  une  v a l e u r  infinie. 

4. Le laplacien de r  s 'écr i t  

(54) 

il est donc partout nul sauf peut-être au point r =  0 où la dérivée première 
de la fonction est discontinue (voir fig. 29). Nous verrons que sa valeur est 
infinie en ce point. 

6. — Quelques identités vectorielles. - - Ces identités sont le plus souvent 
évidentes avec les notations explicites utilisant la règle de sommation et l'on 
n'éprouve même pas le besoin de les invoquer quand on les rencontre dans les 
calculs. Les voici écrites sous les deux formes, les expressions symboliques 
classiques n 'étant  pas du tout évidentes. 

(55) 

7. — Transformation des intégrales multiples. — Si n désigne le vecteur 
unitaire de la normale extérieure à la surface S limi- 
tant  le volume v, on a (fig. 1-6) 

(56) 

(57) 

(58) 

Les relations (57), (58) se déduisent immédiatement 
de (56) en y remplaçant Φ par une composante de 
vecteur, puis en formant la contraction et la combi- 
naison antisymétrique. 

FIG. —  1-6. 

Si une surface S s'appuie sur un contour fermé C et si le sens de circula- 



tion sur C par rapport  au vecteur unitaire n de la normale est le même que 

FiG. —  1-7. 

le sens de r o t a t i o n  a u t o u r  de Ox3 qui  
a m è n e  Oxx su r  OX29 on a (fig. 1-7) 

(59) 

(60) 

(61) 

Les relations (60), (61) se déduisent immé- 
diatement de (59). 

On écrit parfois n .dS  =  dS. Dans ce qui suit nous écrirons toutes les 
intégrales multiples avec un seul signe somme, les lettres placées au bas de ce 
signe indiquant qu'il s'agit d'une intégrale curviligne, d'une intégrale de sur- 
face ou d'une intégrale de volume (*). 

Les six intégrales précédentes sont des cas particuliers d'une formule 
générale valable pour un espace à un nombre quelconque de dimensions et 
qui s'écrit 

(62) 

les éléments d'intégration étant  considérés comme des grandeurs antisymé- 
triques sur tous les indices. Nous aurons en particulier à utiliser l'expression 

(63) 

8. — Convergence ou divergence de quelques intégrales. — Les intégrales du 
t vue 

(64) 

où  / est  une  fonc t ion  bornée  d a n s  le vo lume  

v et r =  M P  (fig. 1-8), son t  c o n v e r g e n t e s  
si n =  1 ou n =  2 et  elles son t  d ive rgen te s  
à l ' i n t é r i eu r  du v o l u m e  si n 3. 

Q u a n d  le p o i n t  P  es t  ex té r i eu r ,  c o m m e  
sur  la figure 8, l ' i n tégra le  est  é v i d e m m e n t  
c o n v e r g e n t e  p u i s q u e  la fonc t ion  à i n t ég re r  
res te  t o u j o u r s  finie. Il suffit p a r  conséquen t  
d ' e x a m i n e r  les cas où P  est  à l ' i n t é r i eu r  
de v. On p e u t  alors e n t o u r e r  le p o i n t  P  

F I G .  —  1 - 8 .  

d ' u n e  sphère  i n f i n i m e n t  pe t i t e  de r a y o n  a. Les  pa r t i e s  du  v o l u m e  v exté- 
r ieures  à ce t t e  sphère  a p p o r t e n t  une  c o n t r i b u t i o n  finie à l ' in tégrale .  P o u r  les 

— 
(*) Les re la t ions  (56) à (61) sont  encore  va lab les  si Φ ou A p r é s e n t e n t  des discont i -  

nui tés ,  à cond i t ion  de déf in i r  les symboles  g rad  Φ, d iv  A, r o t  A, en ces p o i n t s ;  sinon, voir  
les exercices (14) e t  (15) de la fin du  chapi t re .  



p o i n t s  i n t é r i e u r s ,  d é s i g n o n s  p a r  fm l a  v a l e u r  m a x i m u m  d e  / ;  o n  p e u t  é c r i r e  

P o u r  n  =  1, n  — 2 on  o b t i e n t  r e s p e c t i v e m e n t  2ira2 e t  Ana e t  ceci 
t e n d  vers  zéro q u a n d  a ->  0. L ' i n t é g r a l e  (64) es t  d o n c  convergen te .  

Q u a n d  n  =  3, on a u n  l o g a r i t h m e  qu i  es t  inf in i  p o u r  r  =  0. C 'es t  la 
m ê m e  chose q u a n d  n  >  3 car  on  o b t i e n t  u n e  pu i s sance  n é g a t i v e  de a. D a n s  
tous ces cas les intégrales du type (64) sont 
donc divergentes. 

Dans le plan (fig. 1-9), avec deux variables, 
l'intégrale 

(65) 

est convergente uniquement quand n =  1, 
si le point P est à l'intérieur; elle est diver- 
gente quand n 2. Le raisonnement qui 
conduit à ce résultat est le même que précé- 
demment. On considère un peti t  cercle qui 
entoure P et ds =  2πr.dr. Quand n =  1 
l'intégrale étendue au cercle est plus petite 

FIG. — 1-9. 

que  2πafm qui  t e n d  vers  zéro avec  a. L ' i n t é g r a l e  (65) es t  donc  c o n v e r g e n t e  
d a n s  ces condi t ions .  P o u r  n  =  2 on  a u n  l o g a r i t h m e  e t  l ' i n tégra le  d iverge .  

On vérif iera  de la  m ê m e  man iè r e  que  l ' i n t ég ra l e  d a n s  le p l a n  

est convergente en tout  point intérieur et extérieur à la courbe C qui limite 
le domaine S. 

Dans le cas où n =  1, 2 pour (64) ou n =  1 pour (65), on peut  encore 
avoir des intégrales divergentes si le volume v s'étend jusqu'à l'infini. Cela 
se présente aussi bien pour les points intérieurs que pour les points extérieurs 
au volume v ou à la surface S. 

9. — Continuité ou discontinuité de quelques intégrales (*). — a) Intégrales 
de surface. — Considérons l'intégrale 

FIG. —  1-10. 

(66) 

où r est la distance du point M(ç, η, ζ  
de la surface au point P(x, y, z) et 
T =  MP. Le gradient est pris par  rap- 
port  aux coordonnées x, y, z du point 
P (fig. 1-10). Une telle intégrale est 
une fonction des coordonnées de P  qui 
est discontinue à la traversée de S. 

Si l'on considère les valeurs J(+) et J(-) pour deux points P(+) et P(-) 

(*) Voir  E .  DURAND : Ann .  de la Fac .  des Sciences de Toulouse, p.  161, 1956. 



s i t u é s  d e  p a r t  e t  d ' a u t r e  d e  S e t  à  s o n  v o i s i n a g e  i m m é d i a t ,  a i n s i  q u e  l a  v a l e u r  
5,  a u  p o i n t  P .  s i t u é  s u r  S  e n t r e  l e s  d e u x  p o i n t s  p r é c é d e n t s ,  o n  a  

( 6 7 )  

(68 )  

O n  a  1,  1 / 2 ,  0 s u i v a n t  q u e  le  p o i n t  P .  e s t  s u r  S, s u r  l a  c o u r b e  C q u i  l a  

l i m i t e  o u  e n  d e h o r s  d e  S ;  n  e s t  t o u j o u r s  le  v e c t e u r  u n i t a i r e  d e  l a  n o r m a l e  
p o s i t i v e .  

L e s  r e l a t i o n s  p r é c é d e n t e s  s o n t  v a l a b l e s  q u a n d  / ( M )  e s t  u n e  f o n c t i o n  
c o n t i n u e  e t  f in ie  d u  p o i n t  M  s u r  l a  s u r f a c e  e t  q u a n d  le  p o i n t  P0  e s t  u n  p o i n t  
r é g u l i e r  d e  S. P o u r  d e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  d e  S o n  a  d e s  e x p r e s s i o n s  d i f f é r e n t e s  
e t  e n  p a r t i c u l i e r  l ' i n t é g r a l e  d e v i e n t  i n f i n i e  p o u r  u n  p o i n t  c o n i q u e .  

Si  l ' o n  a  d e s  i n t é g r a l e s  a n a l o g u e s  à  (66 )  o ù  l a  f o n c t i o n  /  e s t  r e m p l a c é e  p a r  

u n  v e c t e u r  A  a v e c  m u l t i p l i c a t i o n  s c a l a i r e  o u  v e c t o r i e l l e ,  s o i t  

( 6 9 )  

(70 )  

o n  a  é v i d e m m e n t  

( 7 1 )  

( 7 2 )  

a i n s i  q u e  ( 6 8 ) .  p u i s q u e  (67 )  e t  ( 6 8 )  s o n t  v a l a b l e s  p o u r  c h a c u n e  d e s  c o m p o s a n t e s  

d u  v e c t e u r  A .  

D a n s  le  p l a n  o ù  r  e s t  l a  d i s t a n c e  M P  d u  p o i n t  M(ç ,  η,) d ' u n e  c o u r b e  C 

F I G .  —  1-11 .  

au point P(x, y) (fig. 1-11), on a des formules 
analogues aux précédentes pour l'intégrale 

(73) 

soit 

(74) 

(75) 

N  est  le v e c t e u r  un i t a i r e  de la no rma le  posi- 
t i ve  à  la courbe  C e t  l 'on a 1 , 1 / 2 , 0  s u i v a n t  

que  P .  es t  su r  la courbe  C, sur  l ' u n  des d e u x  po in t s  Al5 A2 qui  la l im i t en t  
ou  en dehors  de C. 

A u x  po in t s  A], e t  A2, les c o m p o s a n t e s  de D dans  le p r o l o n g e m e n t  de la 



courbe  C dev i ennen t  infinies,  mais  v a r i e n t  d ' u n e  man iè r e  c o n t i n u e  e t  c ' es t  
p o u r q u o i  la différence (74) est  encore  finie, avec  la v a l e u r  1/2. 

Les r é su l t a t s  p r é c é d e n t s  son t  va lables  p o u r  u n  p o i n t  régul ier  de la courbe  C. 
Si la courbe  p résen te  u n  b r u s q u e  c h a n g e m e n t  de d i rec t ion ,  t o u t e s  les compo-  

san tes  de 3 son t  infinies au  vois inage  de ce po in t .  
Si /, dans  (73), es t  r emplacée  p a r  u n  v e c t e u r  A(M), avec  une  mul t ip l i -  

ca t ion  scalaire ou vector ie l le ,  on  a des express ions  ana logues  à (71), (72) où 

N  remplace  s i m p l e m e n t  n ; p a r  exemple  avec  

(76) 

Revenons aux figures (1-10), (1-11) et considérons les intégrales 

(77) 

Contrairement à (66) ces intégrales (77) sont continues à la traversée de S 
ou de C soit 

(78) 

La démonstration est analogue à celle qui conduit à (67). Si /(M) est continue 
on élimine toute discontinuité dans la fonction sous le signe somme en retirant 
de S un petit disque entourant le point P. On n'a donc qu'à examiner le cas 
où S est un disque plan et où l'on se déplace suivant son axe. 

On notera que l'intégrale (66) n'est autre que le gradient changé de signe 
de (77). 

b) Intégrales de volume. — L'intégrale 

(79) 

est une fonction des coordonnées du point P qui est continue ainsi que ses 
dérivées premières, quand le point P traverse la surface S qui limite v 
(fig. 1-8). Par contre les dérivées secondes sont discontinues et l'on a 

(80) 

Le laplacien de i  est aussi discontinu puisque 

(81) 

Pour montrer que (79) est continue ainsi que ses dérivées premières et pour 
obtenir (80), il suffit de noter que pour l'étude de ces discontinuités, on peut 
remplacer le volume v par un petit cylindre de base circulaire, le point 
P0 étant au centre du cercle de base. On est donc ramené au calcul de 3 
sur l'axe d'un cylindre. Sur la surface même la valeur des grandeurs discon- 
tinues est toujours la demi-somme des valeurs de part  et d'autre. 

Les formules précédentes sont encore valables dans le plan avec deux 
variables et pour l'intégrale (fig. 1-9) 

(82) 



10. —  L ' a n g l e  solide il  sous lequel,  d ' un  p o i n t  P ,  on voit une surface S  
l imitée p a r  une courbe C. —  On r e n c o n t r e  s o u v e n t  des fonc t ions  d i scont inues  
à la t r ave r sée  de ce r ta ines  sur faces ;  p h y s i q u e m e n t  elles son t  dues  à la présence  

FIG. — 1-12. 

de charges  s imples ou de dipôles et ana ly -  
t i q u e m e n t  elles son t  plus  ou moins  r a t t a -  
chées a u x  p rop r i é t é s  de la fonc t ion  angle 
solide Q. 

P a r  déf ini t ion,  l ' angle  solide sous lequel  
du  p o i n t  P  de la figure 1-12 on vo i t  la 
surface S l imitée p a r  la courbe  C, a  p o u r  
express ion  

(83) 

On peut dire aussi que l'angle solide est la 
surface découpée dans la sphère de rayon 1 
et de centre P, par le cône de sommet P 
s 'appuyant sur le contour C. 

L'angle 0 varie de 0 à 7t de telle sorte que 1 élément d intégration dil 
est positif si l'on voit le côté positif de la surface 0 <  6 <  (π/2) et négatif 
si l'on voit l 'autre côté (TC/2) <  0 <  TÎ). L'angle solide L2 est une fonction 
des coordonnées de P qui est discontinue à la traversée de la surface S. 

D'après la formule (71) du paragraphe précédent et puisque (n n) =  1, 
on a 

(84) 

(85) 

Sur  la courbe  C qui  l imite  S la fonc t ion  Q est i ndé t e rminée  e t  d é p e n d  de la 
d i rec t ion  s u i v a n t  laquel le  on abo rde  la courbe.  

Si la surface S est  f e rmée  la courbe  C d i s p a r a î t  et  on vérifie a i sémen t  
(fig. 1-13) que L2 =  0 si le p o i n t  P  est  à l ' ex t é r i eu r ;  Q, =  — 2 π  si le p o i n t  

FIG. —  1-13. 



P  e s t  s u r  l a  s u r f a c e  e n  u n  p o i n t  r é g u l i e r ;  e n f i n  12 =  —  4 π  si le  p o i n t  P  e s t  à  
l ' i n t é r i e u r .  D a n s  ce  c a s  p a r t i c u l i e r  les  r e l a t i o n s  g é n é r a l e s  ( 8 4 ) ,  ( 8 5 )  s o n t  b i e n  
v é r i f i é e s .  

P o u r  d e s  s u r f a c e s  f e r m é e s  p r é s e n t a n t  d e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  o u  d e s  a r ê t e s ,  
c o m m e  s u r  l a  f i g u r e  1-14,  l ' e x p r e s s i o n  d e  Ωs n ' e s t  p l u s  v a l a b l e .  S u r  u n e  a r ê t e ,  

F I G .  —  1 - 1 4 .  

d o n t  l 'angle  du  dièdre  formé p a r  les d e u x  p lans  t a n g e n t s  est  a, on a Ωs =  — 2 x  ; 
au s o m m e t  du  cône de révo lu t ion  de demi-  

angle P on a Ωs =  —  2π ( 1 — c o s  β ) ;  a u x  
s o m m e t s  d ' u n  para l lé lép ipède  rec tangle  on a 
Ωs =  — π / 2  et  sur  l ' une  des a rê tes  où x =  tc/2 
on a Ωs =  —  TC. 

Sur  une  surface cy l indr ique  indéfinie 
s ' a p p u y a n t  sur  u n  c o n t o u r  fe rmé C (fig. 1-15) 
on a encore 12' =  0; 12" =  — 4π  ; Ωs =  —  27r ; 
la surface n ' e s t  pas  fermée mais  l ' angle  solide 
sous lequel on voi t  les o u v e r t u r e s  finies 
re je tées  à l ' infini ,  est  nul.  

F I G .  —  1-15 .  

P o u r  une surface con ique  n o n  fermée de 
s o m m e t  0  et  s ' é t e n d a n t  j u s q u ' à  l ' infini  (fig. 1-16), si y. est l ' angle  solide 
du cône, on a 

(86) 

FiG. —  1-16. 

Comme cas pa r t i cu l i e r  d u  p récéden t ,  avec  α =  2n, on a u n  p l an  indéf ini  
n o r m a l  en 0  à l ' axe  Oz e t  (86) dev ien t  

(87) 

(Le  po in t  s ingulier  du  cône d i spa ra î t  dans  ces condi t ions) .  
Voici que lques  exemples  d ' ang les  solides qui  n o u s  serons utiles.  Le demi-  



p lan  S l imité  p a r  la droi te  C n o r m a l e  a u  p l an  de la figure 1-17 est  v u  du  
p o i n t  P  sous l ' ang le  

FIG. —  1-17. 

(88) 

On le vérifie sans peine en calculant 
l'aire découpée dans la sphère de rayon 1 

avec dS =  sin 6 . do d o ,  l'angle 6 variant de 0 à ir et l'angle ϕ de 0 à cp. 
La figure 1-18 représente diverses surfaces s 'étendant jusqu'à l'infini et 

FIG. —  1-18. 

s 'appuyant sur une circonférence d'axe Oz, ainsi que la variation de 0  
le long de l'axe. Cette dernière a pour expres- 
sion 

(89) 

0o =  0 co r respond  à un  demi -cy l ind re  infini 
s i tué  d a n s  la région z >  0; une  v a l e u r  quel-  
conque  de l 'angle  0. co r r e spond  à un  cône 
t r o n q u é  de demi -ang le  au s o m m e t  60; enfin 
0o =  1t/2 co r r e spond  à un  t r o u  circulaire  d a n s  
u n  p l an  indéfini .  

P o u r  une  surface p lane  in té r i eu re  à la circon- 
férence de r a y o n  a (fig. 1-19) on a 

FIG. —  1-19. 

(90) 

P o u r  u n  p o i n t  P  hors  de l ' axe ,  Q s ' exp r ime  en fonct ion  des in tégra les  de 
Legend re  de p remiè re  et de t ro i s ième espèce 

(91) 



soit 

(92) 

avec 

(93) 

Le  t e r m e  en J3 est  d i scon t inu  p o u r  R  =  a, car  33 d e v i e n t  infini  c o m m e  

q u a n d  m  —> 1, ma i s  
ce t t e  d i scon t inu i t é  es t  compensée  p a r  
Q u a n d  R  =  0 dans  (92), on r e t r o u v e  la for-  
m u l e  (90). 

On p e u t  m o n t r e r  (*) que  l ' i n t ég ra l e  de  
surface (83) qui  déf in i t  l ' ang le  solide, se t r a n s -  
fo rme  en in tégra le  curvi l igne  qu i  s ' écr i t  
f i g .  I-20) 

(94) 

où est un vecteur unitaire constant de 
direction arbitraire. 

Il est assez naturel que l'on puisse mettre 
(83) sous la forme d'une intégrale curviligne, 

FIG. —  1-20. 

puisque pour un point P  tel que celui de la figure 1-21, l'angle solide est 
le même pour les deux surfaces S et S' (on a en effet Q =  0 pour l'ensemble 

FIG. —  1-21. 

des deux surfaces (S' +  S) qui constituent 
une surface fermée unique); il ne dépend donc 
que de la courbe C. Toutefois pour un point tel 
que P',  il y  aurait  une différence de ±  
pour ces deux mêmes surfaces. On peut  donc se 
demander à quelle surface S correspond la for- 
mule (94). Un examen plus attentif montre que 
c'est un cylindre Σ demi-infini qui s'appuie sur 
la courbe C et qui se dirige vers l'infini dans 
la direction et le sens du vecteur unitaire 
L'avantage de (94) sur (83), c'est que l'on a 
déjà intégré sur une variable. 

11. — L'angle ϕ sous lequel, d'un point P  du plan, on voit les extrémités 
Al et AI d'une courbe C. — Avec r =  PM =  V(x — ç)2 +  (y — η )  (fig. 1-22) 
on a 

(95) 

(*) E. DURAND, C. R. Acad. Sciences, t. 242, p. 78, 1956. 



U n  tel le  fonc t i on  des coordonnées  d u  p o i n t  P  es t  d i s con t i nue  à la  t r ave r sée  
de la cou rbe  C. D ' a p r è s  les fo rmules  (74), (75) d u  p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t ,  on  a 

(96) 

(97) 

FIG. —  1-22. 

Si C est une courbe fermée (fig. 1-23) et si la normale positive est la 

FIG. —  1-23. 

normale extérieure, on a : cp' =  0 pour un point 
P '  extérieur et cpH =  —  27c pour un point P" 
intérieur. Sur la courbe C elle-même, en un 
point régulier on a ϕc =  — π, et ϕc =  — p pour 
un point anguleux où les deux tangentes font 
un angle β. 

Sur la droite A passant par les points AI 
et A2 d'une courbe C limitée, on a cp =  7c ou 
zéro suivant que l'on est entre ou en 
dehors de cet intervalle. Aux points A,, A2 
la fonction cp est indéterminée, sa valeur dépen- 
dant  de la manière dont on se dirige vers ces 
points. 

La formule qui correspond à la formule (94) 
de l'angle solide, s'écrit 

(98) 

les angles a étant comptés positivement ou négativement à partir  d'une direc- 

tion "v" arbitraire. Avec cette formule, on remplace la courbe C par deux 
demi-droites Ax et A2 parallèles, issues des points A1} A2 et s'éloignant à 
l'infini dans la direction (fig. 1-22). 

12. — Propriétés de quelques laplaciens singuliers. — a) Expressions relatives 
au laplacien A(1/r). — Nous avons vu que ce laplacien était partout nul 
sauf peut-être pour r  =  0 où son expression se présentait sous la forme 
0/0. Les formules qui suivent vont nous montrer que sa valeur au point 0  
doit être considérée comme infinie, car son produit par  un facteur nul peut 
avoir une valeur finie. 



INTRODUCTION DE A(l l r )  DANS UNE INTÉGRALE DE VOLUME. -  Si nous  
convenons  d ' a p p l i q u e r  au  symbole  A( l l r )  les règles hab i tue l l e s  de t r a n s f o r m a -  
tion des intégrales  mul t ip les ,  on p e u t  écrire 

(99) 

i2 é t a n t  l 'angle  solide sous lequel  on voi t ,  du  p o i n t  P(x,  y, z), la sur face  S 
qui  l imite  le vo lume  v (fig. 1-24, a). P o u r  une  sur face  fermée on  a Q =  —  4 π  
—  2n, 0, s u i v a n t  que  le p o i n t  P  est  à l ' i n t é r i eu r  de S, sur  S ou à l ' ex té r ieur .  
L ' express ion  (99) s 'écri t  alors 

(100) 

Dans  les au t r e s  cas où le v o l u m e  v s ' é t end  j u s q u ' à  l ' infini ,  il f au t  cons idérer  
les diverses va leurs  de Q du p a r a g r a p h e  10. 

F I G .  —  1 - 2 4 .  

Le fa i t  que l ' in tégra le  de v o l u m e  de Ô( l / r )  a i t  une  v a l e u r  finie alors  que  
A( l l r )  est p a r t o u t  n u l  sauf  au  p o i n t  r  =  0, nous  c o n d u i t  à a d m e t t r e  que  ce 
symbole  est  infini au  p o i n t  r  — 0. On p e u t  en effet r édu i re  le v o l u m e  a u t o u r  
de ce p o i n t  à une  v a l e u r  aussi  pe t i t e  q u ' o n  le v e u t  de telle sor te  que  l ' i n tégra le  
se p résen te  sous la forme i n d é t e r m i n é e  (0 x  oo) e t  U en est  la v ra ie  gran-  
deur .  

Si /(Ç, Y,, 0  est  une  fonc t ion  con t inue ,  il es t  facile de voir  que  l 'on  a 

(101) 

E n  effet A(1/r) é t a n t  p a r t o u t  nul  sauf  p o u r  r  =  0 c ' es t -à -d i re  
(ç, η  ζ) =  (x, y, z) on p e u t  r édu i re  le v o l u m e  v à des d imens ions  auss i  pe t i t e s  
que  l 'on v e u t  a u t o u r  de r =  0; on p e u t  donc  faire sor t i r  /(M) de l ' i n tégra le  
en lui d o n n a n t  la va l eu r  / (P)  et  (101) se r é d u i t  alors à (99). 

Si la fonct ion  / p r é sen t e  une  sur face  de d i s c o n t i n u i t é  S à l ' i n t é r i eu r  d u  
vo lume v comme dans  la figure 1-24, b, en u n  p o i n t  régul ier  de S,  on  a 

(102) 

P o u r  é tab l i r  (102) à p a r t i r  de (101) il suffit de décompose r  le d o m a i n e  v en 
d e u x  doma ines  vx et  V2; p o u r  c h a c u n  d ' eux ,  le p o i n t  P  es t  sur  la l imi te  et  
<101) s ' app l ique  avec  le f ac t eu r  Q =  —  27r. 



E n  p r e n a n t  les dér ivées  par t ie l les  des d e u x  m e m b r e s  de (101) e t  en  a d m e t -  
t a n t  q u e  l ' on  pu i s se  dé r ive r  sous  le signe somme,  o n  o b t i e n t  

(.103) 

E n  fa i t  c e t t e  r e l a t ion  es t  u n e  man iè r e  d ' i n t r o d u i r e  eff icacement  d a n s  les 

calculs  le s y m b o l e  ( r  qu i  es t  p a r t o u t  nu l  e t  qu i  a  p o u r  r  =  0 une  
v a l e u r  inf inie ,  m a i s  de n a t u r e  encore  p lu s  complexe  que  ∆(1/r).  L ' i n t é r ê t  des 
r e l a t ions  d u  t y p e  (103) c ' e s t  q u ' e n  l eu r  a p p l i q u a n t  t o u t e s  les règles hab i tue l l e s  
de  l ' a n a l y s e  re la t ives  a u x  fonc t ions  classiques,  on  a b o u t i t  à  des re la t ions  
exac tes .  P a r  e x e m p l e  on  p e u t  pa s se r  d u  p r e m i e r  m e m b r e  de (103) au  second 
m e m b r e  en  i n t é g r a n t  (1 +  m  +  n)  fois p a r  p a r t i e s  (*). 

INTRODUCTION DE ∆(1/r)  DANS UNE INTÉGRALE CURVILIGNE. —  Le symbole  

(104) 

es t  n u l  p a r t o u t  sauf  s u r  l a  cou rbe  C, où  il p r e n d  une  va l eu r  infinie (fig. 1-25, a). 
Son  i n t é r ê t  es t  qu ' i l  d o n n e  une  v a l e u r  finie q u a n d  on l ' i n t r o d u i t  d a n s  une  

in t ég ra l e  de v o l u m e ;  d ' a p r è s  (100) on  o b t i e n t  en effet 

(105) 

FIG. —  1-25. 

Nous utiliserons cette propriété dans la définition des densités volumiques 
correspondant à des densités linéaires du type habituel. 

On obtient aussi une valeur finie en prenant  le flux de (104) à travers une 

surface coupée par la courbe C (fig. 1-25, b). Comme on a 
avec un signe ( +  ) si C coupe S du côté négatif vers le côté positif et un 
signe (—) dans le cas contraire, on peut écrire successivement 

(106) 

L'expression est infinie en tout  point de C. Quand on prend son flux à 
travers S on peut se limiter à l'élément dS 0 et l'on comprend que ceci 
puisse être fini puisque c'est de la forme (0 x (0). 

(*) Voir au chapitre XII ,  la théorie des distributions mathématiques. On notera que 
l'on a ici 



On p o u r r a i t  auss i  cons idérer  des express ions  ana logues  avec  un  symbole  d u  
t y p e  (104) ma i s  où /(M) se ra i t  r emp lacée  p a r  u n  v e c t e u r  avec  mu l t i p l i ca t i on  

scalaire ou vector iel le  p a r  dr.  

INTRODUCTION DE A(1 /r) DANS UNE INTÉGRALE DE SURFACE. -  L ' expres -  
sion symbol ique  

(107) 

qui  es t  une  fonct ion  des coordonnées  .r, y, z du  po in t  P,  est  p a r t o u t  nul le ,  sauf  
q u a n d  le p o i n t  est  sur  la surface S, auquel  cas elle est  infinie (fig. 1-26, a). 

FIG. —  1-26. 

Certaines opérations effectuées sur cette expression conduisent à des grandeurs 
finies. Par exemple, on peut en prendre l'intégrale de volume, ce qui donne 

(108) 

On peut aussi calculer sa circulation le long d'une courbe C qui coupe S 
(fig. 1-26, b) ce qui donne 

(109) 

si C coupe m fois S dans le seps ( - ,  + )  aux points Pi et n fois S dans 
le sens ( +  , —) aux points P j (en particulier m =  n =  0 si C ne coupe 
pas S). Quand /(M) est une constante on a simplement 

(110) 

L'expression (107) est infinie en tout point de S, mais la circulation qui 
s'effectue sur une longueur nulle se présente sous la forme (0 x oo) et a une 
vraie valeur finie. 

On peut aussi utiliser des expressions symboliques analogues à (107) mais 
où / est remplacé par un vecteur avec multiplication scalaire ou vectorielle. 

b) Expressions relatives au laplacien A(Log r). — Dans le plan, avec 
c'est le laplacien de (Log r) qui jouit de propriétés 

analogues à celles du laplacien de A(l/r) dans l'espace. Il est en effet nul 
partout sauf pour r =  0 où sa forme 0/0 a une vraie valeur infinie. 



La formule correspondant à (99) s'écrit (fig. 1-27) 

(111) 

9 étant l'angle sous lequel du point P on voit la courbe C qui limite S. 

F I G .  —  1-27 .  

C o m m e  cp =  —  2 π ,  —  7t, 0 ,  s u i v a n t  q u e  le  
p o i n t  P  e s t  à  l ' i n t é r i e u r  d ' u n e  c o u r b e  r é g u l i è r e  
f e r m é e ,  s u r  c e t t e  c o u r b e  o u  e n  d e h o r s  d ' e l l e ,  o n  
p e u t  é c r i r e  

(112) 

Si le point P sur C est un point anguleux 
de la courbe et si α est l'angle des deux tan- 
gentes, on a α/2π au lieu de 1/2 qui corres- 
pond à ex =  π. Si la courbe C a des points à 

l'infini, (112) n'est plus valable; par exemple deux demi-droites issues d'un 
point et formant un angle a, la formule (111) donne (2π— α)/2π, (1t — α)/2π, 
— α/2π. Quand α =  π cela devient une droite indéfinie et l'on a 1 /2 ,0 ,—1/2 .  

Les expressions qui correspondent à (101), (103) s'écrivent 

(113) 

et 

(114) 

Si le point P intérieur se trouvait  sur une ligne de discontinuité pour la 
fonction /, on aurait au lieu de la valeur 27cf donnée par (113). 

L'expression symbolique 

(115) 

où N est le vecteur unitaire de la normale positive à la courbe C (fig. 1-28, a), 
est une fonction de P(x, y) partout nulle, sauf sur la courbe C où elle est 
infinie. 

F I G .  —  1 - 2 8 .  

Quand on prend la circulation de (115) le long d'une courbe C' qui coupe 
C (fig. 1-28, b) on obtient une valeur finie. Elle s'écrit 

(116) 



et c o m m e  ( d l  .N)  .dl =  ±  ds avec  ( + )  ou (—) s u i v a n t  que  G' coupe  C 
du sens néga t i f  vers  le sens posi t i f  ou i n v e r s e m e n t .  On vo i t  que  ce t te  express ion  
(116) se r a m è n e  à (112) d ' où  

(117) 

si C' coupe  C, m fois de (—) vers  ( + )  a u x  po in t s  Pi e t  n  fois de ( +  ) 
vers (—) a u x  po in t s  P  j. 

Si /(M) est une  c o n s t a n t e ,  on a s i m p l e m e n t  

(118) 

Par exemple dans le cas de la figure 1-28, c (*) on a m =  3, n =  1. Si le 
circuit r  coupait la courbe aux points AI et A., m' fois dans un sens et 
n' fois dans l'autre, il faudrait ajouter à (118) le terme ,,(m' — n') sans 
facteur 2. 

c) Expressions relatives au laplacien de — Pour une 
fonction d'une seule variable, le laplacien se réduit à la dérivée seconde ô; ou 

Dans ce cas c'est la fonction r =  l x  -  dont le laplacien jouit de pro- 
priétés analogues à celles que nous avons rencontrées pour (1 jr) et (Log r) 
avec trois et deux variables respectivement. 

Comme r =  (x — ξ) si x >  \ et r =  (; — .r) si x <  ç, on voit que l'on 
a partout Ar =  0 sauf peut-être pour r — 0 où la dérivée dr dl présente une 
discontinuité (fig. 1-29). 

F I G .  —  1 - 2 9 .  

Si nous  convenons  d ' a p p l i q u e r  au  symbole  ∆r  la règle d ' i n t é g r a t i o n  p a r  
par t ies  on p e u t  écrire success ivement  

(119) 

avec  1, 1/2, 0 s u i v a n t  que  le p o i n t  P  de coordonnée  x se t r o u v e  en t r e  les 
po in t s  A e t  B de coordonnées  a et  b, sur  l ' un  de ces d e u x  poin ts ,  ou en 
dehors  de ce t  in terva l le ,  soit  r e s p e c t i v e m e n t  

(*) Le sens posi t i f  sur  r  a é té  oubl ié ;  le l ec t eu r  le r é tab l i ra .  



L e  f a c t e u r  1 / 2  d a n s  ( 1 1 9 )  p r o v i e n t  d e  l a  v a l e u r  n u l l e  d e  l a  d é r i v é e  p o u r  
x  — %. C ' e s t  u n e  c o n v e n t i o n  q u i  p a r a î t  n a t u r e l l e  q u a n d  o n  c o n s i d è r e  l a  m a r c h e  

d ' e s c a l i e r  d e  l a  f i g u r e  1-29 ,  b c o m m e  l a  l i m i t e  d e  l a  c o u r b e  e n  p o i n t i l l é s  d e  l a  
m ê m e  f i g u r e .  

D e  ( 1 1 9 ) ,  o n  e n  d é d u i t ,  c o m m e  d a n s  l e s  p a r a g r a p h e s  p r é c é d e n t s ,  q u e  l ' o n  
a  p o u r  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  t ( x )  d e  l ' i n t e r v a l l e  ( a ,  b) 

( 1 2 0 )  

Si f (x )  p r é s e n t e  u n e  d i s c o n t i n u i t é  s i m p l e  e n  u n  p o i n t  P ( x )  i n t é r i e u r  à  
( a ,  b), o n  a  j /x(x)  +  f2(x) 1 a u  l i e u  d e  2  f ( x )  

E n f i n  l a  r e l a t i o n  q u i  c o r r e s p o n d  à  ( 1 0 3 ) ,  ( 1 1 4 )  s ' é c r i t  : 

( 1 2 1 )  

O n  n o t e r a  q u e  le l a p l a c i e n  d e  r  q u i  e s t  l a  d é r i v é e  d e  l a  c o u r b e  d e  l a  fi- 
g u r e  1 -29 ,  b p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é  c o m m e  i n f i n i  a u  p o i n t  ç =  x ,  c o m m e  o n  y  
e s t  i n v i t é  p a r  u n  p a s s a g e  à  l a  l i m i t e  à  p a r t i r  d e  l a  c o u r b e  e n  p o i n t i l l é s .  O n  
p e u t  a u s s i  a r r i v e r  a u  m ê m e  r é s u l t a t  e n  n o t a n t  q u e  d a n s  ( 1 1 9 ) ,  l ' i n t e r v a l l e  
d ' i n t é g r a t i o n  p e u t  ê t r e  r é d u i t  à  dξ 0 e t  c o m m e  le  p r o d u i t  ∆ r .  d ξ  e s t  f i n i ,  
c ' e s t  q u e  A r  e s t  i n f i n i  a u  p o i n t  \  =  x ;  o n  a  a l o r s  u n e  e x p r e s s i o n  d u  t y p e  
(co x  0)  q u i  p e u t  a v o i r  u n e  v r a i e  v a l e u r  f in ie .  

1 3.  —  L ' i d e n t i t é  d e  G r e e n  p o u r  u n  s c a l a i r e  ' f ( x ,  y ,  z ) .  —  L a  r e l a t i o n  ( 1 0 1 )  
p e u t  s ' é c r i r e  

( 1 2 2 )  

l e s  s y m b o l e s  p r i m é s  d é s i g n a n t  t o u j o u r s  les  d é r i v é e s  p a r  r a p p o r t  à  ç, η, Ç. Si  
l ' o n  i n t è g r e  p a r  p a r t i e s  e t  si l ' o n  p o s e  

( 1 2 3 )  

o n  a  

( 1 2 4 )  

( 1 2 3 )  e s t  d o n c  u n e  s o l u t i o n  d u  s y s t è m e  ( 1 2 4 ) .  
Si  l ' o n  f a i t  r e n t r e r  le s y m b o l e  d i v  s o u s  les  s i g n e s  s o m m e  d e  e t  s i  o n  l e  

t r a n s f o r m e  e n  —  d i v ' ,  o n  p e u t  i n t é g r e r  p a r  p a r t i e s  p o u r  l ' i n t é g r a l e  d e  v o l u m e  
e t  l ' o n  o b t i e n t  l ' i d e n t i t é  d e  G r e e n  

( 1 2 5 )  

Si  l ' o n  a  a f f a i r e  à  u n e  s u r f a c e  S  f e r m é e  e t  r é g u l i è r e  e t  si l ' o n  i n t r o d u i t  le  

s y m b o l e  d j d n  =  n  . g r a d '  d e  l a  d é r i v é e  n o r m a l e ,  e l le  p r e n d  l a  f o r m e  c l a s s i q u e  

(126) 



R a p p e l o n s  que 1, 1/2, 0 c o r r e s p o n d e n t  r e s p e c t i v e m e n t  a u x  t rois  cas où le 
po in t  P  de coordonnées  x, y, z es t  à  l ' i n t é r i eu r  de S, su r  S, à l ' e x t é r i e u r  
de S. 

Q u a n d  le v o l u m e  v est  t o u t  l ' e space  et que les in tégra les  de surface s ' an -  
nu len t  sur  la sphère  de r a y o n  infini ,  il res te  

(127) 

Nous  ve r rons  que  ce cas se p r é sen t e  p o u r  le po ten t i e l  cou lombien .  
Dans  le cas d ' u n e  fonc t ion  y) à d e u x  va r i ab les ,  on o b t i e n t  c o m m e  

p r é c é d e m m e n t ,  mais  à p a r t i r  de (113), l ' express ion  

(128) 

C étant une courbe régulière fermée qui limite le domaine S du plan. Dans le 
cas général d'une courbe C ayant des points à l'infini avec des points anguleux, 
on aurait au premier membre de (128). 

Enfin pour une fonction d'une seule variable, en opérant comme pour 
les formules précédentes mais à partir  de (120), on peut obtenir, avec 

et en intégrant par parties 

(129) 

14. —  L ' a n a l o g u e  de l ' i den t i t é  de Green p o u r  un vecteur A ( x ,  y ,  z). —  On 

p a r t  encore  de (101), écri te  p o u r  c h a c u n e  des c o m p o s a n t e s  d ' u n  v e c t e u r  A, 
soit 

(130) 

On a d e u x  t e r m e s  d o n t  c h a c u n  es t  le p r o d u i t  de d e u x  o p é r a t e u r s ;  on fa i t  r e n t r e r  
les p remie r s  sous le signe s o m m e  e t  l ' on  in tègre  p a r  pa r t i e s ,  ce qu i  fa i t  a p p a r a î t r e  
des in tégra les  de surface.  E n  p o s a n t  

(131) 

(132) 

l'équation (130) s'écrit alors 

(133) 

Les express ions  (131), (132) son t  u n e  so lu t ion  pa r t i cu l i è re  du  sy s t ème  (133) 

d ' é q u a t i o n s  a u x  dér ivées  par t ie l les  q u a n d  Q e t  A  son t  donnés  (se d o n n e r  
Ω r ev i en t  é v i d e m m e n t  à se d o n n e r  le v o l u m e  v). 



E n  fa i san t ,  c o m m e  d a n s  les p a r a g r a p h e s  p r écéden t s ,  r e n t r e r  les opé ra t eu r s  

r o t  e t  g r a d  r e s p e c t i v e m e n t  d a n s  les in tégra les  de e t  a, pu is  en les r e m p l a -  

ç a n t  p a r  r o t ' ,  g rad ' ,  e t  en i n t é g r a n t  p a r  pa r t i e s ,  on  o b t i e n t  la re la t ion  cherchée  

(134) 

Le p r e m i e r  t e r m e  de l ' i n t ég ra l e  de v o l u m e  de (134) p e u t  encore  ê t re  t r a n s -  
f o r m é  p a r  

(135) 

en i n t é g r a n t  (135) et  en t r a n s f o r m a n t  le p r e m i e r  m e m b r e  en in tégra le  de surface ,  
puis  en p o r t a n t  d a n s  (134), on  o b t i e n t  la nouvel le  f o r m e  

(136) 

L ' é q u a t i o n  (134) d o n n e  À q u a n d  on c o n n a î t  sa d ivergence  e t  son ro ta -  
t ionne l  à l ' i n t é r i eu r  de v (où Q =  —  4π) et  q u a n d  on c o n n a î t  ses va leurs  
sur  S qui  l imi te  v. 

Q u a n d  S est r e j e t é  à l ' inf in i  et  que  l 'on a A ->  0 su f f i s amment  v i t e  p o u r  
que  les in tégra les  de surface soient  nul les ,  il ne  res te  dans  (134) et  (136) que 
les in tégra les  de vo lume .  Nous  ve r rons  que  c ' es t  le cas p o u r  les c h a m p s  e t  les 
p o t e n t i e l s - v e c t e u r s  du  t y p e  cou lombien  et  a m p é r i e n  que  l 'on  r e n c o n t r e  d a n s  
l ' é t u d e  des p h é n o m è n e s  p e r m a n e n t s  de l ' é l e c t romagné t i sme .  

P o u r  u n  v e c t e u r  fonc t i on  de d e u x  va r i ab l e s  (.r, y), on  p e u t  o b t e n i r  à p a r t i r  

de (113) où t(ç, η) es t  r e m p l a c é  p a r  A(£, y,), u n e  express ion  ana logue  à (134) 
soi t  

(137) 

où 9 es t  l ' ang le  sous lequel  on v o i t  la courbe  C. P o u r  u n e  courbe  fermée,  on  a 
cp =  —  27r, —  π, 0 s u i v a n t  que  le p o i n t  P  de coordonnées  (x, y) est  à l ' in té-  
r i eu r  de C, su r  C, à  l ' e x t é r i e u r  de C. 

On p e u t  aussi  m e t t r e  (137) sous une  fo rme  ana logue  à (136) en f a i s a n t  

a p p a r a î t r e  r o t '  r o t '  A. 

15. —  Iden t i t é  relat ive à  deux  vecteurs Ã(x ,  y ,  z) et  B (x ,  y ,  z). Si A 

e t  B son t  d e u x  vec teu r s  que lconques ,  les c o m p o s a n t e s  é t a n t  des fonct ions  



des coordonnées  x, y, z à l ' i n t é r i eu r  du  v o l u m e  v l imi té  p a r  u n e  sur face  S, 
on a l ' i den t i t é  

(138) 

où n es t  le v e c t e u r  un i t a i r e  de la n o r m a l e  ex t é r i eu re  à la surface S. 
E n  d é v e l o p p a n t  le doub le  p r o d u i t  vector ie l  on  vérif ie  auss i tô t  que  les d e u x  

intégrales  de surfaces  son t  i den t i ques  pu i squ ' e l l e s  d o n n e n t  t o u t e s  les d e u x  

(139) 

Pour démontrer (138) on peut partir  de l'identité tensorielle évidente 

(140) 

En intégrant dans le volume v, le premier membre de (140) donne (139) 
et le dernier membre écrit sous la forme vectorielle ordinaire redonne bien le 
premier membre de (138). 

16. — Théorème relatif à l'intégrale de volume du produit scalaire de deux 
vecteurs. — Soient A et B deux champs de vecteurs qui satisfont aux rela- 
tions 

(141) 

Nous  supposerons  que  A e t  B sont  p a r t o u t  c o n t i n u s  sauf  su r  ce r ta ines  
surfaces fermées en n o m b r e  fini. Sur  ces dern ières  nous  a d m e t t r o n s  que les 

composan t e s  no rma les  de A  e t  les c o m p o s a n t e s  t angen t i e l l e s  de B s o n t  
cont inues ,  soit  

(142) 

les signes ( +  ) et (—) désignant les vecteurs de chaque côté de la surface et 
dans son voisinage immédiat. Par contre les 

composantes normales de B et les composantes 
tangentielles de A peuvent avoir des discon- 
tinuités quelconques à la traversée de la sur- 
face S. 

Enfin imaginons une sphère de rayon r 
englobant toutes les surfaces (fig. 1-30); nous 
admettrons que A et B s'annulent à l'infini 
de telle sorte que 

(143) 

FIG. —  1-30. 



D a n s  c e s  c o n d i t i o n s  n o u s  a l l o n s  m o n t r e r  q u e  l ' o n  a  

( 1 4 4 )  

l ' i n t é g r a l e  é t a n t  é t e n d u e  à  t o u t  l ' e s p a c e .  
-->- 

C o m m e  l e  r o t a t i o n n e l  d e  B  e s t  n u l  o n  p e u t  p o s e r  B  =  g r a d  b, l a  f o n c t i o n  
b  é t a n t  u n  s c a l a i r e .  O n  a  d o n c  

( 1 4 5 )  

D é s i g n o n s  p a r  v l e s  v o l u m e s  i n t é r i e u r s  a u x  s u r f a c e s  S e t  p a r  V  le  
v o l u m e  d u  r e s t e  d e  l ' e s p a c e .  O n  a  

( 1 4 6 )  

L e s  v o l u m e s  v s o n t  l i m i t é s  e x t é r i e u r e m e n t  p a r  l e s  s u r f a c e s  S .  O n  p e u t  i m a -  

g i n e r  q u e  V  e s t  l i m i t é  e x t é r i e u r e m e n t  p a r  l a  s p h è r e  S  d e  r a y o n  r ,  p u i s  
f a i r e  t e n d r e  r  v e r s  l ' i n f i n i ;  d e  p l u s  V  e s t  l i m i t é  i n t é r i e u r e m e n t  p a r  l e s  s u r f a c e s  S .  

L e s  i n t é g r a l e s  d u  s e c o n d  m e m b r e  d e  ( 1 4 6 )  s e  t r a n s f o r m e n t  e n  i n t é g r a l e  d e  
s u r f a c e  e t  q u a n d  r  - >  00 l ' i n t é g r a l e  é t e n d u e  à  S  t e n d  v e r s  z é r o  e n  v e r t u  
d e s  c o n d i t i o n s  ( 1 4 3 ) .  I l  r e s t e  a l o r s  

( 1 4 7 )  

L e  t h é o r è m e  e s t  d o n c  b i e n  d é m o n t r é .  

R e m a r q u e  : L e  t h é o r è m e  p e u t  ê t r e  é t e n d u  a u  c a s  o ù  ( n  . (A(+) —  n ' e s t  
p l u s  n u l ;  ( 1 4 4 )  s e r a  e n c o r e  v é r i f i é e  e n  v e r t u  d e  ( 1 4 7 )  s i  

( 1 4 8 )  

1 7 .  —  D é p l a c e m e n t  a r b i t r a i r e  d e s  p o i n t s  d ' u n  m i l i e u  c o n t i n u .  —  a )  V a r i a t i o n  
d ' u n  v e c t e u r  j o i g n a n t  d e u x  p o i n t s  d u  m i l i e u .  —  S o i e n t  oxu les  c o m p o s a n t e s  d u  

FIG. — 1-31. 

déplacement des points du milieu, qui 
sont des fonctions des xu Le point 
P de coordonnées xu vient en P '  
et les composantes de P P '  sont 

. Le point Q de coordonnées 
xu +  Azu vient en Q' et les compo- 

santes de QQ' sont (δxu)xu+ ∆xu. 
Les déplacements étant arbitraires, >1 
le vecteur QQ' est différent de PP' .  
Le vecteur PQ joignant les deux 
points P et Q du milieu devient le 
vecteur P 'Q'  après le déplacement 
des points. On a (fig. 1-31) 

-  

d'où pour la variation 8(PQ) =  (P'Q' — PQ) du vecteur PQ 

(150) 



ce qui s'écrit encore sous forme explicite 

(151) 

En développant en série de Taylor la fonction oxu des coordonnées xu 
et en se limitant aux termes du premier ordre, le second membre de (151) peut 
se mettre sous la forme 

(152) 

C'est  la re la t ion  cherchée.  

N o t e r  que  A(3xu) est  la différentiel le  t o t a l e  de la fonc t ion  oxu e t  q u e  
∆xu p e u t  s 'écrire de telle sor te  que  le symbole  A a la m ê m e  signi- 
f ication d a n s  les d e u x  m e m b r e s  de (152). E n  d ' a u t r e s  t e r m e s  la r e l a t ion  (152) 
exp r ime  que les symboles  A et 0 c o m m u t e n t  en t r e  eux.  

b) Var ia t ion  du volume d ' u n  paral lé lépipède é lémentai re .  —  Cons idérons  

le pa ra l l é lép ipède  é l émen ta i r e  fo rmé  p a r  les t ro is  vec teu r s  issus 
d ' u n  m ê m e  po in t  P.  Son v o l u m e  est 

(153) 

C'est en fait un tenseur complètement antisymétrique et de rang trois. Calculons 
la variation 5(Ay) de ce volume dans un déplacement arbitraire δxu des 
points du milieu, les extrémités des vecteurs Ar joignant deux points de ce 
milieu. En variant successivement chacune des colonnes du déterminant (153) 
et en utilisant la formule (152) nous obtenons les trois déterminants 

(154) 

Mais, à cause  de l ' a n t i s y m é t r i e  d u  t e n s e u r  ∆ υ  les s o m m e s  sur  les indices 
m u e t s  i, j, k =  1, 2, 3 n ' o n t  en fa i t  q u ' u n  seul t e r m e  a u  lieu de t ro is ,  celui 
p o u r  lequel  i oF v, w; j  oF u, w; k oF u, v, c ' e s t -à -d i re  i — u, j  =  v, k =  w. 
L ' express ion  (154) s ' écr i t  donc  

(155) 

ou 

(156) 

c) Variation de l'élément de surface d'un parallélogramme élémentaire. — 
On calcule comme précédemment la variation de l'élément de surface formé 

par deux vecteurs élémentaires et dont l'expression est 

(157) 

On trouve 

(158) 

ou vectoriellement 

(159) 



18. — Variation des densités volumiques dans le déplacement des points d'un 
milieu. — a) Densité scalaire. — On peut imaginer que ces points sont les 
atomes ou les molécules qui constituent le milieu matériel. Quand il y en a un 
très grand nombre dans un élément de volume, on peut traiter le milieu comme 
s'il était continu. Nous allons raisonner sur la densité moyenne de charge 
électrique p(x, y, z), mais les résultats sont évidemment valables pour une 
densité scalaire quelconque. 

La variation op est la somme de deux termes op(l) et δp(2) associés 
respectivement au déplacement d'ensemble des points d'un élément de volume 
et à la variation du volume occupé par un groupe d'atomes déterminés. Pour 

Fig. — 1-32. 

le premier terme la formule de Taylor 
donne 

p =  p0 +  
d'où 

(160) 

la variation 8p(1) est en effet égale à 
(Po — p) et non à (p — Po) car on uti- 
lise ici des axes (*) fixes (non liés aux 
points matériels) et op(1) est la varia- 

tion de p dans cet élément de volume fixe placé en M (fig. 1-32). 
Pour déterminer le deuxième terme δp(2) il faut  se rappeler que p est une 

densité volumique telle que pdv — dq; en considérant maintenant  le volume 
occupé par un nombre de charges bien déterminé on a o(dq) =  0, d'où 

(161) 

en vertu de la formule (156). 
Pour la variation totale on a donc 

soit 

. (162) 

Nous utiliserons cette formule dans le calcul de l'énergie électrostatique. 

b) Densité de courant. — Considérons une densité de courant permanent 

(163) 

Sa variation dans les mêmes conditions que précédemment s'écrit 

(164) 

Il suffit de calculer la variation ovu. Elle a deux causes; une première 
tient à la nature du vecteur vitesse d'une particule puisque Si 
on laisse kt  inchangé, on a d'après (152) 

(165) 

(*) Chaque fois qu'il y a déformation nous ne pouvons utiliser des axes liés à la matière, ' 
car nos formules sont écrites en coordonnées cartésiennes. 



La  deux ième  cause de va r i a t i on  est  due  au  fa i t  que  v(x, y, z) est une 
fonct ion  des coordonnées ;  c o m m e  p r é c é d e m m e n t  p o u r  Sp, on a 

(166) 

P o u r  la va r i a t i on  to ta l e  on a donc  

(167) 

E n  p o r t a n t  (167) et  (162) d a n s  (164), on o b t i e n t  

(168) 

Si le courant est conservatif, on a = 0  et en ajoutant à (168) le terme 
nul on obtient 

(169) 

ou encore sous forme vector ie l le  

(170) 

19. — Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées quelconques. 
— Les coordonnées cartésiennes d'un point sont reliées aux nouvelles coor- 
données par des relations du type 

(171) 

ou i n v e r s e m e n t  

(172) 

de telle sorte  q u ' u n e  co r r e spondance  b i u n i v o q u e  soi t  é tabl ie  en t r e  les d e u x  
sys tèmes .  J u s q u ' à  n o u v e l  ordre  nous  ne  cons idére rons  que les c o m p o s a n t e s  
c o n t r e v a r i a n t e s  avec  u n  indice  p lacé  en h a u t .  E n  pr inc ipe  nous  ut i l isons le 
jeu des indices u, v, w, p o u r  les coordonnées  ca r t é s i ennes  et  le j eu  des indices 
i, j, k, p o u r  les coordonnées  que l conques ;  é v e n t u e l l e m e n t  on  est  aussi  a m e n é  
à cons idérer  d ' a u t r e s  j e u x  c o m m e  l, m, n, etc. . .  

E n  d i f fé ren t ian t  (171) et  (172), on d é d u i t  les re la t ions  en t r e  les dxw et les 
dqi, ou leurs inverses  

(173) 

On écrit simplement pour et dw pour il y a une somme 
sur les indices muets i et w dans (173). 

Pour simplifier l'écriture, nous poserons 

(174) 

ce qui permet d'écrire (173) sous la forme 

(175) 

Comme la deuxième de ces équations s'obtient en inversant la première, 
de (30) on déduit 

(176; 



Ce d é t e r m i n a n t  A es t  appe lé  le d é t e r m i n a n t  fonc t ionne l  de la t r a n s f o r m a -  
t ion.  

I n v e r s e m e n t  en n o t a n t  que  la p remiè re  é q u a t i o n  (175) s ' o b t i e n t  en i n v e r s a n t  
la deux ième ,  on p e u t  écrire 

(177) 

On sai t  que  l 'on a 

(178) 

Ces m i n e u r s  et  obé issen t  à des iden t i t é s  r e m a r q u a b l e s  qu i  s ' éc r iven t  

(179) 

Vérifions par exemple la première de ces équations (179). On part  pour cela 
de l'expression du déterminant A par développement sur la ligne i, soit 

Dérivons les deux membres par rapport à ql, soit 

Mais on a est la dérivée du déterminant A; 
il reste donc 

multiplions par  ce qui donne =  0, ou en définitive la première 
équation (179) ; le raisonnement serait le même pour la deuxième équation (179). 

Les identités (179) s'écrivent encore 

(180) 

On peut passer de la première équation (175) à la deuxième en multipliant 
par ou inversement de la deuxième à la première en multipliant par  

d'où les relations 

(181) 

Sous forme matricielle (*), ces deux dernières relations s'écrivent simple- 
ment 

α.β = β. α = 1. 

ce qui veut dire que les deux matrices x et β sont inverses l'une de l'autre. 
On notera que l'on a entre les opérateurs ôi appliqués à des fonctions de ql 
et les opérateurs appliqués aux fonctions correspondantes des xW, les 
équivalences 

(182) 

20. — Définitions et propriétés relatives au tenseur métrique. — Le carré de 
la longueur du vecteur élémentaire dont les composantes sur les axes cartésiens 
sont dxw a pour expression 

(183) 

(*) E n  fa i t  dans  a f  e t  l ' indice  infér ieur  co r r e spond  a u x  colonnes  e t  ces re la t ions  
s ' é c r i v e n t  d ' a b o r d  βtαt =  1 e t  αtβt =  1 puis  (aβ)t — 1 e t  (βα)t =  1. 



E n  u t i l i s a n t  les  f o r m u l e s  ( 1 7 5 )  d e  t r a n s f o r m a t i o n ,  o n  o b t i e n t  l ' e x p r e s s i o n  d e  
dl2 e n  f o n c t i o n  d e s  dqi ,  s o i t  

( 1 8 4 )  

en  p o s a n t  

( 1 8 5 )  

O n  n o t e r a  l a  s y m é t r i e  d e s  g r a n d e u r s  gi j  s u r  l e s  d e u x  i n d i c e s  i e t  / .  
E n  c o m p a r a n t  ( 1 8 3 )  e t  ( 1 8 4 ) ,  o n  p e u t  d i r e  q u ' a v e c  l e s  a x e s  c a r t é s i e n s ,  o n  

a v a i t  

( 1 8 6 )  

L a  f o r m u l e  ( 1 8 5 )  m o n t r e  a l o r s  q u e  guu s e  t r a n s f o r m e  c o m m e  u n  t e n s e u r  

s y m é t r i q u e  c o v a r i a n t  ( v o i r  f o r m u l e  2 1 6 ) .  Ces  t e n s e u r s  guv) o u  g i j  s o n t  a p p e l é s  
les t e n s e u r s  m é t r i q u e s .  

Si  o n  d é s i g n e  p a r  g  le  d é t e r m i n a n t  d e s  g r ,  il e s t  f a c i l e  d e  v o i r  q u e  l ' o n  a  

( 1 8 7 )  

E n  e f f e t  le s e c o n d  m e m b r e  d e  ( 1 8 5 )  q u i  s ' é c r i t  a u s s i  m o n t r e  q u e  < i ' 
U 

le d é t e r m i n a n t  d e s  gij s ' o b t i e n t  p a r  l a  m u l t i p l i c a t i o n  d u  d é t e r m i n a n t  a" p a r  
l u i - m ê m e .  L e  d é t e r m i n a n t  g  e s t  d o n c  t o u j o u r s  p o s i t i f ;  il n ' e n  e s t  p a s  d e  m ê m e  
d e  A q u i  e s t  p o s i t i f  o u  n é g a t i f  s u i v a n t  q u e  les  a r ê t e s  c o o r d o n n é e s  ( u ,  v, w)  e t  
( i ,  j ,  k )  f o r m e n t  d e s  t r i è d r e s  d e  m ê m e  s e n s  o u  d e  s e n s  c o n t r a i r e s .  

P o u r  s i m p l i f i e r  l ' é c r i t u r e  d e  ( 1 8 4 )  o n  d é f i n i t  l es  c o m p o s a n t e s  c o v a r i a n t e s  
dqi a v e c  l ' i n d i c e  i e n  b a s ,  p a r  l e s  r e l a t i o n s  

( 1 8 8 )  

L e s  c o m p o s a n t e s  c o v a r i a n t e s  e t  c o n t r e v a r i a n t e s  s o n t  d o n c  les  m ê m e s  e n  a x e s  

c a r t é s i e n s  m a i s  e l l e s  s o n t  d i f f é r e n t e s  e n  a x e s  q u e l c o n q u e s .  A v e c  c e s  d é f i n i t i o n s  
o n  p e u t  é c r i r e  s i m p l e m e n t  

( 1 8 9 )  

E n f i n  p o u r  i n v e r s e r  l a  c o r r e s p o n d a n c e  ( 1 8 8 )  e n t r e  l e s  dqi  e t  l es  dqi ,  o n  
d é f i n i t  le  t e n s e u r  m é t r i q u e  d e u x  f o i s  c o n t r e v a r i a n t  gi j ,  a v e c  l e s  d e u x  i n d i c e s  
e n  h a u t ,  e n  p o s a n t  

(190) 

D'après cette définition (190) et la règle de développement d 'un détermi- 
nant,  on a 

(191) 

On peut donc inverser la correspondance (188) sous la forme 

(192) 

En définitive on voit que les gij ou les gii servent respectivement à faire 
descendre ou monter les indices des différentielles de coordonnées; c'est pour- 
quoi le premier membre de (191) peut encore s'appeler gjl et correspond aux 
composantes mixtes du tenseur métrique; (191) s'écrit donc aussi 

(193) • 



On vérifie sans difficulté que les gii s 'expriment en fonction des par 
une expression tout  à fait analogue à (185), soit 

(194) 

Cette formule fait net tement apparaître la symétrie des grandeurs gii sur 
leurs deux indices i et j. 

On peut dire qu'avec les coordonnées cartésiennes on a g  =  8U" et (194) 
est alors la formule classique de transformation d'un tenseur deux fois contre- 
variant. 

• > 
21. — Les composantes d'un vecteur A en coordonnées quelconques. — 

a) Composantes contrevariantes et covariantes. — Si A  sont les composantes 
du vecteur A sur les axes cartésiens, on appelle composantes contrevariantes 
de ce même vecteur, les trois grandeurs a1 reliées aux AW de la même 
manière que les dqi étaient reliés aux d x  soit 

(195) 

De ces expressions (195), on déduit l'expression du carré de la longueur 
du vecteur qui en axes cartésiens est δ u v A  soit 

(196) 

Les composantes covariantes ai sont toujours définies par des expressions 
analogues à (188), soit 

(197) 

Cette correspondance (197) entre les aJ et les ai s'inverse toujours sous la 
forme analogue à (192) où interviennent les g  contrevariants 

(198) 

En multipliant (195) par gij' on vérifiera que les composantes covariantes 
ai sont reliées aux composantes cartésiennes Aw par les expressions 

(199) 

En axes cartésiens, les guu étant égaux aux symboles de Kronecker, on a 
Aw =  A"' d'après la relation générale (197) entre les composantes contreva- 
riantes et les composantes covariantes. 

Avec les composantes covariantes, le carré de la longueur du vecteur A, 
en dehors des expressions (196), peut encore s'écrire 

(200) 

b) Composantes en vraie grandeur sur les arêtes d'intersection ou sur les 
normales aux trois surfaces coordonnées. — Si l'on fait qI -- Cte dans les 
équations (171), on a l 'équation paramétrique d'une surface. On obtient deux 
autres surfaces en faisant soit q2 =  Cte soit q3 =  Cte. 

En un point P  de coordonnées x" passent trois surfaces coordonnées dû 
type précédent (fig. 1-33). Elles se coupent deux à deux suivant 3 arêtes, qui 
en général ne forment pas un trièdre trirectangle. 

Cherchons les cosinus directeurs des tangentes à ces trois arêtes, par rapport 
au trièdre cartésien Oxx, X2, xs. 



D'après (175) le vecteur élémentaire tangent à l 'arête (ç2, q3) a pour 
composantes 

(201) 

ses cosinus directeurs sont donc soit 

FiG. —  1-33. 

Pour les autres arêtes, on a des formules analogues, d'où les expressions 
cherchées 

(202) 

Déterminons maintenant  les trois cosinus directeurs des trois directions nor- 
males respectivement aux trois surfaces qi — Cte. Comme  est un vecteur 
porté par l 'arête sur laquelle i varie, le produit vectoriel est 
un vecteur normal à la surface qk — Cte. D'après (176) il en est de même de 

On a donc pour les cosinus directeurs cherchés 7rk : 

(203) 

Dans ces conditions, considérons un vecteur A issu d'un point P (fig. 1-33) 
Désignons par Aw ou Aw ses composantes sur les axes cartésiens; par  A' 
avec un indice en haut  ses composantes en vraie grandeur sur les trois arêtes et 
par Ai avec un indice en bas, ses composantes suivant les trois normales aux 
surfaces qk =  Cte. On a évidemment 

(204) 

(205) 

En comparant ces expressions (204), (205) ou leurs inverses aux for- 
mules (195), (199), on en déduit que les composantes en vraie grandeur A' 



sur les arêtes et At sur les normales- aux surfaces, sont reliées respectivement 
aux composantes contrevariantes et covariantes par les expressions 

(206) 

22. — Produits de vecteurs en coordonnées quelconques. — Produit scalaire 
de deux vecteurs. — Partons de l'expression A w B  du produit scalaire de 
deux vecteurs A et B, en coordonnées cartésiennes et introduisons les 
composantes covariantes ai ou contrevariantes bi de ces mêmes vecteurs 
en coordonnées quelconques, par  les formules (195), (199); on a alors 

(207) 

En vertu des relations (197) et (198) entre les composantes contrevariantes 
et covariantes d 'un vecteur, on peut  aussi écrire (207) sous la forme 

(208) 

Les expressions (196) et (200) sont des cas particuliers de produit scalaire d'un 
vecteur par lui-même. 

Un produit scalaire qui se rencontre souvent est la circulation d 'un vecteur; 
on a 

(209) 

Le cosinus de l'angle 6ij que forment les deux arêtes le long desquelles i 
et i varient respectivement est le produit  scalaire des deux vecteurs et 

soit 

(210) 

Les systèmes de coordonnées orthogonales sont donc caractérisés par 

(211) 

b) Produit mixte de trois vecteurs. — Le cas le plus intéressant est le produit 
mixte de trois vecteurs élémentaires dont les composantes sur les axes carté- 
s i e n s  s ' é c r i v e n t  I l  d é f i n i t  l e  v o l u m e  d u  p a r a l l é l é p i p è d e  

élémentaire formé sur ces trois vecteurs, soit 

(212) 

D'après (175), avec les coordonnées Qi, cette expression prend la forme - 

(213) 

En fait on prend les valeurs absolues des deux déterminants pour avoir un 
élément de volume toujours positif (d'une manière plus précise on considère 
l ' invariant adjoint à ce tenseur antisymétrique du troisième ordre; voir plus 
loin la formule (228). 

Dans le système des coordonnées Qi, on choisit un parallélépipède 
élémentaire dont les côtés sont les arêtes coordonnées ; le déterminant se 



réduit donc à sa diagonale principale et (213) s'écrit 

(214) 

car on peut supprimer l'indice inférieur des dqfo qui est maintenant inutile. 
Dans le système des coordonnées xW, on choisit un parallélépipède élé- 

mentaire dont les côtés sont parallèles aux axes, d'où 

(215) 

23. — Tenseurs et tenseurs-adjoints en coordonnées quelconques. — On 
appelle tenseur toute grandeur à plusieurs indices (haut et bas) qui se trans- 
forme suivant la loi (34) du paragraphe 4, dans un changement quelconque du 
système des coordonnées, soit 

(216) 

les ou étant donnés par les expressions (174). 
Les relations (195), (199) sont des cas particuliers de cette expression (216) 

et montrent que les composantes contrevariantes ou covariantes d 'un vecteur 
forment des tenseurs de rang un. Par contre les expressions (204), (205) montrent  
que les composantes en vraie grandeur d 'un vecteur sur les arêtes ou sur les 
normales aux surfaces ne forment pas un tenseur. 

Les relations (185) et (194) sont d'autres cas particuliers de (216) et montrent  
que les gij et les gi j  sont  respectivement des tenseurs covariant et contre- 
variant de rang deux. 

Beaucoup de lois physiques expriment l'égalité entre deux tenseurs de même 
variance. On peut même faire passer les deux tenseurs dans le premier membre 
de l'égalité et la loi est du type 

(217) 

Dans ces conditions, on voit que si l'on effectue un changement de coor- 
données chaque nouvelle composante T::: est, d'après (216) une combinai- 
son linéaire des composantes de T -:; la loi (217) prend donc la forme 

(218) 

c'est-à-dire qu'elle conserve la même forme que (217). C'est en cela que consiste 
l'invariance des lois physiques de forme tensorielle vis-à-vis de tout  change- 
ment du système des coordonnées. 

Pour définir les tenseurs adjoints en coordonnées quelconques, il faut 
d'abord trouver un indicateur de dualité r1[i j k] qui soit un tenseur covariant 
complètement antisymétrique sur ses trois indices et le tenseur contrevariant 
correspondant. Pour cela on pose 

(219) 

en convenant que dans tous les systèmes on prendra 

(220) 

Il est facile de voir que (219) se transforme bien comme un tenseur dans un 



changement d'axes; en effet le déterminant fonctionnel ∆ se transforme 
suivant la loi 

(221) 

et l 'on  a l ' i den t i t é  

(222) 

Comme 

(223) 

l ' express ion  (221) s 'écr i t  

(224) 

ce qui est bien la formule de transformation d'un tenseur de rang trois. 
De (219) on déduit les composantes contrevariantes par les formules habi- 

tuelles, ce qui donne 

(225) 

Considérons maintenant  un tenseur ou T[ijk] de rang trois, 
complètement antisymétrique sur ses trois indices. On peut lui faire corres- 
pondre un tenseur adjoint qui est un invariant T par les relations 

(226) 

(227) 

En fait, ces relations (226), (227) reviennent à écrire 

(228) 

L'élément de volume (213) est en fait l ' invariant adjoint du tenseur anti- 
symétrique 1 

A un tenseur antisymétrique de rang deux T  ou T[ij] on peut faire 
correspondre un vecteur adjoint Tk ou Tk par les relations 

(229) 

(230) 

ou inversement on peut faire correspondre un tenseur antisymétrique à un 
vecteur par les expressions 

(231) 

ce qui revient à écrire plus simplement 

(232) 

i, j, k, étant une permutation circulaire de 1, 2, 3. 



L ' i n t r o d u c t i o n  de ces t enseur s  ad jo in t s  s implif ie  parfois  les f o rmu le s ;  p a r  
exemple  on a 

(233) 

(234) 

24. — Transformation des expressions contenant les dérivées partielles. 
— D'après (182) les symboles de dérivation partielle se transforment comme 
les composantes d'un vecteur covariant. En fait quand on a un produit de fac- 
teurs symboliques où les du alternent avec des composantes de vecteurs, il ne 
se transforme pas, en général, comme un tenseur; ceci parce que les symboles 
de dérivation partielle ne commutent pas avec les xf ou les 

a) Gradient d'un scalaire. — Si Φ ( x  est une fonction des trois variables 
x  elle devient une fonction après le changement 
de coordonnées (171). On a 

(235) 

Les grandeurs ôu<P se transforment donc comme les composantes d'un 
vecteur covariant. On peut donc dire que est la composante covariante du 
gradient en coordonnées quelconques, soit 

(236) 

La composante contrevariante s'en déduit de la manière habituelle 

(237) 

Enfin, d'après (206) les composantes en vraie grandeur sur les axes ou sur 
les normales ont respectivement pour expression 

(238) 

sans somme sur l'indice i. Nous plaçons les indices des composantes en vraie 
grandeur entre parenthèses pour rappeler que ce ne sont pas des indices 
indiquant la variance tensorielle. 

Si l'on a, en coordonnées cartésiennes, une relation du type 

(239) 

après le changement de coordonnées, elle devient 

(240) 

en désignant par ai la composante covariante du vecteur A dans le nouveau 
système d'axes. 

La différentielle totale de la fonction Φ est un invariant et garde la même 
forme dans tous les systèmes de coordonnées, soit 

(241) 

b) Divergence d 'un  vecteur. —  E n  coordonnées  ca r tés iennes  x l  on a 

d iv  A =  ÔUA". Cherchons  ce que d e v i e n t  ce t t e  express ion  q u a n d  on passe  des 
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