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PREFACE DU TOME I

Tout ce que 'on trouve dans cet ouvrage se déduit de la loi de Coulomb
donnant la force qui s’exerce entre deux charges ponctuelles au repos (*).
I y a bien les potentiels dits « non coulombiens » (potentiel logarithmique
d’une droite indéfinie, potentiel parabolique d’'une demi-droite, potentiel
linéaire d’un plan, etc.), mais on les déduit néanmoins des champs coulombiens

en remontant des champs aux potentiels par la formule E = ﬁﬁ RV
Ils ne sont définis qu'a une constante prés et ne s’annulent jamais a I'infini.
D’ailleurs ces potentiels non coulombiens correspondent a des distributions
s’¢tendant jusqu’a I'infini et qui, a4 strictement parler, n’ont aucune existence
physique. Ils ont cependant une importance pratique considérable et
sont couramment utilisés dans les calculs.

*
* *

Cet exposé est caractérisé par I’emploi systématique des densités volu-
miques singuliéres o qui sont, en fait, des « distributions mathématiques »
et qui permettent d’écrire dans tous les cas I'équation du potentiel sous la
forme d’une équation de Poisson avec second membre, soit

(1) gAY =—p

valable dans tout Uespace, pour des distributions ponctuelles, linéaires, super-
ficielles et volumiques. Ce n’est que dans le cas d’une véritable distribution
volumique que  peut étre une fonction des coordonnées du type habituel.
Sous cette forme (1), ’équation prend son véritable sens qui est d’établir une
relation biunivoque entre le potentiel et ses sources. Si on donne V, cette
équation permet de calculer z par des dérivations, Par contre si 'on donne g,
on peut calculer V par l'intégrale

2 P dy
@ it o s
étendue a tout 'espace. Ces équations (1) et (2) ne sont que deux expressions
différentes de la correspondance entre V et g (**).
Autrefois on n’utilisait pas les densités singuliéres et, pour les distributions
occupant un volume nul (points, courbes, surfaces) le potentiel obéissait a
I’équation de Laplace.

(3) AV =0

(*) On utilise aussi la régle de composition des forces qui conduit au principe de super-
position pour les champs et les potentiels.

(**) Toutefois (1) est plus générale que (2) puisqu’elle correspond aussi aux potentiels
non coulombiens.
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VI PREFACE DU TOME I

sauf sur les distributions elles-mémes qui étaient exclues du domaine éludié. 11
fallait ensuite compléter ’équation (3) en donnant les conditions aux limites
au voisinage des sources ponctuelles, linéaires et superficielles. Une équation
telle que (3) était particulierement malheureuse car elle n’établissait plus une
correspondance entre V et ses sources. Bien entendu, et en définitive, les
deux manieres de présenter les choses sont absolument équivalentes. Dans la
pratique, c’est méme I’équation (3) avec les conditions aux limites supplémen-
taires qui est la plus commode a utiliser. En fait, on se donne toujours les
distributions, non sous la forme de distribution volumique 2, mais sous la
forme de charges ponctuelles g, de distributions linéaires A ou de distribu-
tions superficielles s; on a les correspondances

g xf L
-0 = ——A( —
% 47 (r)
1) RN | 1_\(1) dl
i S, T
6—=>p = ”A:l;rl[; csA(%) ds
*
* ok

Les systémes invariants par translation ou par rotation peuvent étre
décrits avec deux variables, soit respectivement (zx, y) dans le plan normal a la
direction de translation ou (g, z) dans le plan méridien passant par l'axe de
rotation. Il est alors commode d’introduire systématiquement a cété du poten-
tiel V la fonction flux F. Ces deux grandeurs sont reliées par des relations
du type

(%) _\‘\.:.'I_T o h_v\' } i (0, F = ahp\ ,

[3,F = —d,V {3,F = —p0d,V.

L’intérét de la fonction F, c’est que les valeurs F = Cle donnent les
lignes de force du champ qui sont orthogonales aux lignes équipotentielles
V = Cte. Il faut signaler aussi la simplification qu’introduit la combinaison
complexe [ = V—iF dans le cas des systémes invariants par translation.

*
* *

Nous avons aussi introduit d’'une maniére systématique la notion de

courants magnétiques J* associés i un systéme de charges ¢lectriques g.
> . 2 . . =

Les courants magnétiques J* produisent 'induction électrique B* et les

charges électriques o produisent le champ électrique E. Pour établir aisé-
ment des relations entre les deux systémes précédents, on considére un systéme

&
polarisé électriquement et caractérisé par la densité de moment électrique P;
ce systéme est associé aux deux systémes précédents car on a

(6) Jr=rotP p=—divP
et les vecteurs 12 et B* sont reliés par la formule
(7) B* = E + P.

Bien entendu ces densités _ﬁ, j*, ¢ peuvent étre des « distributions mathé-
matiques » occupant un volume nul.
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La charge ponctuelle étant 1’élément de base de toutes les distributions,
il suffit de donner les systémes polarisés associés a la charge ponctuelle et I'on
en déduit les systemes associés a une distribution quelconque. Parmi ces sys-

temes associés, celui qui correspond a = 4sn§, donc 4 B* = 0, permet

d’interpréter le vide ou régne un champ électrique E comme un « milieu
polarisé ».

On notera I’analogie étroite qui existe entre les systémes de masses magné-
tiques o* que I'on associe aux courants électriques en magnétostatique (par
exemple le feuillel qui est associé au courant linéaire) et les systémes de courants
magnétiques J* que 'on associe aux charges électriques en électrostatique,
Drailleurs, on peut interpréter les courants magnétiques fictifs comme des
masses magnétiques fictives en mouvements et on a la formule

(8) J* = %%,

3.
Par exemple, les aimants en rotation produisent une induction électrique B*.

*
* ok

Les champs dérivent des potentiels (scalaire V ou vecleur X*) et les
potentiels eux-mémes dérivent des potentiels de polarisation. Ces derniers
peuvent étre en nombre infini puisque les systémes polarisés fictifs associés
aux distributions réelles de charges sont eux-mémes en nombre infini. Nous
montrons que les potentiels de polarisation eux-mémes peuvent étre dérivés
d’un super-potentiel (*) C, tel que

(9) V = AC.

C’est ce super-potentiel qui nous a suggéré une théorie plus générale de la
charge élémentaire, ol cette derniére n’est plus rigoureusement ponctuelle
mais distribuée dans tout I’espace (chapitre X). Elle posséde alors une énergie
propre finie. Cette théorie, qui peut étre généralisée pour les charges élémen-
taires en mouvements, nous parait appelée a des développements importants,
non seulement dans le cadre des théories classiques, mais aussi et surtout
quand elle aura été transposée dans le cadre des théories quantiques.

*
* %

Cet ouvrage est aussi caractéris¢é par I'abondance des illustrations. On y
trouvera de nombreux réseaux orthogonaux d’équipotentielles et de lignes de
force pour des distributions de types variés. Ces courbes n’onl pas ¢été tracées
approximativement, mais résullent de calculs trés précis effectués avee les
calculateurs électroniques dont dispose I'Institut de Calcul Numérique de
I'Université de Toulouse. Dans chaque systéme de courbes, on s’est efforcé
de mettre en évidence celles qui présentaient un caractére particulier (points
doubles par exemple). L’Auteur remercie les programmeurs de I'LC.N. de
Toulouse, pour leur amicale collaboration et aussi M. J. Sapaca qui a tracé
ces courbes a partir des tableaux de chiffres.

(*) Pour les charges en mouvement ce super-potentiel est la 4¢ composante de temps
d’un quadrivecteur.
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*
* *

Le premier chapitre rappelle les formules qui seront nécessaires dans la
suite de l'exposé. Elles sont données le plus souvent sans démonstration et
¢’est aussi une occasion de préciser les notations.

On étudie ensuite successivement les sources ponctuelles, les distributions
de sources ponctuelles, les distributions linéaires, les distributions superfi-
cielles, les distributions volumiques (chapitres 11, III, IV, VI, VIII). On traite
chaque fois dans un chapitre a part les distributions invariantes par transla-
tion car elles correspondent a des formules particuliéres qui sont rattachées
au polentiel logarithmique. (Chapitres V, VII, IX). Les définitions et les
propriétés générales des mulipdles ponctuels ou linéaires sont exposcées en détail.

Pour tous les types de distributions, on a les équations fondamentales

(10) odivE =5 r1otE =0

ou, ce qui est équivalent
1 LN e > / 1
Fady— | dov.
4=, j.j ie ( r )

On notera le role important joué par les fonctions elliptiques de Legendre
Jy, Jy, Jy, et par les fonctions de Bessel J,, Ky, J;, K;, dans les systémes de
révolution. Ces fonctions se calculent aisément par les méthodes numériques
soit sous forme de développements en séries, de développements limités opti-
misés ou par intégration numérique.

Le chapitre X est consacré aux méthodes de calcul numérique et on s’est
surtout attaché a établir des équations aux différences finies. On a étudié

avec un soin particulier les singularités des fonctions V ou E au voisinage
des distributions ou au voisinage des singularités géométriques (arétes, points
coniques, etc.) et on donne des développements illimités représentant ces fonc-
tions au voisinage de ces points, Ces développements n’ont pas seulement un
intérét théorique mais sont indispensables pour le calcul numérique des champs
par la méthode des différences finies. On notera que les singularités rencontrées
dans I'é¢tude des distributions qui sont développables en série entiére, sont tout
a fait différentes des singularités que ’on rencontre sur les limites (ou au voisi-
nage des arétes), des conducteurs et des diélectriques. Ces derniéres seront
étudiées dans le Tome II.

Quelques distributions sont calculées numériquement pour montrer les
difficultés que I’on peut rencontrer (domaines illimités, termes complémentaires
dus aux singularités, etc.). Toutefois, nous n’avons donné aucune indication
sur la maniére de résoudre les systemes d’équations linéaires obtenus, par les
méthodes itératives avec accélération de la convergence. Cela sera étudié en
détail dans le Tome II oil les problémes de conditions aux limites prendront
un caracteére plus fondamental que dans le cas des distributions.

(11) E=—

*
* ok

Le chapitre XI concerne les forces et I'énergie. On y trouvera les diverses
expressions de ces grandeurs. On verra comment on passe de la force de
Coulomb

(12) F= fff oE div
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(valable pour tous les types de distributions quand ; est pris au sens de la
théorie des « distributions mathématiques ») aux expressions de I'énergie

(13) W= %Jff oV do = 2 Uf E? do.

Le passage inverse sous une autre forme, est aussi intéressant el donne
- —_—
(14) F = —grad W.

Enfin le tenseur de Maxwell remplace 'intégrale de volume (12) par I'intégrale
de surface

15) [ E.,j ;(?i.E)E-
3
et cette derniére expression est parfois utile.
*
* K

Le chapitre XII contient des notes diverses. On étudie d’abord quelques
particularités des distributions présentant une symétrie (axe, plan de symé-
trie). Viennent ensuite les équations fondamentales de 1’électrostatique en
coordonnées quelconques avec les notations tensorielles, et sous la forme
lagrangienne, hamiltonnienne, variationnelle. On verra comment toutes les
équations fondamentales de 1'électrostatique s’obtiennent en annulant la
variation d'une intégrale.

On y trouve aussi une courte note sur les « distributions mathématiques ».
En fait, pour ce qui nous intéresse dans cet ouvrage, on peut dire que la théorie
des distributions mathématiques se réduit a ceci: des expressions comme

(16) A(%) ATOgR), - Al oo ete

sonl partout nulles sauf dans certains domaines de volume nul, ou elles ne
sonl pas définies. On convient alors de leur donner un sens chaque fois qu’elles
apparaissent dans des intégrales, en admettant que l'on peut intégrer par
parties comme pour les fonctions réguliéres (¢’est un peu comme le symbole i
des imaginaires qui n’a pas de signification réelle, mais que I'on traite comme les
autres symboles de 1'algébre et chaque fois que I’on rencontre {2, on convient
de le remplacer par — 1).

Enfin I'ouvrage se termine par une méthode permettant d’obtenir rapide-
ment et dans leur plus grande généralité les développements du potentiel ou
du flux autour des points singuliers.

*
* ¥

L’Auteur remercie tous ceux qui I'ont aidé dans sa tache et plus particulie-
rement Messieurs J. GELarD et Ph. DuranDp qui ont relu et corrigé toutes les
épreuves, Il dédie cet ouvrage a son Maitre le Professeur Louis de BROGLIE,
en témoignage de sa respectueuse admiration.

Le Tome II de cette Electrostatique s’intitulera « Les milieux matériels »
et traitera des problémes de conditions aux limites,

E. DuRranND.







CHAPITRE PREMIER

NOTATIONS ET RAPPEL
DE FORMULES MATHEMATIQUES

1. — Scalaires. — Une grandeur scalaire n’est pas modifiée par une rotation
des axes de coordonnées et elle est définie par un seul nombre. Si on définit
un scalaire en chaque point de I'espace, on a un champ de scalaires alx, U, z):
Eventuellement cette grandeur peut varier dans le temps en un point de
I’espace et c’est alors une fonction a(zx, y, z, f) des coordonnées spatiales et du
Lemps.

Nous aurons l'occasion de parler du produit scalaire de deux vecteurs, du
potentiel scalaire V(x, y, z), de la densité volumique de charge électrique
ple, I, 2), ete....

Un scalaire n’est pas toujours associé a4 un seul point de I’espace comme par
exemple la grandeur

r=Viz—b+p—n + L0

qui représente la distance du point de coordonnées (£, 1, {) au point de coor-
données (z, y, z). Sil’on convient de laisser fixe le point (%, =, £), la grandeur
r devient une fonction de =z, y, z. L’inverse 1/r du scalaire précédent revien-
dra souvent dans nos calculs.

II' est parfois plus commode de désigner les coordonnées d’un point par
x;, x;, T; plutdt que =, y, z, ou par &, &, &, plutdt que &, w, §. Cela permet
de désigner ces coordonnées d’une maniere globale par la notation z, ou £,
en convenant que I'indice u peut prendre les trois valeurs 1, 2, 3. De méme
les trois dérivées partielles s’écriront simplement

. 0 \ )
au lieu de i MRS

0, .
0xy, 0T, O

u

Pour les fonctions de r qui dépendent aussi des %, nous serons amenés &
prendre les dérivées partielles par rapport a ces variables et nous introduirons
les symboles primés

7 o T I,
O au lieu de T .
08, 08, 0%,

On notera que pour les fonctions de r, ona

D, = — O

Enfin, nous ferons un usage continuel de la régle de sommation sur les.
indices muets, ainsi appelés quand ils sont répétés haut et bas dans un produit
de plusicurs facteurs algébriques ou symboliques. En voici un exemple avec

DURAND. — [ 1




2 NOTATIONS ET FORMULES MATHEMATIQUES

le %évelloppement en série de Taylor de la fonction 1/r des variables £,. On
i a (fig. I-1)

.1_—\i/ l ‘u .l ( 1 \-’ y 1
I Lt o I L L G

1, S e 1
+n_lgr:EuEm Epangu(“ua“ ---h’PO’q<T>%o+ 2!

“Au lieu de prendre les dérivées partielles 0, de 1/r par rapport aux E,
puis de faire £, = 0 dans le résultat, il revient au méme de prendre la dérivée
changée de signe, soit — 0% de 1/R = [x] + af | 13}_%. On peut donc
écrire (1) sous la forme

2 —= \ gl Eubu <5 l EHEU(’)HDU —— el
{ 2 n

(— 1y — 1
+ anl EIIEU el Equb!bU e DO o %("R_')'

Ce développement n’esl convergent qu’a I'extérieur d’une sphére de rayon
o OM et de centre O. A linté-
U emm= MEME) P(x=y.2) rieur de cette sphére, on peut

= développer 1/r en série suivant
4 // les puissances croissantes de w,
1 AS/ ‘\\ Y, z, soit
O 1
1

! 1 Y
) ' 1 By 2‘ ahn”xtymzn ;

r

\\‘ /-' tm,n
e gt I m-Ltn—101,2""%
Fig. — I-1. C’est le développement en série de

Taylor de 1/r considéré comme
une fonction de z, y, z, au voisinage de I'origine O des coordonnées.
Un développement analogue a (2) peut étre utilisé pour (Log r) avec

r =V(@ —E&)® + (z,—E&)?, quand R> OM, soit

4) Log r =1 — Ed" + 3Rk — -+ g(Log R),

(

la somme sur les indices u, v allant de 1 a 2.

2. — Vecteurs. — a) Définitions et notations. — Un vecteur est représenté
par un segment de droite orient¢ (fig. I-2). Ana-
Iytiquement, il est défini par ses trois compo- - —-
santes en coordonnées cartésiennes rectangu- ’T

laires. Nous le représenterons par la notation A

et les composantes s’écriront A;A,A5 ou simple- ‘

ment A, . Quand on utilise les coordonnées x,

y, z, au lieu de xz,, on écrit A AA,. o
Les composantes A, d'un vecteur avec les A <z

indices placés en bas s’appellent les composantes

covariantes. On considére aussi les composantes

: contrevariantes A" avec U'indice placé en haut.

R En axes cartésiens on a toujours A, = A" B, — I,

Nous utiliserons néanmoins les deux notations

pour faire jouer la régle de sommation sur les indices muets.

x4
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Il existe deux types d’axes de coordonnées : les axes directs comme ceux de
la figure 2 et les axes inverses obtenus en modifiant le sens positif sur I'un
des trois axes. On utilise toujours des axes directs, sauf pour I’étude des variétés
cenanthiomorphes ot il est préférable d’avoir des axes adaptés au milieu pour
que les formules restent les mémes.

b) Champs de vecteurs. — Au lieu d’un vecteur appliqué en un point
unique de l'espace, on a souvent a considérer une infinité de vecteurs. S'il
v a un vecteur défini en chacun des points de I’espace, on a affaire & un champ
de vecteurs. Pour définir un tel champ, il faut donner trois fonctions A, des
variables x, y, z et éventuellement du temps {. Parmi les nombreux champs
de vecteurs que nous aurons I’occasion de rencontrer, nous pouvons citer

E B* Champ et induction électrique,
E* B Champ et induction magnétique,
J J* Densités de courant électrique el magnétique, ... ete.
Un autre champ de vecteurs dont nous aurons souvent besoin est défini par
r, =x,—k,.
C’est le vecteur joignant le point £, au point x,. Nous l’écrirons aussi
> > >
r=x—¢g.

¢) Produit scalaire. — Il est défini par 'expression

(R .B) = AB, + AB, + AB, = ZAuBu.

En utilisant la régle de sommation sur les indices muets, il s’écrit
(5) (A.B) = A,B"

Il est bon de noter que I’on peut toujours changer le nom d’un indice muet et
écrire par exemple

AB* = A B’ = A B”
On montre facilement que (A._ﬁ) est égal au produit de la longueur de chacun
des vecteurs par le cosinus de l’angle qu’ils com-
prennent, soit (fig. I-3) =

B
S ol )
(6) (A.B) = A.B.cos .
D’une maniere générale nous désignerons la lon- .
gueur d'un vecteur (ou son module) qui est un 8 A
nombre toujours positif par la méme lettre que le Fai
vecteur, mais nous supprimerons la fleche. Le pro- Fi¢. — I-S.

duit scalaire d’'un vecteur par lui-méme est le
carré de son module puisque cos = 1. En particulier

Fy =1 =rg* = (7, — &) (@ —EY)
c’est-a-dire le carré de la distance des deux points.

d) Produit vectoriel. — Le produit vectoriel de deux vecteurs A et B est
un vecteur C défini par

(7) C,=AB,—AB, (uww permutation circulaire de 123).
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On écrit aussi

(8) ¢ =[A x Bl

Le produit vectoriel n’est pas commutatif; il change de signe quand on
permute les deux vecteurs. Il change aussi de signe quand on passe des axes
droits 4 des axes gauches, mais nous avons dit que nous utiliserions toujours
des axes droits.

On sait que le produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur normal au
plan formé par les deux vecteurs primitifs de

telle sorte que les trois vecteurs K, ﬁ, C forment
un triedre direct; sa grandeur est égale a I'aire
du parallélogramme formé par les deux vecteurs

A et B ,soit (fig. I-4)

(9) = ALBosin
e) Produit mixte. — Le produit mixte de
Fic. 1-4 : ABC e T IAvR
SR trois vecteurs A B C est défini par C.[A x B];

T ¢'est donc le produit scalaire du vecteur & par
le vecteur [A x B]. On a la propriété suivante d’associativité

(10) C.I[A xB] =[C x A].B=2A.[B x C].

On montre qu’il est égal au volume du parallélépipéde formé par les trois
vecteurs, avec d’ailleurs les signes

(+) ou (-—), soit (fig I-5) vt
oL A A A
(11) [A xB].C=|B, B, By
\C'l CZ C'a

/) Double produit vectoriel. - Le
double produit vectoriel de trois o

- - - ~ !
vecteurs A, B, C, est défini par
I’expression

(12) C,[A"B’ — A'BY] = A%(C,B") — B%(C,A"),

A

Fiac. — I-5.

la régle de sommation jouant sur I'indice ». On I’écrit aussi
(13) G (A R B—Rql BB . .4

¢) Transformations orthogonales. — Le vecteur est une réalité intrin-
séque indépendante des axes mais les composantes dépendent du choix de
ces derniers. Dans une rotation des axes par exemple, les composantes se

modifient suivant une loi bien déterminée, les nouvelles composantes A,
étant des combinaisons linéaires des anciennes, ce qui peut s’écrire
(14) A, = @A,

avee une somme de 1 4 3 sur Vindice muet p. Sous forme matricielle cela
s’écrit

K| | o & |A X
(15) ‘Ag':-aé a  anf [Agl ou A — oA,
Bl ol o a3l A




-
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On notera que dans «, lindice du bas désigne la ligne tandis que l'indice
du haut désigne la colonne.
En multipliant (15) par la matrice inverse de 2, soit «~!, on obtient

(16) A =y1A,
Pour une rotation des axes, on a

b
17 Yt =3, ) ahel = 8o

[ w

Si l'on appelle matrice transposée de «, la matrice «;, dont les éléments sont
obtenus en permutant les lignes et les colonnes de , soit (), = ay, la
formule (17) s’écrit

(18) 2 (e = (a)ian = 3u
ou
(19) ooy = opa = 1,

ce qui prouve que z, = « !, c’est-a-dire que la matrice inverse qui figure
dans (16) coincide avec la matrice transposée.

Voici Pexpression générale de la matrice x des rotations oli », sont les
cosinus directeurs de Paxe de rotation et 6 la grandeur de I’angle dont tourne
le systéme :

(20)
2 (1—cos 6) +cos 6 Aphg (1—c08 0) +25 Sin 6 A;hg (1—co0s 6)—A, sin 6
@ = |hghy (1-—cC0S 6)—Ay 8in 6 13 (1—cos 6) +cos 6 hohg (1—cos 6) 4+, sin 6
Aghy (1—cos 8) %, sin 0 Aghs (1—cos 6)—X, sin @ A2 (1—cos 6)-I-cos

Exemples: Roration pE 120° AUTOUR DE L’AXE 3.

M=k =0, I3=1; cosb=—1/2, sin6 =32
d’oir =
| —12 v32 o e yan 01
{2y a=|_y58 1o ol @t=liap —1p O
| o 0ol 0 0 1

RoTAaTiOoN DE 90° AUTOUR DE L’AXE 3.

M=t =0, g =1; cos§ = 0, sing =1
d’on
0 1 0 [0 —1 6
(22) x=|—1 0 0 a1'— 1 0 0.
0 0 1 0 0 i
ROTATION ELEMENTAIRE
B =40

la matrice (20), avec cos f§ Z£1 et sin 6 #~ 36, donne

i By — Bwy 1 Swys By
(23) z = |— Buy 1 byl = [Bwy 1 Gwgl.
Bwy — Buy, 1 By Owg
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D’apres (14), les variations d’un vecteur A peuvent s’écrire
B4 BAy S KR AL A R Rpgen G I ReUEy
Les rotations ne sont pas les seules transformations qui jouissent de la

propriété o, = 2= et que I'on appelle des transformations orthogonales. En
voici deux exemples

1 150 w 0 )
(25) a’=|0 i 0, gf = |1 0" b|:
[0 0 —1 0=
2’ correspond a une réflexion sur le plan x; (changement de x; en — )
et «” correspond a une réflexion sur le plan passant par =z, el bissectant
I'angle (x;, x,). On vérifie aisément que o'z} = 2”2 = 1 et que l'opération
déterminant, effectuée sur le tableau de ces matrices, donne A = —1,

D’une maniére générale, d’aprés la regle de multiplication de deux déter-
minants, les relations (17), (18) et (19) s’écrivent aussi

(26) AM=1 doi A=cH1

et ’on vérifie aisément que les rotations correspondent a A = + 1.
On peut aussi montrer que dans les transformations orthogonales, le mineur
Al de o) dansle déterminant formé avec les «) est égal a

(27) Qs = o’ A.

D’une maniére générale, si (14) est la loi de transformation des composantes
covariantes d’un vecteur, les composantes contrevariantes se transforment
suivant la loi

(28) A3 = BEAY avec 4 = -

(Noter la permutation des indices dans la correspondance entre BI et ).
Dans le cas particulier d’une transformation orthogonale, d’aprés (27) on a
8% = o et (28) n’est pas différente de (14), ce qui est assez naturel dans le
cas des coordonnées cartésiennes puisque A, = A"

3. — Inversion d’une correspondance linéaire. — On a souvent entre n
grandeurs A; et n grandeurs B; des relations du type

(29) A =bB i,j=1,23..n

la somme sur I'indice muet j allant de 1 4 n. C’est le cas, par exemple des
charges et des potentiels d’un systéme de conducteurs en équilibre électrosta-

tique. Posons
A = déterminant des b,
B = mineur de b;; pris avec son signe dans ce déterminant;
Multiplions (29) par ®¥, soit
BkA; = Bikb,BI = A.S;.‘Bf — RN
en posant

ik
(30) akli — EBA— (Noter la permutation des indices)
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on a
(31) B = kA,

On voit que chaque B* est une combinaison linéaire des A; et 'on dit
que (31) est I'inversion de la correspondance linéaire (29).

4, — Tensenrs. — a) Définitions. - Dans 'espace ordinaire a trois dimen-
sions les tenseurs sont des grandeurs physiques qui ont un nombre de compo-
santes égal & 37 si p est I'ordre du tenseur. Par exemple T ol chacun
des indices wuvwij peut prendre 'une quelconque des valeurs 1, 2, 3, est un
tenseur de rang cing, trois fois covariant et deux fois contrevariant; il a 343
composantes. En coordonnées cartésiennes, comme pour les vecleurs, les
composantes covariantes el les composantes contrevariantes sont les mémes
et nous les utilisons uniquement pour faire jouer la régle de sommation d’une
maniere convenable.

Voici les principaux tenseurs que nous aurons l'occasion de rencontrer

5 Perméabilité électrique.

Perméabilité magnétique.

=) Tenseur symétrique des tensions élastiques.
e Tenseur symétrique des déformations.

B Tenseur de Maxwell.

[1%.  Tenseur piézoélectrique.

A/ Tenseur des coefficients d’élasticité, etc....

“Xun

On peut obtenir des tenseurs par la multiplication des composantes de plusieurs
vecteurs. Par exemple avec deux vecteurs A, et B, on peul former le tenseur
A,B, qui a 9 composantes asymétriques. On peut aussi considérer la combi-
naison antisymétrique [A,B, — A,B,] qui a 6 composantes non nulles. Enfin
il y a la combinaison symétrique (A B, + A B,) dqui posséde 9 composantes.

On forme aisément des tenseurs en coordonnées cartésiennes en prenant les
dérivées partielles multiples d’un autre tenseur. On a par exemple

/ ] ruru alln
32 gl ==
(32) ( r ) s i

Un tenseur qui se présente naturellement dans les calculs est le tenseur

5 o 0 siu##v

), X, = — ’
(33) Oy, Ouy 31 siu =,
qu’on appelle le symbole de Kronecker.

b) Rotation des axes. —— Dans une rotation des axes les nouvelles
composantes T sont des combinaisons linéaires des anciennes. D'une manieére
plus précise la loi de transformation de T,". est la méme que celle du
produit des composantes de vecteurs A B,CDJ/E,, c’est-a-dire que I'on a

w?

(34) il = BiBlodadal, Tok:,
avec une somme de 1 a4 3 a effectuer sur tous les indices muets. On voit que les
scalaires sont des tenseurs d’ordre zéro tandis que les vecteurs sont des tenseurs
d’ordre 1.

La loi de transformation d’un tenseur de rang deux, deux fois covariant,
peut se mettre sous une forme simple qui est parfois utile. On a en effet

Tw‘ = 15113{Ti_f = lI;JJI‘(mIr[‘)rlj :Z(aT)u] (al)jn = (aTut)uu’
J
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d’ot1, sous forme matricielle
(35) T == o Ty,

T étant la matrice carrée constituée avec les éléments du tenseur T et o
étant la matrice transposée de la matrice des transformations orthogonales.
. Cherchons la variation de T,, pour la rotation élémentaire (23). On a

W a4l ;
Ty = aya)Ty; et af =3 + 3w/

les  dw;; étant des grandeurs antisymétriques telles que By, = — 8w, = 3w,
el u, v, w, étant toujours une permutation circulaire de 1, 2, 3. En négligeant
les infiniments petits du second ordre, on a

7 A | = ai~f ~f~ i ~is B i
ey Ty = 8,3 + 8,8w) + /30! | T = 8wiT;, + EmﬁTuj + T,,

ce qui donne pour la variation cherchée
(36) 8Ty, = Ty, — Ty, = Tydwd + T;,80j.

¢) Régle de sommation. — Cette régle que nous avons utilisée pour
les vecteurs est particuliérement efficace dans le cas des tenseurs. En voici un
exemple ou I'on utilise aussi la possibilité de changer le nom d’un indice muet

(37) é— (A;B, — A B,] [C"D* — C"D¥] = (A,C* (B,D?) — (A, DY) (B,C?).

Sous forme vectorielle (37) s’écrit

(38) [A x BL.[C x D] = (A.C) B.D)— X.D) B.5).
En particulier, on obtient ainsi le carré du produit vecloriel de deux vecteurs
en faisant A — E, B =D dans (38), soit

(39) [A x Bl = A)«B) — (A.B).

La régle de sommation sur les indices muets peut aussi jouer sur les indices
d’'un méme tenseur; on I'appelle alors la contraction. Par exemple avec le
symbole de Kronecker on a 3! = 3. La contraction du tenseur (32) donne

4l )= gTy® % _3—3

(40) 0,08 (ﬁ s - Ta (zéro sir =£ 0).
T

d) Symétrie; antisymétrie; temseur adjoint. ~ Quand un lenseur ne
change pas en permutant deux de ses indices, on dit qu’il est symétrique sur
ces deux indices. Si le tenseur change de signe pour la méme opération, on dit
qu'il est antisymétrique sur les indices considérés; avec deux indices on a done
T;; = — T;;. Quand un tenseur est quelconque on peut toujours le décomposer
en sa partie symétrique et en sa partie antisymétrique, soit

1 . 1
Tyim o5 Tk Tyl o > [Ty—"Tyl = Sy + Ay
On notera que le tenseur antisymétrique de rang deux, qui a 6 composantes

non nulles n’en a que trois de distinctes, soit

’ 0 Tm =y T81
— Ty 0 TR
| Ty — Ta 0 |
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On peut lui faire correspondre un vecteur T,, n’ayant par conséquent
que trois composantes, par la formule

(41) T

w 2 uvw

le

tume €St Uindicateur de dualité. Il est égal & zéro si tous les indices ne sont pas
différents, a -+ 1 si wvw est une permutation paire de 1, 2, 3, 83 — 1 si
uvw est une permulation impaire de 1, 2, 3. Le vecteur T, s’appelle le vecteur
adjoint (*) ou dual du tenseur T, . Pratiquement la correspondance établie
par la formule (41) revient a écrire

(42) i — s
uvw ¢étant une permutation paire de 1,2,3, les axes de coordonnées
étant des axes a droite. Comme exemple on peut citer le produit vectoriel
de deux vecteurs ou le rotationnel d’un vecteur.

Le tenseur de rang trois T"" complétement antisymétrique sur ses
trois indices, a 27 composantes qui s’expriment toutes avec le méme nombre
précédé du signe (+) ou (—). On lui fait correspondre le scalaire T, qui n’a
qu’une composante, par la formule

(43) i £

£
6 Tuvw

'I'UUH'

Comme exemple de ce type on peut citer le produit mixte de trois vecteurs
ou la divergence d’un produit vectoriel.

5. — Analyse vectorielle. — a) Gradient d’un scalaire. — Soit &(x, y, z)
une fonction scalaire des coordonnées. Les trois dérivées partielles forment un
vecleur A, qui, par définition, est le gradient de la fonction ®. On écrit

2 -
(44) A, =0, ou A = grad &;
0, est un vecteur, parce que les symboles de dérivation partielle 0, se

transforment comme les composantes d’'un vecteur dans une rotation des
axes. Voici deux exemples de gradients

(45) Qur = rir ou gradr = 7 /r
E ! 1ok =] T
(4‘.)) Ll (T) = — ;3— ou grad (\ -r—) = — ;3

Dans ces formules les dérivées sont prises par rapport aux variables xz,. Pour
des fonctions de r on peut aussi prendre les dérivées par rapport aux variables

t,; en désignant par gﬂﬁ’ les gradients correspondants, on a
i— Sl
grad f(r) = — grad’ f(r)

Nous aurons souvent I'occasion d’utiliser cette derniére relation.
On représente souvent les symboles de dérivation partielle par les vecteurs

< e = s
symboliques & ou . Il ne faut cependant pas oublier que ce sont des symboles
de dérivation; ils commutent entre eux mais ne commutent pas avec une

(*) En coordonnées quelconques, il faudrait remplacer =, par \/|ET £, O ctantle
déterminant des g,,.
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fonction des coordonnées; si, par exemple, on doit prendre le gradient d'un
produit de deux scalaires a et b, il faut écrire

Oy(ab) = ad,b + bo,a.
On appelle dérivée d’une fonction f(z, y, z) suivant une direction de vecteur
unitaire 7, Pexpression

(47) n,;O"f l= (E‘M)l 4 .Cif_

dn

Nous rencontrerons souvent une expression de ce genre avec le vecleur uni-
taire de la normale positive & une surface. L’opérateur n," = dfdn peut
s’appliquer & un tenseur quelconque (scalaire, vecteur, etc...).

b) Divergence d’un vecteur. — La divergence d’un vecteur A est un
scalaire défini par I'expression

04 + azAa + 03A;.
On écrit aussi

(48) div A = 0,A" = (3.A).

On peut considérer la divergence comme un produit scalaire symbolique; elle
n’est pas modifiée par une rotation des axes. Voici un exemple de divergence

(49) " = divr = 3.
¢) Rotationnel d’un vecteur. — Le rotationnel d’un vecteur A est un
vecteur B défini par
(50) B, = [0,A, —0,A,] (u, v, w permutation circulaire de 1, 2y B
On écrit aussi
—— - = —_
(51) B=rotA =[0 x Al = [V x Al
On peut donc le considérer comme un produit vectoriel symbolique du
—_—
vecteur 9 par le vecteur A. Dans les pays de langue anglaise on éerit curl
—
au lieu de rot. Voici un exemple de rotationnel
rot 7 = 0.
d) Le laplacien. — L’opérateur laplacien est défini par

(52) 200 = o + of + o2 = (3.9).

On peut donc le considérer comme le produit scalaire symbolique de 3 par
lui-méme. On le désigne presque toujours par la lettre A. Il peut s’appliquer
aussi bien a un sealaire qu’a un vecteur, soit

AD = 20%b, AR = d,0"A

Voici quelques exemples de laplaciens :

1. Ar = 2/r.

2. D’aprés (40) le laplacien de 1/r est partout nul, sauf peut-étre au point
r — 0; nous verrons plus loin qu’il prend brusquement une valeur infinie.

3. Le laplacien de Logr ou r estla distance de deux points dans le plan
a pour expression

(53)

—2
re

©F + 0} Logr = >
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il est donc aussi partout nul sauf peut-étre au point r = 0; nous verrons
plus loin qu’il prend brusquement une valeur infinie.

4. Le laplacien de r s’écrit
(54) Ar = Alz—§| =0,

il est donc partout nul sauf peut-étre au point r = 0 ol la dérivée premiere
de la fonction est discontinue (voir fig. 29). Nous verrons que sa valeur est
infinie en ce point.

6. — Quelques identités vectorielles. — Ces identités sont le plus souvent
évidentes avec les notations explicites utilisant la régle de sommation et 'on
n’éprouve méme pas le besoin de les invoquer quand on les rencontre dans les
calculs. Les voici écrites sous les deux formes, les expressions symboliques
classiques n’étant pas du tout évidentes.

(0 — b =0, (D" = AD,
/ot grad ® — 0, /div grad & — A®,
(OU[OYA™ — QWAY] + D[OVAT — QUAY] + DUOUA® — dYAY] = 0,
?div rot A — 0,
(0,[0FAY — dYAY] = (D, AY) — DDA,
{Tot Tot A = grad div A — AA,

O (aAY) = ad A% + A".d.a,

div (@A) = a.div A + (A.grad a),
(0%(aA?) — d°(aAY) = a[d"AY — D*AY] — [A".d%a — A"'a],
{10t (aA) = arot A — [A x grad a,

DA, BY) = AUBY + BWUA,

= A'B + BYAY + A,[0"B' — 3*BY] + B,[0A? — d'AY]

grad (A.B) = (A.grad) B + (B.grad)A + [A x rot B]+[B xrot A]
(0,[A"BY — A'BY] = A® B’ — B®W,AY + B,"A" — A 'BY,
/ot [A x B] = A.divB — B.divA + (B.grad) A — (A.grad)B,

div [A x B] = (B.Tot A) — (A.rot B).

7. — Transformation des intégrales multiples. — Si 71 désigne le vecteur
unitaire de la normale extérieure 4 la surface S limi-
tant le volume », on a (fig. I-6)

(56) ffj:gTaﬁtD.dv:fﬂ_ﬁ.@.ds,
(57) fjf div A.dv =([I(E.K).ds,
(58) fff Tot A.dv =f£[ﬁxi].ds, g

Les relations (57), (58) se déduisent immédiatement \_/ g
de (56) en y remplacant & par une composante de T
vecteur, puis en formant la contraction et la combi- 3 ¢
naison antisymétrique.

Si une surface S s’appuie sur un contour fermé C et si le sens de circula-
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tion sur C par rapport au vecteur unitaire n de la normale est le méme que
le sens de rotation autour de Oz, qui
o amene Ox, sur Ox,, on a (fig. I-7)

= s
- (59) f=p.&’i:ff[ﬁxgr7¢’1¢]ds,
i S ‘c )
(60) LL(X.&‘T):f&_(?{.E’iK) ds,
% . 6y [@ x &= [[ @) &
i + [A x Tot A] —A.divA/{.ds.
e Fia. — I-7.

Les relations (60), (61) se déduisent immé-
diatement de (59).

On écrit parfois n.dS = dS. Dans ce qui suit nous écrirons toutes les
intégrales multiples avec un seul signe somme, les lettres placées au bas de ce
signe indiquant qu’il s’agit d’une intégrale curviligne, d’une intégrale de sur-
face ou d’une intégrale de volume (¥*).

Les six intégrales précédentes sont des cas particuliers d’une formule
générale valable pour un espace a4 un nombre quelconque de dimensions et
qui s’écrit

(62) j j Agldat dzv dzv . .
f' [a d ... Ay ldePdzt ... davdzy .. ],

les éléments d’intégration étant considérés comme des grandeurs antisymeé-
triques sur tous les indices. Nous aurons en particulier a utiliser I’expression

(63) f o,T dv = [ n,Tuds.

g

8. — Convergence ou divergence de quelques intégrales. — Les intégrales du
type

(64) j 610 g,

ol f est une fonction bornée dans le volume
v et r=MP (fig. I-8), sont convergentes
si n =1 ou n=2 et elles sont divergentes
a 'intérieur du volume si n > 3.

Quand le point P est extérieur, comme
sur la figure 8, l'intégrale est évidemment
convergente puisque la fonction a intégrer
reste toujours finie. Il suffit par conséquent Shal e
d’examiner les cas ou P est a lintérieur
de v». On peut alors entourer le point P
d’une sphére infiniment petite de rayon a. Les parties du volume v exté-
rieures a cetle sphére apportent une contribution finie a I'intégrale. Pour les

Pey.2)

precd s .
(*) Les relations (56) a (61) sont encore valables si ( ou A présentent des disconti-

- - = " 5 >
nuités, a4 condition de définir les symboles grad &, div A, rot A, en ces points; sinon, voir
les exercices (14) et (15) de la fin du chapitre.
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points intérieurs, désignons par f, la valeur maximum de f; on peut écrire

. > 2
j / dv < f, J g dr.
0

L &
i r

Pour n =1, n =2 on obtient respectivement 2wa®* et 4xna et ceci
tend vers zéro quand a > 0. L’intégrale (64) est donc convergente.

Quand n = 3, on a un logarithme qui est infini pour r = 0. C’est la
méme chose quand n ~> 3 car on obtient une puissance négative de a. Dans
tous ces cas les intégrales du type (64) sont
donc divergentes.

Dans le plan (fig. I-9), avec deux variables,

I'intégrale M (?,T;‘)

(65) J‘ I(E;n.ri) dS, ds

esl convergente uniquement quand n =1,

si le point P est a Iintérieur; elle est diver-

gente quand n > 2. Le raisonnement qui

conduit a ce résultat est le méme que précé- e P (xy)
demment. On considére un petit cercle qui
entoure P et ds = 2xr.dr. Quand n =1
I'intégrale étendue au cercle est plus petite
que 2zaf, qui tend vers zéro avec a. L’intégrale (65) est donc convergente
dans ces conditions. Pour n = 2 on a un logarithme et l'intégrale diverge.

On vérifiera de la méme maniere que 'intégrale dans le plan

Fig. — 1-9.

[I(E, 7). Log r.ds,

est convergente en tout point intérieur et extérieur a4 la courbe C qui limite
le domaine S.

Dans le cas o n = 1, 2 pour (64) ou n = 1 pour (65), on peut encore
avoir des intégrales divergentes si le volume v s’étend jusqu’a U'infini. Cela
se présente aussi bien pour les points intérieurs que pour les points extérieurs
au volume v ou a la surface S.

9. — Continuité ou discontinuité de quelques intégrales (*). — «a) Intégrales
de surface. — Considérons I'intégrale

! \ (66)
Py i) =— [f(a,v.,c)ér_’aa(})'ds

1 T
=4 J 100 s,

ol r est la distance du point M(, 7, )
de la surface au point Pz, y, z) et

7 — MP. Le gradient est pris par rap-
B (::,g, z) port aux coordonnées x, y, z du point
P (fig. I-10). Une telle intégrale est
une fonction des coordonnées de P qui
est discontinue a la traversée de S.
Si I'on considére les valeurs Jy, et J_, pour deux points Py, et P,

Fig. — I-10.

(*) Voir E. DURAND : Ann. de la Fac. des Sciences de Toulouse, p. 161, 1956.
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situés de part et d’autre de S et a son voisinage immédiat, ainsi que la valeur
J; au point P, situésur S entre les deux points précédents, on a

- —= 3 1
(67) iy — Jioy = 1. f(Py). §(1)/2
1 = - /a-
(68) - P + d) = 3.

On a 1, 1/2, 0 suivant que le point P, est sur S, sur la courbe C qui la
limite ou en dehors de S; n est toujours le vecteur unitaire de la normale
positive.

Les relations précédentes sont valables quand f(M) est une fonction
continue et finie du point M sur la surface et quand le point P, est un point
régulier de S. Pour des points singuliers de S on a des expressions différentes
et en particulier I’intégrale devient infinie pour un point conique.

Si I’on a des intégrales analogues a (66) ou la fonction f est remplacée par

e -
un vecteur A avec multiplication scalaire ou vectorielle, soit

1 - — i
(69) g %E‘/S‘[A.grad(ﬁrf)].ds,
> 1 —- —1
(70) 3 =—E£[A X grad(T)].ds,

on a évidemment

1,
(71) Jay—J=) = (A.R) (1)/2,
& > = & 1,
(72) Jy— J= = [A X n]{1/2,

ainsi que (68). puisque (67) et (68) sont valables pour chacune des composantes

du vecteur _X. —
Dans le plan ot r est la distance MP du point M(%, ) d’une courbe C
au point P(z, y) (fig. I-11), on a des formules
= analogues aux précédentes pour I'intégrale

@3) 3 =5 [ 1 0.grad (Log n).at

1 T
=ﬂ£f(M).F.dl

soit
= - . 1’
() 4y — J— =N.f(Py). (1},:’2,
1 > - >
(@) 5 I+ Il = I
P (x.y)
Fie, — I-11, N est le vecteur unitaire de la normale posi-

tive a la courbe C etl’'ona 1,1/2,0 suivant
que P, est surla courbe C, sur I'un des deux points A;, A, qui la limitent

ou en dehors de C. =
Aux points A; et A,, les composantes de J dans le prolongement de la
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courbe C deviennent infinies, mais varient d’une maniere continue et c’est
pourquoi la différence (74) est encore finie, avee la valeur 1/2.

Les résultats précédents sont valables pour un point régulier de la courbe C.
Si la courbe présente un brusque changement de direction, toutes les compo-

santes de J sont infinies au voisinage de ce point.
Si f, dans (73), est remplacée par un vecteur A(M), avec une multipli-
cation scalaire ou vectorielle, on a des expressions analogues a (71), (72) ol

— 5 >
N remplace simplement n; par exemple avec

(1,
1 1 \'1(+)"__:'(—) = (A-N);l,’Z,
(76) 5= (A-—)-dl on a /o,

1
'? ’{‘J\-H +'1(—1: = J,.

c

Revenons aux figures (I-10), (I-11) et considérons les intégrales
77) 3 =f i) ST ff(M) Log r.dl.
g I Je

Contrairement a (66) ces intégrales (77) sont continues a la traversée de S
oude C soit

(78) oy = d=-) = Jg-

La démonstration est analogue a celle qui conduit a (67). Si f(M) est continue
on élimine toute discontinuité dans la fonction sous le signe somme en retirant
de S un petit disque entourant le point P. On n’a donc qu’a examiner le cas
ou S est un disque plan et ol I'on se déplace suivant son axe.

On notera que I'intégrale (66) n’est autre que le gradient changé de signe
de {77y

b) Intégrales de volume. — L’intégrale

1 M)
79 .
(79) H(P) i fu' . dv

est une fonction des coordonnées du point P qui est continue ainsi que ses
dérivées premiéres, quand le point P traverse la surface S qui limite v
(fig. I-8). Par contre les dérivées secondes sont discontinues et I’on a

(80) (@ ograd)? {3y — )} = [(Py).
Le laplacien de J est aussi discontinu puisque
(81) Ady =0,  Ady = —f(P).

Pour montrer que (79) est continue ainsi que ses dérivées premiéres et pour
obtenir (80), il suffit de noter que pour I’étude de ces discontinuités, on peut
remplacer le volume v par un petit cylindre de base circulaire, le point
P, étant au centre du cercle de base. On est donc ramené au calcul de J
sur 'axe d’un cylindre. Sur la surface méme la valeur des grandeurs discon-
tinues est toujours la demi-somme des valeurs de part et d’autre.

Les formules précédentes sont encore valables dans le plan avec deux
variables et pour I'intégrale (fig. 1-9)

(82) 3(P) = —-21—“] (M) Log r.ds.
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10. — L’angle solide () sous lequel, d’un point P, on voit une surface S
limitée par une courbe C. — On rencontre souvent des fonctions discontinues
a la traversée de certaines surfaces; physiquement elles sont dues a la présence
de charges simples ou de dipdles et analy-
tiquement elles sont plus ou moins ratta-
chées aux propriétés de la fonction angle
solide Q.

Par définition, 1’angle solide sous lequel
du point P de la figure I-12 on voit la
surface S limitée par la courbe C, a pour
expression

o o= / dQ =f°‘;20ds
S

= / (E.L)ds:~ (ﬁ}.grad(}—)>ds.
Js > ] r

On peut dire aussi que 1’angle solide est la
surface découpée dans la sphere de rayon 1
et de centre P, par le cone de sommet P
s’appuyant sur le contour C.

L’angle § varie de 0 4 = de telle sorte que 'élément d’intégration dQ
est positif si 'on voit le coté positif de la surface 0 <6< (w/2) et négatif
si I'on voit I'autre coté (=/2) <= 6 <~ =). L’angle solide & est une fonction
des coordonnées de P qui est discontinue a la traversée de la surface S.

D’aprés la formule (71) du paragraphe précédent et puisque @.n) =1,
on a

Fic. — 1-12.

(84) Q(+1 i Q(_, == 411‘.',
(85) Q, =

$

3 Quy + Q| (pour un point régulier de S).

b | =t

Sur la courbe C quilimite S la fonction Q@ est indéterminée et dépend de la
direction suivant laquelle on aborde la courbe.

Si la surface S est fermée la courbe C disparait et on vérifie aisément
(fig. 1-13) que Q — 0 sile point P est a 'extérieur; Q, = -— 2= si le point

Fie. — I-13.
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Q i

P est sur la surface en un point régulier; enfin Q = — 4z sile point P est a
I'intérieur. Dans ce cas particulier les relations générales (84), (85) sont bien

vérifiées.

Pour des surfaces fermées présentant des points singuliers ou des arétes,
comme sur la figure I-14, 'expression de Q, n’est plus valable. Sur une aréte,

P "

Fic. — I-14.

e e

s

dont I’'angle du diédre formé par les deux plans tangents est z», ona Q,=-—2x;

au sommel du cone de révolution de demi-
angle 8 on a Q,=—2x (1-—cosf); aux
sommets d’un parallélépipede rectangle on a
Q, =—m=/2 et sur 'une des arétes ou « = =/2
ona Q = .

Sur une surface cylindrique indéfinie
s‘appuyant sur un contour fermé C (fig. 1I-15)
on aencore Q' =0; 0" =—4x; O, = — 2x;
la surface n’est pas fermée mais I’angle solide
sous lequel on wvoit les ouvertures finies
rejetées a 'infini, est nul.

Pour une surface conique non fermée de

sommet O et s’étendant jusqu’a linfini (fig.

du céne, on a

a 'intérieur,
a l'extérieur,
(sauf au point O ou Q = 0).

§Q = (z—4m)
(86) o=
{Q, = (« — 2n)

Comme cas particulier du précédent, avec = = 2=,

normal en O a I’'axe Oz et (86) devient

(87) Q7 = — 27, O Do

— 00 ) P
Fig. — I-15.

1-16), si =z est 'angle solide

on a un plan indéfini

Q, =0;

(Le point singulier du cone disparait dans ces conditions).
Voici quelques exemples d’angles solides qui nous serons utiles. Le demi-

DURAND. — [

2
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plan S limité par la droite C normale au plan de la figure I-17 est vu du
point P sous l’angle

P

n (88) Q=2, Q=0
T avec
oo
AT W — = o<W
Fi6. — I-17. On le vérifie sans peine en calculant

I’aire découpée dans la sphére de rayon 1
avec dS = sin 6.d6.dg, l'angle 6 variantde 04 = et langle v de 0 a g
La figure I-18 représente diverses surfaces s’étendant jusqu’a l'infini et

Fia. = 1-18.

s’appuyant sur une circonférence d’axe Oz, ainsi que la variation de Q
le long de I’axe. Cette derniére a pour expres-
sion

(89) = 2= (cos § — cos ;)

avec

0<<o<<m,
0
lp, = 0 correspond & un demi-cylindre infini 27T
situé dans la région z>> 0; une valeur quel-
conque de l'angle 6, correspond 4 un cone - o
tronqué de demi-angle au sommet 6,; enfin
p, = =/2 correspond 4 un trou circulaire dans N'zn

un plan indéfini.

Pour une surface plane intérieure a la circon- . — i
férence de rayon a (fig. I-19) on a
‘ —1" stz 0,
(90) Q = 27 (¢ — cos 6) avec = ) 0 Sl =20,
=y 5 T -

Pour un point P hors de Paxe, @ s’exprime en fonction des intégrales de
Legendre de premiére et de troisieme espéce

(91)

T =z
I and. v i g R SERTIRT..
5](’(') ‘['; ‘/:k—’s_inﬂ_,‘{l, ’ + S( ’ m) .f(; ‘/1 iy Sin’ '\P ! [1 L) Sins ‘P]




I N f—z fer VT — mag(k, m) — (k) |
1

=v.4aR; o \/4111:{ i s’\r’1—~m==R_a.

ry T (R+a)’ R +a
v"(?+ a) + z*; R: distance du point P a l'axe Oz.

(—1 si (—1 si R<a,
1o si i R=a,
[ 1 si z> _ si R> a.

Le terme en J; est discontinu pour R = a, car J; devient infini comme
=/2Y(1 — k) (1—m?) quand m —-1, mais
celte discontinuité est compensée par ——zz'%.
Quand R = 0 dans (92), on retrouve la for-
mule (90).
On peut montrer (*) que lintégrale de
surface (83) qui définit ’angle solide, se trans-
forme en intégrale curviligne qui s’écrit
(fig. 1-20)

xil.af)
(94) Q:/Cng ’"-?
]

ol v esl un vecteur unitaire constant de
direction arbitraire.
Il est assez naturel que 'on puisse mettre
(83) sous la forme d’une intégrale curviligne,
puisque pour un point P tel que celui de la figure I-21, I’angle solide est
le méme pour les deux surfaces S et S’ (on aen effet Q =0 pour 'ensemble
des deux surfaces (S” + S) qui constituent
une surface fermée unique); il ne dépend donc
que de la courbe C. Toutefois pour un point tel
que P’, il y aurait une différence de == 4x
pour ces deux mémes surfaces. On peut done se
demander a quelle surface S correspond la for-
mule (94). Un examen plus attentif montre que
c’est un cylindre ¥ demi-infini qui s’appuie sur
la courbe C et qui se dirige vers l'infini dans
la direction et le sens du vecteur unitaire 3.
Fre. — 121 L’avantage de (94) sur (83), c’est que l'on a
déja intégré sur une variable.

v

11. — L’angle - sous lequel, d’un point P du plan, on voit les extrémités
A, et A, d’une courbe C.— Avec r = PM = /(x —E) + (y—)* (fig. 1-22)
on a

(95). ¢ == qu,: fﬁ"—sﬁd1=fwdz=f(ﬁ.gra’d(Logr))dz.
Je Wi T G B c

(*) E. Duranbp, C. R. Acad. Sciences, t. 242, p. 78, 1956.
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Un telle fonction des coordonnées du point P est discontinue a la traversée
de la courbe C. D’aprés les formules (74), (75) du paragraphe précédent, on a

(96) P) G-y = 2m
97) 9, = r;— {94y + o)l (pour un point régulier de la courbe C).

Fia. — 1-22.

Si C est une courbe fermée (fig. 1-23) et si la normale positive est la
normale extérieure, on a: ¢ =0 pour un point
P’ extérieur et ¢” = —2=x pour un point P~
intérieur. Sur la courbe C elle-méme, en un
point régulier on a ¢, = —m, et o, =—§ pour
un point anguleux ou les deux tangentes font
un angle 8

Sur la droite A passanl par les points A,
et A, d’une courbe C limitée,on a g == ou
zéro suivant que l'on est entre A;A;, ou en
dehors de cet intervalle. Aux points A,, A,
la fonction o est indéterminée, sa valeur dépen-
dant de la manieére dont on se dirige vers ces
points.

e = oes La formule qui correspond 2 la formule (94)
de D'angle solide, s’écrit
: = e — 7 < o <,
(98) 0= ay— oy avec g_“ gl oy

les angles » étant comptés positivement ou négativement a partir d’une direc-

tion ¥ arbitraire. Avec cette formule, on remplace la courbe C par deux
demi-droites A, el A, paralleles, issues des points A;, A, el s’éloignant a

Vinfini dans la direction ¥ (fig. 1-22).

12. — Propriétés de quelques laplaciens singuliers. — a) Expressions relatives
au laplacien A(1/r). —— Nous avons vu que ce laplacien était partout nul
saul peut-étre pour r = 0 ou son expression se présentait sous la forme
0/0. Les formules qui suivent vont nous montrer que sa valeur au point O
doit étre considérée comme infinie, car son produit par un facteur nul peut
avoir une valeur finie.
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InTRODUCTION DE A(l/r) DANS UNE INTEGRALE DE VOLUME. — Si nous
convenons d’appliquer au symbole A(1/r) les regles habituelles de transforma-
tion des intégrales multiples, on peut écrire

(99) j/fA(l?)du =lfb[/;div’ﬁ’(ir).dv

= f/ (n.grad’) (—%).ds = O,

4 étant P'angle solide sous lequel on voit, du point P(z, y, z), la surface S
qui limite le volume v (fig. I-24, a). Pour une surface fermée on a Q = — 4x,
— 2m, 0, suivant que le point P est 4 'intérieur de S, sur S ou al’extérieur.
L’expression (99) s’écrit alors

(100) f:[f.}(ir).du it (})/z

Dans les autres cas ot le volume » s’étend jusqu’a I'infini, il faut considérer
les diverses valeurs de € du paragraphe 10.

Fig. — I-24.

Le fait que I'intégrale de volume de A(1/r) ait une valeur finie alors que
A(1/r) est partout nul sauf au point r = 0, nous conduit & admettre que ce
symbole est infini au point r = 0. On peut en effet réduire le volume autour
de ce point & une valeur aussi petite qu’on le veut de telle sorte que I'intégrale
se présente sous la forme indéterminée (0 x ) et Q en est la vraie gran-
deur.

Si f(%, n, ) est une fonction continue, il est facile de voir que I’on a

(101) ff f(E,'q,C).A(—}_).dU:Q.f(m, ¥, 7).

En effet A(1/r) étant partout nul sauf pour r =0 c’est-a-dire
(& 1, ) = (x, y, z) on peut réduire le volume v & des dimensions aussi petites
que 'on veut autour de r = 0; on peut donc faire sortir j(M) de I’intégrale
en lui donnant la valeur f(P) et (101) se réduit alors a (99).

Si la fonction f présente une surface de discontinuité X a l'intérieur du
volume v comme dans la figure I-24, b, en un point régulier de £, on a

(102) —2x(f, +f) auliende —4xf dans (101).

Pour établir (102) a partir de (101) il suffit de décomposer le domaine » en
deux domaines »; et v,; pour chacun d’eux, le point P est sur la limite et
(101) s’applique avec le facteur Q = — 2.
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En prenant les dérivées partielles des deux membres de (101) et en admet-
tant que I'on puisse dériver sous le signe somme, on obtient

aos) [ 1 u 0. b;"o,A( ) do = Q. [ @y, 2

En fait cette relation est une maniére d’introduire efficacement dans les
calculs le symbole 0LOYOYA(r—1) qui est partout nul et qui a pour r =0 une
valeur infinie, mais de nature encore plus complexe que A(1/r). L’intérét des
relations du type (103) c’est qu’en leur appliquant toutes les régles habituelles
de l'analyse relatives aux fonctions classiques, on aboutit a4 des relations
exactes. Par exemple on peut passer du premier membre de (103) au second
membre en intégrant (I + m + n) fois par parties (*).

INTRODUCTION DE A(1/r) DANS UNE INTEGRALE CURVILIGNE., — Le symbole
(104) ff(M).A(—i).ZT
Je y

est nul partout sauf sur la courbe C, ou il prend une valeur infinie (fig. I-25, a).
Son intérét est qu’il donne une valeur finie quand on Pintroduit dans une
intégrale de volume; d’aprés (100) on obtient en effet

(105) — 4= ff(M).ET.
e
dl
MEnEL)
o)
P(xy.
o (ey.2) b

Figc. — I-25.

Nous utiliserons cette propriété dans la définition des densités volumiques
correspondant a des densités linéaires du type habituel.

On obtient aussi une valeur finie en prenant le flux de (104) a travers une
surface coupée par la courbe C (fig. I-25, b). Comme on a (H.a).ds = ==
avec un signe (+) si C coupe S du coété négatif vers le coté positif et un
signe (—) dans le cas contraire, on peut écrire successivement

(106) f‘j dsff(M) A( ) & = ffff(M) A( ).dv=m41t.f(Po).

L’expression est infinie en tout point de C. Quand on prend son flux a
travers S on peut se limiter a I’élément dS — 0 et 'on comprend que ceci
puisse étre fini puisque c’est de la forme (0 x =).

(*) Voir au chapitre X1I, la théorie des disfributions mathématiques. On notera que
Yon a ici ofdyolf = (— 1) Hmtrotdliof.
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On pourrait aussi considérer des expressions analogues avec un symbole du
type (104) mais ot f(M) serait remplacée par un vecteur avec multiplication

scalaire ou vectorielle par di.

InTRODUCTION DE A(1/r) DANS UNE INTEGRALE DE SURFACE. — L’expres-
sion symbolique
P > il |
(107) f/ f(M).n.A(——).ds,
v ls i

qui est une fonction des coordonnées x, y, z du point P, est partoul nulle, sauf
quand le point est sur la surface S, auquel cas elle est infinie (fig. 1-26, a).

M(Epr)

P(xy2)
a) b)

Fie. — I-26.

Certaines opérations effectuées sur celte expression conduisent a des grandeurs
finies. Par exemple, on peut en prendre I'intégrale de volume, ce qui donne

(108) L ‘U J(M) .7 .ds.

On peut aussi calculer sa circulation le long d’une courbe C qui coupe S
(fig. I-26, b) ce qui donne

\

(109) J;Ef.J:[;f(M).ﬁ.A(ir).ds = —4n;§‘:j(P,.)—§f(Pj)g.

V=

si G coupe m fois S danslesens (—, +) aux points P; et n fois S dans
le sens (+, —) aux points P; (en particulier m = n =0 si C ne coupe
pas S). Quand f(M) est une constante on a simplement

(110) J;EIIJ;H.A (%).ds R

L’expression (107) est infinie en tout point de S, mais la circulation qui
s’effectue sur une longueur nulle se présente sous la forme (0 x o) et a une
vraie valeur finie.

On peut aussi utiliser des expressions symboliques analogues a (107) mais
ou [ est remplacé par un vecteur avee multiplication scalaire ou vectorielle.

b) Expressions relatives au laplacien A(Log r). — Dans le plan, avec
r=y(@—E)?+ (y—)*, cestlelaplacien de (Logr) qui jouit de propriétés
analogues a celles du laplacien de A(1/r) dans l'espace. Il est en effet nul
partout sauf pour r = 0 ol sa forme 0/0 a une vraie valeur infinie,
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La formule correspondant a (99) s’écrit (fig. [-27)

(111) Jf A(Log r).ds = — ¢
s
¢ ¢tant I'angle sous lequel du point P on voit la courbe C qui limite S.
Comme ¢ =-—2x, —=x, 0, suivant que le

point P est a 'intérieur d’une courbe réguliére
fermée, sur cette courbe ou en dehors d’elle, on
peut écrire

- a:
(112) _j J A(Log r).ds = 2= 3./2,

(

Si le point P sur C est un point anguleux
de la courbe et si « est I'angle des deux tan-
gentes, on a «/2n au lieu de 1/2 qui corres-
pond & o = =. Sila courbe C a des points a
Tinfini, (112) n’est plus valable; par exemple deux demi-droites issues d’un
point et formant un angle «, la formule (111) donne (2n — «)/2%, (z — o)/2%,
—a/2n. Quand « == cela devient une droite indéfinie et1’on a 1/2, 0, —1/2.

Les expressions qui correspondent a (101), (103) s’écrivent

Fia., — 1-27.

(113) [ 10 scogn as = —s fia,w)
et

(114) [ 16 ) omsacog ry.ds = — smtfce, ).

Si le point P intérieur se trouvait sur une ligne de discontinuité pour la
fonction f, on aurait =(f, + f,) au lieu de la valeur 2xf donnée par (113).
L’expression symbolique

(115) f f(M). N .A(Log r).dl
G
ott N est le vecteur unitaire de la normale positive a la courbe C (fig. 1-28, a),

est une fonction de P(z, y) partout nulle, sauf sur la courbe C ou elle est
infinie.

)

Fia. — I-28.

Quand on prend la circulation de (115) le long d’une courbe C’ qui coupe
C (fig. I-28, b) on obtient une valeur finie. Elle s’écrit

(116) J; W’fcf(M).ﬁ.a(Log r).dl
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et comme (c_ﬁ’.ﬁ) .dl = £ ds avec (+) ou (—) suivant que C’ coupe C
du sens négatif vers le sens positif ou inversement. On voit que cette expression
(116) se ramene a (112) d’on

(117) fri’l" /C (M) R . A(Log r).dl =2ﬂ}2f(Pf)—-2f(Pj)
2 s i=1 =t

: §

si C' coupe C, m foisde (—) vers (+) aux points P; et n fois de (+)
vers (—) aux points P,
Si j(M) est une constante, on a simplement

(118) [;J'fC'N’.A(Logr).dl — 2x(m — n).

Par exemple dans le cas de la figure I-28, ¢ (*) on a m =3, n =1. Sile
circuit I" coupait la courbe aux points A; et A, m’ fois dans un sens et
n’ fois dans l'autre, il faudrait ajouter a (118) le terme =(m’-—n’) sans
facteur 2.

¢) Expressions relatives au laplacien de r = [x — f|]. — DPour une
fonction d’une seule variable, le laplacien se réduit 4 la dérivée seconde 03 ou
0;. Dans ce cas c’est la fonction r = |z —%| dont le laplacien jouit de pro-
priétés analogues a celles que nous avons rencontrées pour (1/r) et (Logr)
avec trois et deux variables respectivement.

Comme r = (x—E) si >% et r =(¢—x) si £<Ti, on voit que I'on
apartout Ar = 0 sauf peul-élre pour r = 0 ou la dérivée dr df présente une
discontinuité (fig. 1-29).

r:]sc—E| A'd-g'
1 bt —_— {
T
0 v >
PG £
o
Q) b)
Fig. — 1-29.

Si nous convenons d’appliquer au symbole Ar la regle d’intégration par
parties on peut écrire successivement

b b d [for or\&=» L
/ e il P = — — ¢
(119) f Ar.dE fa 2 (OE).d, (@E)e:a 2)(1)52,

avec 1, 1/2, 0 suivant que le point P de coordonnée x se trouve entre les
points A et B de coordonnées a et b, sur I'un de ces deux points, ou en
dehors de cet intervalle, soit respectivement

gxza, Tr=d,

a<z<b, = e, o

(*) Le sens positif sur I" a été oublié; le lecteur le rétablira.
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Le facteur 1/2 dans (119) provient de la valeur nulle de la dérivée pour
x = £. C’est une convention qui parait naturelle quand on considére la marche
d’escalier de la figure I-29, b comme la limite de la courbe en pointillés de la
méme figure.

De (119), on en déduit, comme dans les paragraphes précédents, que 'on
a pour une fonction continue f(x) de I'intervalle (a, b)

b 1’
(120) J f(E) Ar.dE = 2.(x). ;(1)/2,

Si f(x) présente une discontinuité simple en un point P(x) intérieur a
(a, b), ona |fi(x)+ fy(x)| aulieu de 2.f(x)
Enfin la relation qui correspond a (103), (114) s’écrit :

. (1,
(121) [ " (E) Ar. dE = 2.0;/(35).3 1/2,
o a 0.

On notera que le laplacien de r qui est la dérivée de la courbe de la fi-
gure 1-29, b peut étre considéré comme infini au point £ = x, comme on y
est invité par un passage a la limite & partir de la courbe en pointillés. On
peul aussi arriver au méme résultal en notant que dans (119), 'intervalle
d’intégration peut étre réduit 4 d% — 0 et comme le produit Ar.d% est fini,
c’est que Ar est infini au point £ = x; on a alors une expression du type
(= x 0) qui peut avoir une vraie valeur finie.

z). — La relation (101)

peut s’écrire

a22) 0.4@ v = [YE 0. L= divéﬁﬁf%dv

- _divf Y. grad’ (lr) dv,
v

les symboles primés désignant toujours les dérivées par rapport a &, 7, {. Si
I’on intégre par parties et si I’on pose

(123) & = /'p grad’(l) dv _fgpﬁ ds¥f*grad y.dv,

on a -
divah = —Q.4¢,
{35 =& Ay

(123) est donc une solution du systéme (124).

Si I'on fait rentrer le symbole div sous les signes somme de & etsionle
transforme en — div’, on peut intégrer par parties pour I'intégrale de volume
et 'on obtient 'identité de Green

(125) Q.Y(P) =‘£mp.d—:-’_‘[;'ﬁ.%(%)gﬁﬁ'q;—?_aa(lr)%ds.

Si I’on a affaire 4 une surface S fermée et réguliére et si ’'on introduit le
symbole d/dn = 7 .grad’ de la dérivée normale, elle prend la forme classique

. g dv 1 dy d (1
(126) ‘1:-)/2%471'-P(P) o= —j) Ak!)- 7 +fs%“;a_—"])(?n (T)éds
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Rappelons que 1, 1/2, 0 correspondent respectivement aux trois cas ot le
point P de coordonnées z, y, z est a U'intérieur de S, sur S, & l'extérieur
de S.

Quand le volume v est tout ’espace et que les intégrales de surface s’an-
nulent sur la sphére de rayon infini, il reste

(127) dm . Y(P) = —[/f ay- 2.

Nous verrons que ce cas se présente pour le potentiel coulombien.
Dans le cas d'une fonction J(x, y) a deux variables, on obtient comme
précédemment, mais a partir de (113), I'expression

1 ) . "
(128) 1/202%.4(P) = / AY.Logr.ds — ] YLogr- ¥ __y
gy

d /
| I Yo (Logn){dl,

C étant une courbe réguliére fermée qui limite le domaine S du plan. Dans le
cas général d’une courbe C ayant des points a I’infini avec des points anguleux,
on aurait — ¢.4(P) au premier membre de (128).

Enfin pour une fonction J(x) d’une seule variable, en opérant comme pour
les formules précédentes mais a partir de (120), on peut obtenir, avec
o;r = —0,r et en intégrant par parties

1 v E=b
(129) 1!"3(2-‘#(13) = f Opp.r.df —{rdgy — Jopr| i,
0 ) e :

s Vs Z)- ¢ X QI'
part encore de (101), écrite pour chacune des composantes d’'un vecteur A,
soit

130) Q.A(,y,2) =Ajrl%dv=—}ﬁﬁ——gr_aﬁdivt fi}du.

On a deux termes dont chacun est le produit de deux opérateurs; on fait rentrer
les premiers sous le signe somme et I’on intégre par parties, ce qui fait apparaitre
des intégrales de surface. En posant

{3ty | & = vk / gdu—frot’A—gf[
(188 ' o = —aiy fﬁ‘du =Idiv’:3;d—v— f(?i.K)ﬁ,
v r v r J8 T

I'équation (130) s’écrit alors

e, oo —_

= —QA,

(133) %grad a—ro ]

ot ¢
div

=l N

Les expressions (131), (132) sont une solution particuliére du systéme (133)

d’équations aux dérivées partielles quand Q et A sont donnés (se donner
Q revient évidemment & se donner le volume »).
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En faisant, comme dans les paragraphes précédents, rentrer les opérateurs
— —
rot et grad respectivement dans les intégrales de & et a, puis en les rempla-
el
cant par E)’t—’, grad’, et en intégrant par parties, on obtient la relation cherchée

(134) Q.K(z,y,2) = fz[ﬁ’ﬁ % grad (l)]+ div’K.grad(—l)édu
v i r )

—fsg(ﬁ.ﬁ)-ﬁ(%) +[[?i x Al XQ}EE(%)]gdS-

Le premier terme de 'intégrale de volume de (134) peul encore étre trans-
formé par

S S 3
(135) E)’t'gmtr Az = Lﬁ’rot’xf[m’z X grad’(%)J,

r

en intégrant (135) et en transformant le premier membre en intégrale de surface,
puis en portant dans (134), on obtient la nouvelle forme

(136) © Az, y, 2) =f}%§37: Tot’ A + div’K.graEd(};)zdv
G ]
- o 1 ! T e—— .
+f%[n x Tt A — (@ A)grad(T)
S

H[[_ﬁ x Al x ﬁ(%)]gd&

L’équation (134) donne A quand on connait sa divergence et son rota-
tionnel & Vintérieur de » (ot Q = —4=%) et quand on connait ses valeurs
sur S qui limite v. Lo

Quand S est rejeté a 'infini et que 'on a A — 0 suffisamment vite pour
que les intégrales de surface soient nulles, il ne reste dans (134) et (136) que
les intégrales de volume. Nous verrons que c’est le cas pour les champs et les
potentiels-vecteurs du type coulombien et ampérien que I'on rencontre dans
I’étude des phénoménes permanents de 1'électromagnétisme.

Pour un vecteur fonction de deux variables (z, y), on peut obtenir a partir

de (113) ot f(§, n) est remplacé par K(E, 1), une expression analogue a (134)
soit

A37) oAz y) = f { [Fot’ X x grad (Log r)] + div’ A grad (Log )} ds.
s

i f { . K).grad (Log r) + [[A x K] x grad (Log )]} dL
C

ol g estl’angle sous lequel on voit la courbe C. Pour une courbe fermée, on a
¢ = — 2x,—=, 0 suivant que le point P de coordonnées (x, y) est a I'inté-
rieur de C, sur C, a l’extérieur de C.

On peut aussi mettre (137) sous une forme analogue 4 (136) en faisant

e o
apparaitre rot’ rot’ A.

il ) b
15. — Identité relative @ deux vectenrs A(x, y, z) et B(x, y, 7). — Si A
et B sont deux vecteurs quelconques, les composantes étant des fonctions
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des coordonnées x, y, z a l'intérieur du volume v limité par une surface S,
on a l'identité

v

j {A.divB + B.divA —[A x rot B] — [B x rot A} do,

(138) =j {A.(A.B)—[A x [A x Bll{ ds,

[ iB.(R.A)—[B x [A x A]]! ds.
o8

o n estle vecteur unitaire de la normale extérieure a la surface S.
En développant le double produit vectoriel on vérifie aussitot que les deux
intégrales de surfaces sont identiques puisqu’elles donnent toutes les deux

==

(139) / {A.(A B) + B.(7.A) —A(.A .B)| dgs.

Pour démontrer (138) on peut partir de I'identité tensorielle évidente

! (140) 0, (A"B” + A'BY) — 3w, A B¥|
= A".3,B" + B%.p,A" — A,[0"B’ — 0*B*] — B,[0"A? — d0"A"]

En intégrant dans le volume », le premier membre de (140) donne (139)
et le dernier membre écrit sous la forme vectorielle ordinaire redonne bien le
premier membre de (138).

16. — Théoréme relatif a U'intégrale de volume du produit scalaire de deux

vecteurs. — Soient A et B deux champs de vecteurs qui satisfont aux rela-
tions

—_— =

(141) divA =0, rotB=0.

b por - & i
Nous supposerons que A et B sont partout continus sauf sur certaines
surfaces fermées en nombre fini. Sur ces derniéres nous admettrons que les

composantes normales de A et les composantes tangentielles de B sont
continues, soil

o - . -

(142) n.(Asy—A-) =0, [A X Bty—By)] =0
les signes (+) et (—) désignant les vecteurs de chaque cdté de la surface et
dans son voisinage immeédiat. Par contre les

—
composantes normales de B et les composantes

l{ tangentielles de A peuvent avoir des discon- o
! tinuités quelconques a la traversée de la sur-

'ﬂ face S. .". i
Enfin imaginons une sphére de rayon r |
englobant toutes les surfaces (fig. I-30); nous 0" - ;
admettrons que A et B s’annulent 4 I'infini -‘.hr:_““ :
de telle sorte que N b
(143) lim. (rA) = 0,
re o e oo
Hm @B) =0. e

rex Fic. — I-30.
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Dans ces conditions nous allons montrer que 1’'on a

(144) /ff (A.B)dv = 0,

I'intégrale étant étendue a tout 'espace.
Comme le rotationnel de B est nul on peut poser T grad b, la fonction
b étant un scalaire. On a done

(145)  (A.B) = A.grad b = div (bA) — b div A = div (bA)

Désignons par v les volumes intérieurs aux surfaces S et par V le
volume du reste de ’espace. On a

(146) //‘J (A.B)dv = / div (bA) dv + fv div (bA) dv.

Les volumes v sont limités extérieurement par les surfaces S. On peut ima-
giner que V esl limité extérieurement par la spheére T de rayon r, puis
faire tendre r versl'infini;de plus V estlimitéintéricurement parles surfaces S.

Les intégrales du second membre de (146) se transforment en intégrale de
surface et quand r — oo l'intégrale étendue 4 X tend vers zéro en vertu

des conditions (143). 11 reste alors

(147) U/ A .B)dv = / PR R s =1,

Le théoréme est done bien démontré. . o
Remarque : Le théoréme peul étre étendu au cas ot (n.(Ay, — A—))) n'est
plus nul; (144) sera encore vérifiée en vertu de (147) si

(148) J bRy — Acsy)) ds = 0.

17. — Déplacement arbitraire des points d'un milieu continu. — «) Variation
d’un vecteur joignant deux points du milieu. — Soient dx, les composantes du
déplacement des points du milieu, qui
sont des fonctions des x,. Le point
P de coordonnées x, viﬂ; en P’
et les composantes de PP’ sont
(3z,),,- Le point Q de coordonnées
x, + Ax, vient en Q’ et les compo-
santes de QQ° sont (8%,). + Auy-
Les déplacements étant arbitraires,

le vecteur (T(j’ est différent de PP.’.

Le vecteur F(—) joignant les deux

points P et Q du milieu devient le
—_

vecteur P’Q’ aprés le déplacement

des points. On a (fig. I-31)

Fie. — I-31. (149) P%-Q + 6—2—2; s 13;' Gl PrQ/

d’ol1 pour la variation 3(PQ) = (P'Q’ — PQ) du vecteur PQ

(150) 3(PQ) = QQ' — PP’
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ce qui s’écrit encore sous forme explicite
(151) BAZ,) = (BTt da, — (L),

En développant en série de Taylor la fonction 3z, des coordonnées x,
et en se limitant aux termes du premier ordre, le second membre de (151) peut
se mettre sous la forme

(152) 3(Ax,) = Az,0'(3z,) = A(3x,)

C’est la relation cherchée.

Noter que A(3x,) est la différentielle totale de la fonction 2z, el que
Ax, peut s’écrire Ax'0,x, de telle sorte que le symbole A a la méme signi-
fication dans les deux membres de (152). En d’autres termes la relation (152)

-

exprime que les symboles A et 3 commutent entre eux.

b) Variation du volume d’un parallélépipéde élémentaire. — Considérons

i Tty P 5 5 - . > >,
le parallélépipede élémentaire formé par les trois vecteurs A;r, A,r, Agr issus
d’un méme point P. Son volume est

e e = Al:’!’-u AIII‘ Alxwi ¥iot
(a3 A =AT AT At EitA ST N Agili= Aplis]
As:ru AS!:l:u Azrw.

C’est en fait un tenseur complétement antisymétrique et de rang trois. Calculons
la variation 3(Ar) de ce volume dans un déplacement arbitraire &z, des

points du milieu, les extrémités des vecteurs AT joignant deux points de ce
milieu. En variant successivement chacune des colonnes du déterminant (153)
et en utilisant la formule (152) nous obtenons les trois déterminants

(154)  3(Ap) = 0,3z, )Avliw) 4 0, (3x, )AVI™) 4 b, (3x, ) Aviavk]

Mais, a cause de I'antisymétrie du tenseur Av(®?l, Jes sommes sur les indices
muets i, j, k =1, 2, 3 n’ont en fait qu'un seul terme au lieu de trois, celui
pour lequel ist o, w: f£u, w; kK u, 9, cest-a-dire i =1, j =p, k = w.
L’expression (154) s’écrit done

(155) 3(Av) = (AD).0,(3zY)
ou
(156) "(TAU‘L) — div @)

¢) Variation de I’élément de surface d’un parallélogramme élémentaire. —
On calcule comme précédemment la variation de 1’élément de surface formé

o1 g 5 > > . 5
par deux vecteurs élémentaires A, 7 et A,7 et dont I'expression est

> > 8, AT
(157) ASm = [Alr X .:\gr]". =4 A:xu A:xﬂ = ASl_i'u'
On trouve
(158) 3(AS,) = AS,0,(8x") — AS,D, (5x") :

ou vectoriellement

(159)  3(A8) = AS.div (3A) — [AS x rot (3%)] — (AS.grad) (3%)
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18. — Variation des densités volumiques dans le déplacement des points d’un
milien. — a) Densité scalaire. — On peut imaginer que ces points sont les
atomes ou les molécules qui constituent le milieu matériel. Quand il y en a un
trés grand nombre dans un élément de volume, on peut traiter le milieu comme
s’il était continu. Nous allons raisonner sur la densité moyenne de charge
électrique p(x, y, z), mais les résultats sont évidemment valables pour une
densité scalaire quelconque.

La variation 8> est la somme de deux termes 3p,, el Zp, associés
respectivement au déplacement d’ensemble des points d’un élément de volume
el A la variation du volume occupé par un groupe d’atomes déterminés. Pour

le premier terme la formule de Taylor

donne
P = po + 8x,.0%
,: M (3cq.2c2.¢5) oo
(160)
3 j el et (ﬁ-gTaﬁ e)
§ Mo(x, - &c,, 5c,— B¢, , 3¢ - D)

la variation &p;, est en effet égale a
(pop—p¢) etnon a (p —p,) car on uti-
lise ici des axes (*) fixes (non liés aux
points matériels) et 3p,, est la varia-
tion de ; dans cet élément de volume fixe placé en M (fig. [-32).

Pour déterminer le deuxiéme terme 354, il faut se rappeler que o est une
] densité volumique telle que pdv = dq: en considérant maintenant le volume
5 occupé par un nombre de charges bien déterminé on a &(dg) = 0, d’ou

i ogs
(161) Bpy =T p% = — o div (3))

[ S

Fig. — I-32.

en vertu de la formule (156).
Pour la variation totale on a donc

5 = 3pa) + Bae = — |Br.grad p + p div GA)
soit
(162) g = —div s oAl

Nous utiliserons cette formule dans le calcul de I’énergie électrostatique.

b) Densité de courant. —— Considérons une densité de courant permanent
(163) Jx, y, 2 = oD,

Sa variation dans les mémes conditions que précédemment s’écrit

(164) 3J, = 0,.85 + p.30,.

11 suffit de calculer la variation 3p,. Elle a deux causes; une premiére
tient a la nature du vecteur vitesse d’une particule puisque v, = Ax, /Al Si
on laisse Al inchangé, on a d’aprés (152)

Az,

(165) @o)a =5

. 3(3x,) = v,0'(3x,).

(*) Chaque fois qu’il y a déformation nous ne pouvons utiliser des axes liés a la matiére,
car nos formules sont écrites en coordonnées cartésiennes.
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. >
La deuxiéme cause de variation est due au fait que »(x, y, z) est une
fonction des coordonnées; comme précédemment pour 5z, on a

(166) (Bo ey = — 82,00,
Pour la variation totale on a donc
(167) a0, = (B, + (Buye = v,0%(8x,) — 8z,0',.
En portant (167) et (162) dans (164), on obtient
(168) §J% = — v, (p3x") + ppd¥(Bx") — p(Bx,)O'v".

Si le courant est conservatif, on a 0,(pvY) = 0 et en ajoutant a (168) le terme
nul 3x%0,(pp’) on obtient

(169) B8J% = —,[pv". 82" — pv¥.Bx"] = — d,[T*.8x" — J".3x"]
ou encore sous forme vectorielle

(170) 33 = ot [5x x J].

19, Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées quelconques.
— Les coordonnées cartésiennes d’un point sont reliées aux nouvelles coor-
données par des relations du type

(171) ¢ =z%g' ¢* ¢*), u=1,2,3;
ou inversement
(172) qi == qi (xls xﬂ’ xs)! [ = ]) 2: 3!

de telle sorte qu’une correspondance biunivoque soit établie entre les deux
systémes. Jusqu’a nouvel ordre nous ne considérerons que les composantes
contrevariantes avec un indice placé en haut. En principe nous utilisons le
jeu des indices u, v, w, pour les coordonnées cartésiennes et le jeu des indices
i, j, k, pour les coordonnées quelconques; éventuellement on est aussi amené
a considérer d’autres jeux comme [, m, n, etc...

En différentiant (171) et (172), on déduit les relations entre les dx et les
dq', ou leurs inverses

(173) dT¥ = Dot dat dgt =0, ghidzt,

On écrit simplement 0, pour d/o¢' et d, pour d/ox; il y a une somme
sur les indices muets i et w dans (173).

Pour simplifier I'écriture, nous poserons

(174) o =0z  Bu = 0,0

L

ce qui permet d’écrire (173) sous la forme
(175) de¥ = o'dg',  dg* = B, dxv.

Comme la deuxiéme de ces équations s’obtient en inversant la premiére,
de (30) on déduit

ko Aok L w
(176) w = AT, avee A = d8t|'15|,
s A u_v v_u . e i w
: = AT [ata—a Ay s mineur de ay.

DURAND. — [ 2
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Ce déterminant A est appelé le déterminant fonectionnel de la transforma-
tion.

Inversement en notant que la premiére équation (175) s’obtient en inversant
la deuxiéme, on peut écrire

w w \ A = dét ‘ﬁi"|
177 i =&Ya, '
(177) % (a9 i Zyes (®: mineur de BY.
On sait que 'on a

(178) Al = AL

Ces mineurs ¢}, et B! obéissent a des identités remarquables qui s'écrivent

(179) e, =0, B =0.

w

Vérifions par exemple la premiere de ces équations (179). On part pour cela
de 'expression du déterminant A par développement sur la ligne i, soit
Akl = A,
Dérivons les deux membres par rapport a ¢, soit
B + aldal = 3.
Mais on a 0 = 0% et Ao est la dérivée 0,0 du déterminant A;
il reste donc i
2oy =0
multiplions par ﬁ;’u ce qui donne B:E,Diclf“ = (0, ou en définitive la premiére

équation (179); le raisonnement serait le méme pour la deuxieme équation (179).
Les identités (179) s’écrivent encore

(180) 3(Bud) = 0,  dy(afa) =0

On peut passer de la premic¢re équation (175) a la deuxiéme en multipliant
par Bi; ou inversement de la deuxiéme a la premiére en multipliant par

2;"; d’ol les relations

(181) B, =, hel =82

Sous forme matricielle (*), ces deux derniéres relations s’écrivent simple-
ment

2.f =f.a =1

ce qui veut dire que les deux matrices = et B sont inverses I'une _de l’autreE
On notera que I’on a entre les opérateurs 0; appliqués a des fonctions de ¢

et les opérateurs 0, appliqués aux fonctions correspondantes des z, les
équivalences

(182) % = Bidp O =D,

20, — Définitions et propriétés relatives au tenseur métrique. — Le carré de
1a longueur du vecteur élémentaire dont les composantes sur les axes cartésiens
sont dx a pour expression

(183) di = 3, dz?dx’.

(*) En fait dans o et (i, Pindice inférieur correspond aux colonnes et ces relations
s'écrivent d’abord B2, = 1 et af, =1 puis («f), =1 et (fa), =1.
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En utilisant les formules (175) de transformation, on obtlient I'expression de
dl? en fonction des dg', soit

(184) di = g,;dq* dq/
en posant
(185) Gip = a?a::'auu'

On notera la symétrie des grandeurs g¢;; sur les deux indices i et j.
En comparant (183) et (184), on peut dire qu’avec les axes cartésiens, on
avait

(186) o n

La formule (185) montre alors que g, se transforme comme un tenseur
symétrique covariant (voir formule 216). Ces tenseurs g,, ou g;; sont appelés
les tenseurs métriques.

Si on désigne par g le déterminant des Y;j» il est facile de voir que I'on a

(187) gE= s ou A= i\/’é.

‘ B Lk N
En effet le second membre de (185) qui s’écrit aussi 2 xi‘a'} montre que

u
le déterminant des g;; s’obtient par la multiplication du déterminant & par
lui-méme. Le déterminant g est done toujours positif; il n’en est pas de méme
de A qui est positif ou négatif suivant que les arétes coordonnées (u, v, w) et
(1, j, k) forment des triedres de méme sens ou de sens conlraires.
Pour simplifier I'écriture de (184) on définit les composantes covariantes
dq; avec I'indice i en bas, par les relations

(188) dg; = g;;dg’ et da i — Sppda?.

Les composantes covariantes et contrevariantes sont donc les mémes en axes
cartésiens mais elles sont différentes en axes quelconques. Avec ces définitions
on peut écrire simplement

(189) dB = dz, dev = dg; dg'.

) Epﬁn pour inverser la correspondance (188) entre les dg;, et les dg, on
définit le tenseur métrique deux fois contrevariant ¢¥/, avec les deux indices
en haut, en posant

(190) gl = g-1Gl avec GY = mineur de g,;.

D’apres cette définition (190) et la régle de développement d’un détermi-
nant, on a

(191) g gy = 3.
On peut donc inverser la correspondance (188) sous la forme
(192) dq' = g dgq;.

En définitive on voit que les g;; ou les g4 servent respectivement a faire
descendre ou monter les indices des différentielles de coordonnées; ¢’est pour-
quoi le premier membre de (191) peut encore s’appeler gf,- et correspond aux
composantes mixtes du tenseur métrique; (191) s’écrit donc aussi

(193) - y{ =3/ (symbole de Kronecker).
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On vérifie sans difficulté que les g% s’expriment en fonction des B}, par
une expression tout a fait analogue a (185), soit

(194) g = giplsw.

Cette formule fait nettement apparaitre la symétrie des grandeurs g' sur
leurs deux indices i et j.

On peut dire qu'avec les coordonnées cartésiennes on a g% = 3" et (194)
esl alors la formule classique de transformation d’un tenseur deux fois contre-
variant.

21. — Les composantes d’un vecteur A en coordonnées quelconques. —
a) Composantes contrevariantes et covariantes. - Si A" sont les composantes

s
du vecteur A sur les axes cartésiens, on appelle composantes contrevariantes
de ce méme vecteur, les trois grandeurs a' reliées aux A" de la méme
maniére que les dg' étaient reliés aux dx”, soit

(195) A" = oa ou at'= BLAY,

De ces expressions (195), on déduit 1'expression du carré de la longueur
du vecteur qui en axes cartésiens est 3, A"AY, soit

(196) Ay = 5,,A"A" = g, a'al.
sont toujours définies par des expressions

Les composantes covariantes «;
analogues a (188), soit

(197) a, = g,a.

Cette correspondance (197) entre les a/ et les a; s'inverse toujours sous la
forme analogue a (192) ol interviennent les ¢/ contrevariants

(198) a = gla;.

En multipliant (195) par g;;, on vérifiera que les composantes covariantes
a; sont reliées aux composantes cartésiennes A, par les expressions

(199) A, = 8La ou inversement (=g

En axes cartésiens, les g,, étant égaux aux symboles de Kronecker, on a
A, = A" d’apres la relation générale (197) entre les composantes contreva-
riantes el les composantes covariantes.

Avec les composantes covariantes, le carré de la longueur du vecteur A,
en dehors des expressions (196), peul encore s’écrire

(200) (A = aal = glaa,.

b) Composantes en vraie grandeur sur les arétes d’intersection ou sur les
normales aux trois surfaces coordonnées. — Si l'on fait ¢' = Cl® dans les
équations (171), on a I'équation paramétrique d’'une surface. On obtient deux
autres surfaces en faisant soit ¢2 = Ct¢ soit ¢® = Cte.

En un point P de coordonnées z“ passent trois surfaces coordonnées du
type précédent (fig. 1-33). Elles se coupent deux a deux suivant 3 arétes, qui
en général ne forment pas un triedre trirectangle.

Cherchons les cosinus directeurs des tangentes a ces trois arétes, par rapport
au triédre cartésien Oz, x,, 2.




COMPOSANTES D’UN VECTEUR

! D’aprés (175) le vecteur élémentaire tangent a l'aréte (¢% ¢*) a pour
composantes

(201) datl = o d puisque g —=dgie=—30
ses cosinus directeurs 3} sont done dx"/V3, dx"dx’, soit

w H

A = 21 - Q"1
1 e T —— .
£ u
Végaay  Vgn
Xy
A
surface q'=c
S
A2
o e

X,

Fie. — 1-33.

Pour les autres arétes, on a des formules analogues, d’olt les expressions

cherchées
w

(202) W= ‘/""_.
Gii

Déterminons maintenant les trois cosinus directeurs des trois directions nor-

males respectivement aux trois surfaces ¢' = Ct¢. Comme o« est un vecteur

porté par I'aréte sur laquelle i varie, le produit vectoriel [afa} — ofaj] est

un vecteur normal a la surface ¢¥ = Cte. D’apres (176) il en est de méme de

{ifj.. On a donc pour les cosinus directeurs cherchés =k

ke k
(203) o8 g Bl
Vaupigk /gt

Dans ces conditions, considérons un vecteur A issud’un point P (fig. I-33)
Désignons par A, ou A" ses composanles sur les axes cartésiens; par A'
avec un indice en haul ses composantes en vraie grandeur sur les trois arétes et
par A; avec un indice en bas, ses composantes suivant les trois normales aux
surfaces ¢¥ = Cte. On a évidemment

(204) Ko e '
Ve
(205) A, = Ag, = Al

Vgt

En comparant ces expressions (204), (205) ou leurs inverses aux for-
mules (195), (199), on en déduit que les composantes en vraie grandeur A’
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sur les arétes et A; sur les normales aux surfaces, sont reli¢es respectivement
aux composantes contrevariantes et covariantes par les expressions

(206) Ai =g, ai, A, =Vgila, (sanssomme surVindice i)

— Produit scalaire
de deux vecteurs. — Partons de l'expression A B"” du produit sealaire de

— -
deux vecteurs A et B, en coordonnées cartésiennes et introduisons les
composantes covariantes a; ou contrevariantes » de ces mémes vecleurs
en coordonnées quelconques, par les formules (195), (199); on a alors

(207) (A.B) = A,B” = Blaab — dabi = api

En vertu des relations (197) et (198) entre les composantes contrevariantes
et covariantes d'un vecteur, on peut aussi écrire (207) sous la forme

(208) A,BY = AYB,, = 3WA,B, = 3,,A"B" = q;bi = aib, = g, alb) = glab,.

Les expressions (196) et (200) sont des cas particuliers de produit scalaire d’un
vecteur par lui-méme.

Un produit scalaire qui se rencontre souvent est la circulation d’un vecteur:
on a

(200) f( - A dz® — / a; dgt =fa"dq‘-.
v e o C

Le cosinus de 1'angle 6;; que forment les deux arétes le long desquelles 1
et j varient respectwement est le produit scalaire des deux vecteurs )" el
A soit

9ij )
\/giigjj \/giigjj

(210) c0s 0;; = 3, MA} =

Les systémes de coordonnées orthogonales sont done caractérisés par

(211) gy = 0 quand D=co |

b) Produit mixte de trois vecteurs. - Le cas le plus intéressant est le produit
mixte de trois vecteurs ¢lémentaires dont les composantes sur les axes carté-
siens s’écrivent dxly,, dx¥,, dxl,. Il définit le volume du parallélépipede
élémentaire formé sur ces trois vecteurs, soit

2 3
dxyy, dxfy, dxp, 3
(212) do = |dxlyy dx,  dxl,| = ldxpl
3
dzyy, dxyy, dxgy)

D’apres (175), avec les coordonnées ¢f, cette expression prend la forme
@13)  do = |daly| = |ol" daip| = ia}| Idgip| = A.|dgiy).

En fait on prend les valeurs absolues des deux déterminants pour avoir un
élément de volume toujours positif (d’'une maniére plus précise on considere
Iinvariant adjoint a ce tenseur antisymétrique du lroisiéme ordre; voir plus
loin la formule (228).

Dans le systéme des coordonnées g¢f, on choisit un parallélépipéde
élémentaire dont les cotés sont les arétes coordonnées: le déterminant dgg, se
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réduit done a sa diagonale principale et (213) s’écrit
(214) dv =V g dq* dg* dg*,

car on peut supprimer I'indice inférieur des dgg, qui est maintenant inutile.
Dans le systéme des coordonnées x', on choisit un parallélépipede élé-
mentaire dont les cotés sont paralleles aux axes, d’oll

(215) dp — dxtde? daf, puisqoe. g =1.

23. — Tenseurs et tenseurs-adjoints en coordonnées quelconques. — On
appelle tenseur toute grandeur & plusieurs indices (haut et bas) qui se trans-
forme suivant la loi (34) du paragraphe 4, dans un changement quelconque du
systéme des coordonnées, soit

(216) Tis'l = BiB/abodal, T

les «’ ou 8, étant donnés par les expressions (174).

Les relations (195), (199) sont des cas particuliers de celte expression (216)
et montrent que les composantes contrevariantes ou covariantes d'un vecteur
forment des tenseurs de rang un. Par contre les expressions (204), (205) montrent
que les composantes en vraie grandeur d’un vecteur sur les arétes ou sur les
normales aux surfaces ne forment pas un tenseur.

Les relations (185) et (194) sont d’autres cas particuliers de (216) et montrent
que les g;; et les g/ sont respectivement des lenseurs covariant et contre-
variant de rang deux.

Beaucoup de lois physiques expriment I'égalilé entre deux tenseurs de méme
variance. On peut méme faire passer les deux tenseurs dans le premier membre
de I’égalité et la loi est du type

(217) LAk

Dans ces conditions, on voit que si 'on effectue un changement de coor-

données chaque nouvelle composante T = est, d’aprés (216) une combinai-
son linéaire des composantes de T: - la loi (217) prend donc la forme

(218) Tuso = 0,

c’est-a-dire qu’elle conserve la méme forme que (217). C’est en cela que consiste
Iinvariance des lois physiques de forme tensorielle vis-a-vis de tout change-
ment du systéme des coordonnées.

Pour définir les tenseurs adjoints en coordonnées quelconques, il faut
@’abord trouver un indicateur de dualité w; ., qui soit un tenseur covariant
complétement antisymétrique sur ses trois indices et le tenseur contrevariant
correspondant. Pour cela on pose

1

(219) Nijir) = g* E(ijK)

en convenant que dans tous les systéemes on prendra

(220)
i LTy e { + si (ijk) permutation paire de (123),

1 {—si (ijk) permutation impaire de (123).

11 est facile de voir que (219) se transforme bien comme un tenseur dans un

TRy
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changement d’axes; en effet le déterminant fonctionnel A se transforme
suivant la loi :

(221) B =Ter
et 'on a l'identité

(222) Slnowl® ek = Egpalal’].
Comme

(223) Vi==tA, Vg==Aa,
Pexpression (221) s’écrit

(224) Tk = % % % iuyuls

ce qui est bien la formule de transformation d'un tenseur de rang trois.
De (219) on déduit les composantes contrevariantes par les formules habi-
tuelles, ce qui donne

(225) U )

Considérons maintenant un tenseur TWK ou Ty, de rang trois,
complétement antisymétrique sur ses trois indices. On peut lui faire corres-
pondre un tenseur adjoint qui est un invariant T par les relations

st iy L
(226) T=— ) Ty g = = ﬁsf”"] Trijuy

1 - i L
(227) = & T Tlijkl — % Vg erijig TOH.

En fait, ces relations (226), (227) reviennent a écrire

(228) TWK = \7T: Typo = Vg T.
g

L’élément de volume (213) est en fait U'invariant adjoint du tenseur anti-
svmétrique |dqb-)\.

A un tenseur antisymétrique de rang deux TU/ ou Ty;; on peut faire
correspondre un vecteur adjoint T, ou T* par les relations

1 Lol ;
(229) Ti =< TUK = Eg egiga TV,
sbargphmt i
(230) Pl ST 50 7 eli/k) Typg

ou inversement on peut faire correspondre un tenseur antisymétrique a un
vecteur par les expressions

(231) Tap = T T = «WRT,,

ce qui revient a écrire plus simplement

(232) TV = % Typ = Vg T

i, j, k, étant une permutation circulaire de 1, 2, 3.
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L’introduction de ces tenseurs adjoints simplifie parfois les formules; par
exemple on a

(233) 1) Ay pBUll = A, Bk,
(234) 1 A By Clikl = (ABY).C.
24. — Transformation des expressions contenant les dérivées partielles.

— D’apres (182) les symboles de dérivation partielle se transforment comme
les composantes d’un vecteur covariant. En fait quand on a un produit de fac-
teurs symboliques ou les 0, alternent avec des composantes de vecteurs, il ne
se transforme pas, en général, comme un tenseur; ceci parce que les symboles
de dérivation partielle ne commutent pas avec les x?' ou les IB:,

a) Gradient d’un scalaire. — Si ®(z") est une fonction des trois variables
a% elle devient une fonction & }a%(ql, ¢% ¢ | = v[a(q‘) apres le changement
de coordonnées (171). On a

(235) ol = oo, ou inversement 0,0 = BLO.

Les grandeurs 0,0 se transforment donc comme les composantes d’un
vecteur covariant. On peut done dire que 0.4 est la composante covariante du
gradient en coordonnées quelconques, soit

(236) (grad ); = .
La composante contrevariante s’en déduit de la maniére habituelle
(237) (grad TJ)‘ = gidx \'J

Enfin, d’aprés (206) les composantes en vraie grandeur sur les axes ou sur
les normales ont respectivement pour expression
(238) (grad L) =y g, g¥ 0, (grad ¢); = Vgt Oy

sans somme sur 'indice i. Nous plagons les indices des composantes en vraie
grandeur entre parenthéses pour rappeler que ce ne sont pas des indices
indiquant la variance tensorielle.

Si l'on a, en coordonnées cartésiennes, une relation du type

(239) o, = A,
apres le changement de coordonnées, elle devient
(240) o = a,

en désignant par «; la composante covariante du vecteur A dans le nouveau
systéme d’axes.

La différentielle totale de la fonction & est un invariant et garde la méme
forme dans tous les systémes de coordonnées, soit

(241) dd = 0,0 .dx" = [ﬂ (\{4 dgl = ogb.dgt.

b) Divergence d’un vecteur. — En coordonnées cartésiennes z on a
div A = 0,A". Cherchons ce que devient cette expression quand on passe des




516 TABLE DES MATIERES

4. Correspondance entre le champ E" d’un systéme de charges élec-
triques et I'induction B** du systéme associé de courants magné-

nDsp | AR A A R T ST S N R 479
5. Forme lagrangienne des équations de l'électrostatique............ 480
6. Forme hamiltonienne des équations de I'électrostatique ........... 481
7. Les équations de I’électrostatique s’obtiennent en annulant la varia-
ton ditme integralatfie 2, SRS ST AL e Sy 482
L8 DISTRINUTIONS MATREMATIGURR UG e ihss Sava i st bals s o e o 483
7 G B0 0 (1 R e s et e e S o o e b e s 483
20 Les aistribntions & o R Ll e 484
3. Distributions définies par une fonction et ses dérivées ............. 484
4. Les fonctions pénérallsdes ... .osc: vevina oo sasatsn i vhi wiliain. 485
5. Distributions définies par des valeurs principales de Cauchy........ 486

DEVELOPPEMENT EN SERIE, AU VOISINAGE D'UN POINT DES SOLUTIONS DE

L'EQUATION FONDAMENTALE DE L'ELECTROSTATIQUE . ..-v.viviinneensnns 487
1. Solutions de I'équation sans second membre ..................... 488
20 Cas on Fntest pas Il or e T b obsaion e e v R0y 2 i e e 401
3. Développement en série d'une solution réguliére dans le vide (f = 0). 493
4. Voisinage de la courbe qui limite une distribution de charges sur

nne surface conigue, cylindrique; o0 PIANE :.ooviviini svasmumiinals 494
5. Distributions volumiques : point M, sur 'aréte de base d’un cylindre
de revnlabion’ oo dh ol b bann s sty e R o LU N 496

B RROIORS i Vo ik o o m s e S R SN e e S s B e e s e e 500
BB TECCE PRI 5 o) Fhm iy wo il i w5 et b hae onc it w Tt e et N L LR M 501

INDES ATPHABRATIGUR DES MATEERER " o o icouave eis b sla i e s s o s e v aleaus i s ol lblaate 503

MASSON et Cle, Editeurs, ‘
120, Bd St-Germain, Paris (VIe),
Dépét légal : 4° trimestre 1964. l

Imprimé en France
Marca registrada

IMPRIMERIE DURAND,
Luisant-Chartres (Eure-et-Loir)
(7-1964)




Participant d’'une démarche de transmission de fictions ou de savoirs rendus difficiles d’acces
par le temps, cette édition numérique redonne vie a une ceuvre existant jusqu’alors uniquement
sur un support imprimé, conformément a la loi n°® 2012-287 du 1¢" mars 2012
relative a I'exploitation des Livres Indisponibles du XX¢ siecle.

Cette édition numérique a été réalisée a partir d’un support physique parfois ancien conservé au
sein des collections de la Bibliothéque nationale de France, notamment au titre du dépét légal.
Elle peut donc reproduire, au-dela du texte lui-méme, des éléments propres a I'exemplaire
qui a servi a la numérisation.

Cette édition numérique a été fabriquée par la société FeniXX au format PDF.

La couverture reproduit celle du livre original conservé au sein des collections
de la Bibliothéque nationale de France, notamment au titre du dépot légal.

*

La société FeniXX diffuse cette édition numérique en vertu d’une licence confiée par la Sofia
— Société Francaise des Intéréts des Auteurs de I'Ecrit —
dans le cadre de la loi n® 2012-287 du 1°" mars 2012.

Avec le soutien du

Centre national



	Couverture
	Page de titre
	PRÉFACE DU TOME I
	CHAPITRE PREMIER - NOTATIONS ET RAPPEL DE FORMULES MATHÉMATIQUES
	Achevé de numériser

