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INTROD UCTION

De nos jours, on ne peut lire un article scienti-
fique sans y rencontrer des expressions telles que
« loi exponentielle » ou « loi logarithmique ».
Récemment, présenté & un médecin, j’eus le plaisir
de I’entendre faire cet aveu : « Je n’ai jamais rien
compris aux mathématiques et j’en suis fort géné,
car pour faire de la biologie, je dois apprendre ce
qu’est un logarithme népérien ! » Il faisait allusion,
je pense, au pH d’une solution acide ou alcaline,
a moins que ce ne soit & une loi d’accroissement,
avec le temps, du nombre de bactéries que renferme
une culture.

Diis a esprit inventif du mathématicien écossais
Neper (1), les logarithmes semblent nés du désir des
mathématiciens de son époque de trouver quelque
invention qui simplifit les effroyables calculs numé-
riques auxquels ils étaient sans cesse contraints de se
livrer pour la résolution des triangles célestes, seule
application des mathématiques que 1’on connfit alors.

En effet, au xvie siécle et au début du xvie, on
construisait des tables de sinus et de tangentes
naturelles pour un rayon exprimé par un million,
ou méme dix millions de parties ; lorsqu’on songe
que ces calculs exigeaient de continuelles divisions
et multiplications qui devaient impitoyablement
s'exécuter au complet, sans faire grice d’aucun
chiffre sur les plus grands nombres, on comprend
trés bien que tous les veeux des mathématiciens
tendissent a se délivrer d’un si lourd fardeau, et que

1) N , ou Napier (Jean), baron de Merchist: thématicls
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6 LES LOGARITHMES

la nécessité suggérat mille moyens plus ou moins
imparfaits de s’y soustraire (1). Mais Neper seul a
donné et publié pour cela les logarithmes. Il serait
intéressant de montrer que son droit d’inventeur
est incontestable en faisant une analyse du prin-
cipe de ses tables. Nous ne pouvons y songer dans
le cadre restreint de cet ouvrage et renvoyons le
lecteur désireux de bien connaitre ’ceuvre de Neper
au trés intéressant article de M. Biot publié dans
IHistoire des Mathématiques, de Sir W. W. Rouse
Ball (2).

Nous nous proposons de brosser en quelques
chapitres une théorie succincte des fonctions loga-
rithmiques et exponentielles et de donner quelques
indications sur la fréquence avec laquelle on les
rencontre dans de nombreux phénoménes naturels.

Désirant que cet ouvrage soit accessible a tout
étudiant qui pourrait avoir besoin des notions qui
y sont traitées, nous ne ferons d’abord appel (dans
la Premiére Partie) qu’a des connaissances que doit
avoir tout bachelier qui se destine a4 une carriére
scientifique ou médicale ; dans la Seconde Partie,
nous nous efforcerons de montrer combien ces no-
tions rencontrent de nombreuses applications pra-
tiques tant dans les sciences dites exactes (physiques,
chimiques) que dans les sciences appliquées (médi-
cales, paramédicales, économiques) et dans la vie
méme de tous les jours ; enfin, dans la Troisiéme,
et trés bréve Partie, faisant appel aux connaissances
d’éléments d’algébre moderne (3), nous essayerons
d’indiquer ce qu’est devenu actuellement le concept
de logarithme.

(1) Jean Képler, lui-mé T'un des de I'A
moderne (1571-1630), fit des {entatives dans ce sens.
(2) Traduction francgaise par L. FREUND, Librairie sclentifique

Hermann )
(3) Ct. l(,‘AIgare moderne, collection « Que sais-je ? », n°® 661.



PREMIERE PARTIE

LA FONCTION LOGARITHMIQUE
ET CELLES QUI S’Y RATTACHENT

CHAPITRE PREMIER

LES FONCTIONS
LOGARITHMIQUE ET EXPONENTIELLE

I. — La fonction logarithmique

1. Définition du logarithme népérien. — Notre
but est de rechercher un procédé pour remplacer
dans 'ensemble des nombres réels positifs la mul-
tiplication par I’addition.

En d’autres termes, nous nous proposons de
déterminer une fonction f(f) de la variable réelle ¢,
a valeurs réelles, définie pour les valeurs positives
de t (ou, comme on dit encore, une application f de
I’ensemble des nombres réels positifs dans ’ensemble
des nombres réels) vérifiant, quels que soient les
nombres réels positifs x et y :

flxy) = fx) + () 1

Sans chercher pour I'instant & imposer a cette
fonction le minimum de conditions requises pour
son existence, supposons-la dérivable. Dérivant suc-
cessivement la relation [1] par rapport a x, puis par
rapport a y, et désignant d’une fagon générale par
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f(t) le nombre dérivé de f pour la valeur numérique ¢
de la variable, nous obtenons :

¥f'(xy) = f'(%)
et : f'(xy) = f'(y)
Donc, la fonction f doit étre telle que :
f'(x) = 3f'(¥)
y étant une valeur numérique indépendante de x,

nécessairement : f’(x) = —; K étant une constante
par rapport a x. #

Si, d'autre part, nous substituons dans [1] les
valeurs numériques suivantes des indéterminées x
ety:x =y = 1, cette relation entraine : f(1) = 2(1).
Donc : f(1) = 0.

Par conséquent, toute fonction dérivable satisfaisant
@ la relation [1] coincide nécessairement avec une
Jonction définie par le systéme :

T g
)@ ==
f)=o0

Quel que soit le nombre réel constant K, il résulte
des propriétés des fonctions continues (1) qu’il
existe une fonction et une seule satisfaisant au
systéme [1] et définie pour toutes les valeurs posi-
tives du nombre réel x : 'unique primitive de la

fonction 2 qui s’annule pour x = 1.

Dans le cas particulier ot K = 1, cette fonction

(1) La fonction -:-: est en effet continue pour les valeurs de z n"ap-

parienant 2 un intervalle contenant 0 et donc intégrable (cf.
par exemplg-:’cdcul différentiel et intégral, « Que sais-je ? », n° 466),
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est notée : y = Logx et appelée logarithme népé-
rien (ou hyperbolique, ou naturel) de x.

2. Signification géométrique du logarithme népé-
rien. — Il résulte de la définition élémentaire des
primitives que la valeur numérique de la fonction

Fig. 1

y = Log x pour une valeur positive x = a de la va-
riable représente (fig. 1) la mesure de I’aire comprise
entre 'axe des x, I’hyperbole d’équation xy = 1
et les deux paralldles & Oy d’abscisses 1 et a. Cette
aire concrétise le sens de variation de la fonction
logarithmique y = Log x, manifestement croissante

puisque sa dérivée 2 ot positive, x étant positif.

Par suite, si x est supérieur a 1, Log x est positif
et si x est compris entre 0 et 1, Log x est négatif.
Cette aire doit donc étre comptée positivement
dans le premier cas et négativement dans le second,
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3. Propriétés du logarithme. — D’aprés sa défi-
nition méme, Log x est une fonction définie, continue
et dérivable pour les valeurs positives de la variable x,

s ks 1
qui s’annule pour x = 1; sa dérivée est %

Nous devons nous demander maintenant si le
but que nous nous proposions au § 1 est atteint ;
en effet, nous n’avons obtenu dans ce paragraphe
que des conditions nécessaires que doit vérifier la
fonction f recherchée. Il nous reste donc a vérifier
que ces conditions sont suffisantes.

Dans ce but, considérons la fonction 2 = Log ax, @
étant un nombre réel positif donné. Dérivant z par
rapport & x en appliquant la régle relative aux
fonctions composées, nous obtenons :

a 1

g = — ==

ax x

c’est-a-dire la dérivée de Log x. Comme deux fonc-
tions qui ont la méme dérivée différent d’une cons-
tante, nous avons donc :

Log ax = Log x + constante

En donnant a x la valeur particuliére x =1,
nous voyons que la constante est égale 2 Log a.
Done : Log ax = Logx + Loga 1]
quels que soient les nombres réels positifs a et x.
Cette fonction réalise donc bien le but que nous nous
étions proposé.

Cette propriété s’étend évidemment par récur-
rence & un nombre quelconque de facteurs. En effet,
supposons que pour n— 1 nombres positifs a;,
Gg, + .., @,_; on puisse écrire la relation :

Loga,a,...a,_, = Loga, + Loga, + ... + Loga,_, [2]
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quel que soit le n-idme nombre positif a, on peut
écrire:a,ay...a,-, 0, = (a,a5...@a,_;)a,; doncen
vertu des relations [1] et [2] :

Loga,a, ... a, = Loga, + Loga, + ... + Loga,

Par conséquent : Le logarithme d’un produit de
facteurs positifs est égal a la somme des logarithmes
de ses facteurs.

En particulier, quel que soit le nombre entier
positif n, on peut donc écrire : Loga" = nLoga pour
tout nombre réel positif a.

Cette relation est encore valable lorsque n est un
nombre rationnel positif. En effet, considérons le

P

nombre rationnel r =E (p et q entiers positifs) ;
on sait que, par définition méme des exposants
rationnels : ag : = a*,

d’ot : qLoga,EJ = pLoga,

soit : LogaE = I—,Loga.

D’autre part, d’aprés la définition méme d’un

quotient : b X Eb =a.

Done : Logb + Log% = Loga.
C’est-a-dire : Log% = Loga — Logb.

En particulier si r est un nombre rationnel négatif,
posons : r = —r'; quel que soit le nombre réel a

positif, il en résulte : a” = = et, par conséquent :

Logar = Logai,,— — Loga” = — r'Loga = rLoga
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En résumé, la relation : Loga’ = rLoga est véri-
fiée quels que soient le nombre rationnel r positif ou
négatif et quel que soit le nombre réel positif a.

REMARQUE : Si le nombre réel a est négatif, il
peut arriver que le nombre a’ existe et soit réel
positif. Ceci se produit lorsque r est un nombre
entier pair (positif ou négatif) ou un nombre ration-
nel qui peut étre représenté par une fraction irré-
ductible p/q & dénominateur impair mais dont le
numérateur est pair, de signe quelconque. Dans ces
conditions, la démonstration précédente est encore
valable & condition de remplacer a par sa valeur
absolue |a| et, par conséquent, la relation précé-
dente prend la forme : Loga” = r Log|al.

4. Représentation graphique de la fonction
y = Log x. — Nous avons déja vu que cette fonction
est définie et continue pour x > 0. Sa dérivée

1. s : :
y' = — étant positive, elle est strictement croissante.
x

Elle s’annule pour x = 1. Pour préciser ses varia-
tions, il nous reste & déterminer son comportement
lorsque x augmente indéfiniment ou tend vers zéro.
Théoréme I : Lorsque x — + ©, Logx — + .
En d’autres termes : quel que soit le nombre A,
il existe un nombre B tel que :

x>B entraine Logx > A
Choisissons un nombre réel a supérieur a 1, de

sorte que Log a soit positif. Dés lors, n étant un
nombre entier positif, la relation :

Loga"> A
sera vérifiée si I’entier n est supérieur au nombre

A 1 . "
réel i puisque : Loga" = nLoga.
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Si nous choisissons un entier fixe p supérieur a
ce dernier nombre (ce qui est toujours possible
puisque la suite des nombres entiers est illimitée)
la fonction Logx étant croissante, il nous suffira
de choisir :

z>a” pour que Logx > Loga? > A

Théoréme II : Lorsque x — 0 par valeurs posi-
tives, Logx - — .

Posons x = }1—( Lorsque x — 0 par valeurs posi-
tives, X - + .
Or: Log% = — LogX. Donc, ce théoréme résulte

du précédent.

Nous pouvons maintenant dessiner la courbe
représentative de la fonction y = Logx (fig. 2).
Son tracé peut étre précisé par la remarque sui-
vante : la pente de la tangente au point d’abscisse

1
x est =1 elle décroit donc constamment et tend vers

zéro lorsque x augmente indéfiniment.

En particulier, la tangente au point d’abscisse
xz =1 a pour pente 1. En d’autres termes les deux
infiniments petits Log (1 + ) et ¢ sont équivalents :

Log(1 +t)~t lorsque t—>0 (1)

II. — La fonction exponentielle

5. Définition et propriétés de la fonction expo-
nentielle. — Lorsque la variable y croit de 0 a + o,
la fonction x = Log y est définie, continue et crois-
sante de — © & + . Elle admet donc une fonc-

(1) Rappelons qu’on dit que deux fonctions sont équivalentes
lorsque la variable tend vers une certaine limite, si le rapport de
ces fonctions tend vers 1 dans ces conditions.
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