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Avant-propos

Le titre dit asse, clairement I’objet de la présente étude. On s’y propose de :

dégager une définition unigue de ce qu’on appelle raisonnement par
Vabsurde, a lintérienr de laquelle il soit sans doute éventuellement
possible de distinguer différentes espéces, mais dont Iunicité permette de
se saisir du probléme dans son ensemble ;

donner une analyse précise de la maniére dont procéde le type de démarche
ainsi défini et la confronter & des exemples ;

Eétudier sa réductibilité ou irréductibilité a d’autres formes de raison-
nement qui pourraient en constituer des équivalents ;

répondre ainsi @ la question, somvent posée, de savoir s’il y a des cas o
Pon ne peut se dispenser d’y recourir ;

Sinterroger sur les raisons qui semblent en faire Pinstrument privilégié
de certaines démonstrations, que ces raisons soient @ chercher dans e
tempérament intellectuel de Pautenr, dans le courant de pensée anguel
celui-ci appartient, ou plutt dans la nature intime du probleme traité,
voire celle du domaine de recherches dans Jequel Je probléme lui-méme
s’inserit.

Une telle étude se devait d’étre a la fois épistémologique et historique :
épistémologique d’abord, et plus attachée G la structure des modes de
raisonnement eux-mémes quanx €vé) s et idents individuels, dont
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Pintervention peut évidemment tonjours venir infléchir le cheminement de leur
histoire ; historique néanmoins, ¢’est-d-dire souciense d’éclairer ce chemi-
nement par les raisons fondamentales qui, ponr une bonne part, le déterminent.

Lensemble comporte sept chapitres, dont le premier élabore donc une
difinition du raisonnement par Iabsurde, analyse sa structure, établit sur
cette base le principe de sa réversibilité en une forme ostensive, s'en explique
sur un exemple élémentaire et tente enfin d’éclairer les raisons pour lesquelles
la tradition aristotélicienne w’a pu dépasser le stade d’une simple ajfirmation
de cette réversibilité.

Le deuxciéme chapitre examine la trés ancienne démonstration apagogique
de Pincommensurabilité du coté et de la diagonale du carré ; il en propose
deuxc reconstructions différentes, dont il montre chaque fois le retonrnement
possible en une version ostensive ; il esquisse, sur cet exemple, une premitre
analyse des raisons qui pemvent excpliquer dans certains cas la prévalence
d’une procédure par Iabsurde sur son équivalent ostensif.

Le troisiéme chapitre considére la démonstration, déja plus complexe,
par laguelle la proposition 2 du livre XII des Eléments inangure la tradition
euclidienne des premicres procédures d’intégration ; il montre, ici encore, le
possible retournement ostensif du double raisonnement apagogique qui la
constitue et analyse le jen des quantifications, anquel il semble bien que la
préférence de Papagogique sur Postensif se trowve essentiellement lide.

Le quatritme chapitre dégage d’abord Poriginalité des démonstrations
apagogiques constitutives de la miéthode d’exhaustion utilisée par Archiméde
relativement & celle d’Eudoxe ; il montre lenr réversibilité, ainsi que celle
des démonstrations apagogiques mises en auvre par sa méthode de compression ;
il retromve chey Archiméde une illustration d’un cas particulier déja envisagé
au premier chapitre ; il considire quelques sitwations on le Syracusain a
préféré, en revanche, procéder ostensi W apagogiq 7

Le cinquiéme chapitre explique d’abord pourquoi I’usage du raisonnement
par Pabsurde s’inscrit dans le cadre d’une démarche d’ensemble essentiellement
synthétique, et comment, par le fait méme, il perd son sens dans un contexte
analytique ; il ine les conditions qui ont acheminé la construction eucli-
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dienne, aprés le livre XII, sur cette voie de I’analyse et celles qui ont conduit
un peu plus tard Archiméde, an livre II du traité De la sphére et du
cylindre, @ la méme voie, qui débouchera sur la méthode cartésienne, o
e raisonnement par Pabsurde ne powvait donc avoir sa place.

Le sixitme chapitre est consacré aux procédures proprement logiques,
calcul des prédicats d’abord, puis calcul modal ; i/ y montre comment
les miéthodes de validation sémantique, presque tontes congues ou du moins
concevables comme foncitrement apagogiques, se laissent elles-mémes retourner
en une version ostensive, a laguelle il serait an demeurant assez, facile de donner
la forme syntaxique d’une déduction opérée @ partir d’une axiomatique.

C’est a la lumitre des résultats des chapitres précédents que le dernier
chapitre s’interroge sur la manitre dont les philosophes ont enx-mémes jugé
le raisonnement par absurde, qu'ils Paient privilégié, comme Platon, on
gi’ils en aient an contraire, @ la suite d’ Aristote, rabaissé la valeur ; il
examine enfin si le rdle effectivement joué par ce type de prenve dans le disconrs
d’un antenr comme Descartes saccorde @ ce que les conceptions épistémo-
logiques de cet autenr laissaient attendre.







Qu’appelle-t-on raisonnement
par Iabsurde ?

On désignera ici comme raisonnement par Pabsnrde, ou raisonnement
par Pimpossible, ou rai. t apagogique ou rai. ¢ indirect, sous
sa forme la plus générale, le raisonnement qui, pour établir, a inté-
rieur d’une théorie donnée, une certaine these 0, démontre que la
négation de cette thése entraine, au terme d’un certain nombre
d’inférences, soit deux conséquences, o et mon-a, contradictoires
Pune de lautre, soit deux conséquences, a et B, dont on connait
simplement I’incompatibilité logique. Ces deux caractérisations sont
manifestement équivalentes, puisque, d’une part, deux conséquences
contradictoires sont incompatibles I'une avec l'autre et que, d’autre
part, qualifier deux conséquences, « et B, d’incompatibles tevient a
dire que @ implique non-«, en sorte que « et #on-a deviennent elles-
mémes des conséquences du raisonnement.

On peut considérer comme des cas particuliers de cette forme
générale :

1) le cas o I'on se contente de montrer que la négation de la theése 6
implique une conséquence « connue comme fausse; car si a est
connue comme fausse, #on-. est connue comme vraie et I'on a
bien les deux propositions contradictoites « et non-a; qu’il s’agisse
ici d’un simple cas particulier de la forme générale précédemment
définie se remarque 2 ce qu’il est possible qu’un raisonnement
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apagogique aboutisse aux deux conséquences o et 7on-o sans que
nous soyons pour autant en état de reconnaitre laquelle des deux
est fausse;

le cas ot 'on se contente de montrer que #o7-0 implique 6; puisque,
dans ces conditions, #os-0 s’impliquant d’abord elle-méme, expres-
sion 6 occupe simplement la place de « dans la contradiction
caractéristique « o et zon-o. ».

2

—

Ces deux cas particuliers correspondent 2 peu pres aux deux
types de raisonnement apagogique que Bolzano se croyait tenu de
distinguer!. L’important pour la suite de notre propos est de voir
qu’ils se laissent en fait ramener au méme genre. Remarquons qu’il
arrive a Aristote de donner le premier cas comme caractéristique
du raisonnement par I’absurde :

La démonstration conduisant a I’impossible, écrit-il dans les
Seconds analytigues®, procéde comme suit : soit 2 démontrer que A
n’appartient pas 4 B; supposons qu’il lui appartienne, sachant en
outre que B appartient a C; il en résulte que A appartient 2 C; mais
admettons qu’il soit connu et accordé que c’est impossible; il n’est
donc pas possible que A appartienne a B.

Ajoutons que le second cas, ot 'on démontre que #on-0 implique 0,
est celui sur lequel G. Vailati attirait spécialement I’attention dans
son article de 1904 intitulé « Sur une classe remarquable de raison-
nements pat réduction a I'absurde »%

Aristote mentionne abondamment dans ses écrits le raisonnement
(culhoyiopée) ou la démonstration (St ou amédeific) qui conduit a
Pimpossible (gic t adbvatov dywv, ou, plus brievement, elg t6 ddbvarov)

1. Cf. Karel Berka, Zur Auffassung des apagogischen Beweises bei B. Bolzano,
in Acta Historiae rerum naturalium necnon technicarum, Special Issue 16, Institute of Czecho-
slovak and General History csas, Prague, 1981, p. 30-31.

2. 87a 7-10. (Pour la présente citation, comme pour celles qui suivront, que nous
n’indiquions pas le traducteur signifie que nous donnons notre propre traduction.)
Nous pouvons ici faire abstraction de la maniére, évidemment propre 2 Aristote, de
caractériser la proposition comme appartenance (Smdpyew) d’un terme 2 un autre.

3. Revne de Métaphysique et de Morale, septembre 1904, p. 799-809.
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ou encote par Pimpossible (814 7o &Suvdrov), qu’il oppose au rai-
sonnement ostensif (Sewetinéc); il emploie aussi dans le méme sens
Vexpression de réduction a Pimpossible (el w6 adbvarov dmaywy?) ou
simplement, quand le contexte est clair, de réduction (dmoywyh), ce
qui aménera les modernes 2 parler, comme Leibniz, de « démons-
trations apagogiques, C’est-a-dire qui réduisent a I’absurdité »%. Les
scolastiques opposeront de méme au sy/logismus (ils diront aussi
demonstratio et argumentatio) directus sive ostensivus e syllogismus indirectus
sive deductivus; ils patleront de reductio ou deductio ad absurdum, de
syllogismus, ductio, deductio ou argumentatio ad impossibile, ou per impos-
sibile, ou per incommodum, ou encore ducens ad impossibile ou ad incom-
modnm.

Certains proposeront de distinguer® de la premve par Pabsurde,
qui part de la négation d’une proposition pour démontrer cette
proposition, la réduction a Pabsurde, congue comme partant de la
proposition elle-méme pour la réfuter. Cette distinction parfaitement
admissible repose sur un fait extrémement simple : qu’une propo-
sition donnée entraine contradiction peut setvir 2 montrer aussi
bien que sa négation est thése du systtme ou qu’elle-méme n’y a
pas sa place.

Dans la forme générale de raisonnement apagogique, telle que nous
’avons caractérisée, il est exceptionnel que la contradiction finale
résulte de la seule proposition #on-0 sans I'assistance d’autres propo-
sitions, démontrées ou admises comme vraies. Nous dirons donc
que les #+ 1 prémisses du raisonnement par Pabsurde sont non-6,
Py, Py, ..., P, (# > o), les # propositions P; étant celles dont la
vérité n’est pas mise en question, mais qui, par leur présence dans
le raisonnement, contribueront a la déduction de la contradiction

4. Nouveaux essais, liv. IV, chap. VIII, § 2.
5. Par exemple Vocabulaire technique et critique de la philosophie par André Lalande,
Paris, Félix Alcan, 1928, article « Réduction a I’absurde ».
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« a et nop-o » a partir de 'admission de #on-0. C’est donc en fait la
conjonction de ces #- 1 propositions qui entrainera, au terme
d’un certain nombre d’inférences, cette contradiction.

11 est facile de comprendre pourquoi et comment le raisonnement
apagogique, tel que nous venons de l'analyser, peut se convertir
en un raisonnement ostensif entierement équivalent au précédent
pour les conséquences qu’on se propose d’établir. Toute inférence
en effet revétant la forme :

si B, alots y

se laisse retourner par contraposition en la forme équivalente

si mon-y, alors non-B;

si donc l’on renverse une 2 une les inférences successives d’un quel-
conque raisonnement indirect, on obtiendra en principe un raison-
nement direct : la contradiction

o et non-o

qui terminait le raisonnement par ’absurde se transformera apres
négation en la tautologie initiale de ce raisonnement ostensif

non (o et non-o)

ou, si 'on préfere

o« ou non-a;

tandis que le point d’aboutissement de ce nouveau raisonnement
ostensif sera maintenant la thése 0, celle méme dont la négation
était le point de départ, non-6, du raisonnement par I'absurde. Ainsi
suffit-il en principe de procéder par contrapositions pour que, comme
Pécrivait Joachim Jungius au xvire siécle, « tout syllogisme direct
puisse étre changé en un indirect et inversement tout indirect puisse
étre ramené 2 un syllogisme direct »°.

6. « Potest autem omnis directus Syllogismus in indirectum mutari, et vicissim,
indirectus revocari ad directum », Logica hamburgensis, Hamburgi, Sumptibus Bartholdi
Offermans, 1638, Liber Tertius, cap. XIII, 1o.
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Ce retournement, toujours possible, d’un raisonnement apago-
gique en un raisonnement ostensif, ne serait en réalité aussi simple
que si le raisonnement apagogique se présentait constamment sous
la forme d’une succession de m propositions A;, Ay, ..., A,
chaque A, étant unilinéairement inférée 2 partir de la précédente A;_,,
jusqua la conclusion contradictoire A,,. Il est rare qu’un raison-
nement parte d’une unique prémisse dont se déduiraient successi-
vement les autres étapes; nous-mémes avions parlé des # 4 1 pré-
misses, #on-0, Py, Py, ..., P,, du raisonnement par I’absurde; sans
doute, ne serait-il pas impossible de conjoindre ces # + 1 prémisses
en une unique proposition initiale, en sorte qu'on edt :

Ay =m0 &P, &P & ... &P,

et qu’on pat désormais déduire chaque A; du seul A;_; qui le précede
et parvenir ainsi par une démarche unilinéaire jusqu’a la contra-
diction A,,. Il faut reconnaitre qu’une telle démarche, si peu usuelle
quelle fat, serait parfaitement réguliere; elle permettrait alors de
ramener un tel raisonnement apagogique au raisonnement ostensif
qui procéderait, tout aussi unilinéairement, de la tautologie initiale
« nop-A,, » jusqu’a « non-A, », c’est-a-dire jusqu’a

non (non-0 & P, & P, & ... & P,)

proposition qui, rapprochée de notre connaissance de la vérité de
la conjonction des prémisses

P, &P, & ... &P,

nous autoriserait a conclure « non-non-0 » c’est-a-dire « 0 ».

Qu’une telle procédure soit possible n’empéche pas qu’elle soit
assez rare dans la pratique du raisonnement. Il est exceptionnel
qu’on rassemble toutes les prémisses dont on aura besoin en une
proposition initiale qui permette d’avancer par étapes successives
dont chacune trouve son entiére justification dans celle qui la précéde
immédiatement. Il est plus courant que les prémisses non-0, P,
Py, ..., P, interviennent plus ou moins séparément 2 telle ou telle
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étape, laquelle ne sera, dans ces conditions, impliquée que par une
partie des prémisses et servira ensuite d’antécédent dans 'implication
d’étapes ultérieures, non pas nécessairement de I’étape immédiate-
ment suivante.

Ainsi le raisonnement par I’absurde, qui, parti des différentes
prémisses non-0, Py, Py, ..., P,, aboutit 2 la contradiction termi-
nale « « et non-a », en dehors de la situation exceptionnelle ol toutes
les prémisses se trouveraient conjointes 2 lintérieur d’une méme
proposition initiale, ne se retourne-t-il généralement pas en un
raisonnement unilinéaire allant de « « ou #o7-o » jusqu’a une conclusion
qui se présenterait sous la forme globale

non (non-0 & P, & Py & ... & P,)

mais se retourne-t-il beaucoup plus naturellement en un raisonne-
ment multilinéaire qui, faisant intervenir les différentes prémisses

o ou non-o.
Py
Py

P

n

a divers moments du cheminement, aboutit finalement 2 la conclu-
sion 0. Car enfin, si la procédure de contraposition conduit a rem-
placer, pour I’élaboration du raisonnement ostensif, une proposition
qui découlait de la supposition de #on-0 par sa propre négation, il
est clair qu’elle ne doit pas conduire 4 la négation des prémisses P,,
P,, ..., P,, qu'on a admises dans le raisonnement apagogique, et
qu’on continuera évidemment a admettre dans le raisonnement
ostensif, pour ce qu’elles sont, c’est-a-dire pour des propositions
vraies.

Dans le texte que nous avons déja cité, Jungius, immédiatement
aptés avoir mentionné la possibilit¢ de convertir un syllogisme
direct en syllogisme indirect et réciproquement, justifie cette possi-
bilité en ces termes :
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En effet, si ’on prend la contradictoire de I'une ou lautre des
deux prémisses du syllogisme direct comme nouvelle conclusion,
que la contradictoire de I’ancienne conclusion devienne prémisse et
qu’on lui adjoigne P’autre prémisse du syllogisme direct, il en résultera
un syllogisme indirect... Le syllogisme indirect se raméne 4 un syl-
logisme direct de la méme maniére, & ceci prés que ce n’est pas la
contradictoire de I'une ou l'autre des deux prémisses, mais de la seule
prémisse fausse qui devient la conclusion du nouveau syllogisme’.

Rien ne nous empéche d’appliquer a toute inférence par laquelle
on passe de 7 + 1 prémisses 4 une conclusion, les propos que Jungius
applique ici au syllogisme, c’est-a-dire 2 une inférence qui ne comporte
que deux prémisses. Si # = 1, le raisonnement par ’absurde, qui de

non-0 & P

(P étant la prémisse dont on connait la vérité) déduit une contra-
diction, se raméne au raisonnement ostensif, qui, comme le dit
Jungius, de la négation de la contradiction, conjointe avec la pré-
misse P, déduit 0. Mais si # > 1, Py, Py, ..., P,, qui figuraient
parmi les # -+ 1 prémisses du raisonnement indirect, gardent toutes
leur statut de prémisses dans le raisonnement direct qui lui correspond.
Ainsi, pour passer d’un raisonnement par I'absurde au raison-
nement ostensif qu’on peut toujours lui substituer, convient-il de
distinguer soigneusement dans le cours du raisonnement apagogique
initial :
1) d’une part les prémisses reconnues comme vraies, ainsi que les
étapes du raisonnement qui sont des conséquences de ces seules
prémisses vraies;

2) d’autre part les étapes du raisonnement pour I’établissement des-
quelles est entrée en jeu I’admission de 7on-0.

7. « Si enim alterutrius sumptionum directi Syllogismi contradictoria statuatur, ut
nova conclusio, conclusionis autem pristinae contradictoria fiat sumptio, eique adjun-
gatur reliqua sumptionum directi Syllogismi, otietur Syllogismus indirectus...

« Eodem modo indirectus Syllogismus revocatur ad directum, nisi quod non alte-
rutrius sumptionum, sed solius falsae contradi ia novi fit Syllogi: »,
ibid., 11 et 12.
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Les premitres garderont, telles quelles, dans le raisonnement
ostensif le statut de prémisses qu’elles avaient dans le raisonnement
apagogique. Chacune des secondes, au contraire, cédera la place a
sa négation dans le nouveau raisonnement ostensif, par I’enchaine-
ment de contrapositions qui d’un raisonnement fait passer a Pautre.

Nous venons de montrer qu’il n’y avait rien qui empéchit de
« retourner » n’importe quel raisonnement par I’absurde en un rai-
sonnement ostensif équivalent. Il faut reconnaitre qu’il existe au
moins un cas dans lequel, sans que ce retournement soit le moins
du monde impossible, il aboutit cependant 2 un raisonnement ostensif
dont la similitude est telle avec le raisonnement apagogique initial,
qu’il faut s’armer de beaucoup d’attention pour en voir la différence;
car la substitution d’un raisonnement 2 Iautre peut s’opérer ici sans
modification de la partie délicate et intéressante du raisonnement.

Ce cas est celui, que nous avions signalé au départ, dans lequel
la thése 2 démontrer 6 occupe elle-méme la place de « dans la contra-
diction terminale « a et #on-a » du raisonnement apagogique, celui
dans lequel, si 'on préfére, on établit la these 0 en démontrant que
non-0 implique 6. Pour ramener un tel raisonnement a la caracté-
risation que nous avions proposée du raisonnement par I’absurde
en général, on peut dire qu’il procéde comme suit :

1) il va de soi que non-0 s’implique elle-méme;

2) on démontre en outre que son-0 implique 6;

3) donc non-6 implique la contradiction « 0 & non-0 »;

4) donc 0.

Ce raisonnement apagogique se laisse facilement retourner, conformé-
ment 4 nos indications précédentes, sous la forme ostensive suivante :

1) non (8 & non-6)
ou, si 'on préfere,
0 ou non-0;
2) il va de soi que O s’implique elle-méme;

3) on démontre que non-6 implique 0;
4) donc, en tout état de cause, 0.
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En passant du raisonnement apagogique au raisonnement ostensif,
le principal changement est qu’au rdle tenu par le principe de contra-
diction @ /a fin du premier correspond le réle tenu par le principe
du tiers exclu au début du second; pour le reste, I'un et l'autre raison-
nements mobilisent des inférences tout a fait élémentaires (comme
celle selon laquelle une exptession s’implique elle-méme), a "'unique
exception de la démonstration, commune aux denx raisonnements, que
non-9 impligne 0. Cette derniére démonstration, étant la seule qui ne
soit pas triviale, est aussi la seule que 'observateur remarque dans
I'un et lautre raisonnements, en sorte que la différence, de 'un 2
Pautre, est a peine sensible.

Ainsi peut-on se demander si la fameuse démonstration, dite de
la diagonale, donnée par Cantor, de I'impossibilité de mettre en cor-
respondance biunivoque I’ensemble des entiers naturels avec celui
des réels, doit étre considérée comme ostensive ou apagogique.
Elle sera apagogique, si on se la représente sous la forme suivante :

1) si une telle bijection existe, elle existe;

2) la procédure de la diagonale nous montre que, si ’on se donne
une telle bijection, on peut construire un réel auquel cette bijection
cependant n’associera aucun entier;

3) donc la supposition d’une telle bijection implique et qu’elle soit
et quelle ne soit pas;

4) donc une telle bijection comme correspondance biunivoque n’existe
pas.

Elle sera ostensive, si on se la représente sous la forme suivante :

1) une telle bijection existe ou n’existe pas;

2) si elle n’existe pas, elle n’existe pas;

3) mais, si elle existe, c’est-a-dire si ’on peut réaliser une telle bijection,
la procédure de la diagonale nous montre qu’on peut alors cons-
truire un réel auquel cette bijection n’associera aucun entier;

4) donc, en tout état de cause, une telle bijection n’existe pas.

On sera tenté de considérer que la différence entre ces deux
formes, l'une apagogique et l'autre ostensive, est insignifiante,
puisque le seul moment de chacun de ces deux raisonnements qui
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échappe 2 la trivialité se retrouve commun 2 I'un et a ’autre, consti-
tuant la deuxi¢me étape du premier et la troisitme du second. D’une
fagon générale, quand la démonstration d’une thése 6 repose sur la
preuve que #on-0 implique 6, on peut aussi bien présenter I’ensemble
de cette démonstration comme étant de nature ostensive ou de nature
apagogique, puisque le passage de I'une a l’autre forme est lié a
des modifications assez insignifiantes pour étre peu perceptibles,
qui laissent intact, comme nous I’avons vu sur 'exemple de la dia-
gonale de Cantor, ce qu’on est en droit de regarder comme le cceur
méme de la démonstration. Tenterait-on de contraposer ce chemi-
nement lui-méme par lequel de 707-0 on déduit 6, la nouvelle démarche
ainsi obtenue ne serait ni plus ni moins ostensive, ni plus ni moins
apagogique que le cheminement initial, pour cette raison fonda-
mentale que I’implication

si non-0, alors 0

est elle-méme, 2 une double négation prés, sa propre contraposée.

Pour trouver un exemple, aussi élémentaire que possible, qui
puisse déja donner une certaine illustration de nos propos théoriques,
nous choisirons la premiére véritable démonstration par I'absurde
qui se présente 2 la lecture des Eléments d’Euclide. 1l s’agit de la
proposition 6 du livre I :

A Si deux angles d’un triangle sont égaux l'un
4 lautre, les cOtés opposés a ces angles égaux
seront aussi égaux I'un i lautre.

Soit ABC un triangle ayant 'angle ABC égal
a l’angle ACB; je dis que le coté AB est égal
au coté AC.

Car, si AB est inégal 2 AC, I'un des deux est
plus grand que l’autre.
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Soit AB le plus grand, et retranchons de AB, le plus grand, la droite DB
égale au plus petit AC, et joignons DC.

Donc, puisque DB est égal 2 AC et que BC est commun, les deux
droites DB et BC sont respectivement égales 4 AC et CB; or I'angle
DBC est égal 4 I’angle ACB; la base DC est donc égale 4 la base AB
et le triangle DBC sera égal au triangle ACB, le plus petit au plus
grand, ce qui est absurde; AB n’est donc pas inégal a AC; il lui est
donc égal.

Si donc deux angles d’un triangle sont égaux 'un a Iautre, les
cotés opposés a ces angles égaux seront aussi égaux l'un a lautre;
ce qu’il fallait démontrer.

Ici la thése 6 2 démontrer est la suivante :

Quel que soit le triangle ABC
KBC = ACB = AB = AC.

Nous partirons de la supposition de #on-0, c’est-a-dire :

Il existe un triangle ABC, tel que
R
ABC —ACB & ABL AC

Supposons donc que, des deux cotés inégaux, AB soit le plus
grand. Le triangle ABC représente ainsi un triangle singulier, dont
les angles ABC et ACB et les cotés AB, AC, etc., prennent aussi
une existence singuliére. Nous distinguerons cinq étapes, de la pre-
miére, qui énonce #on-0, 4 la cinquieme, qui énonce I'incompatibilité
terminale, les indications mises entre parenthéses au terme de chaque
ligne renvoyant chaque fois aux étapes antérieures et aux théses qui
justifient la conséquence tirée :

1) ABC=ACB & AB> AC
2) ABC = ACB (1)
3) AB> AC* (1)

8. La lourdeur avec laquelle nous détachons, en deux étapes successives, les deux
conjoints de la conjonction tient 4 notre souci de marquer ensuite le jeu distinct dans
lequel entre chacun des deux conjoints.
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4) il existe un point, compris entre A et B, que nous désignerons par
la lettre D, tel que AB — AD, c’est-a-dire DB, est égal 2 AC (3)
5) triangle DBC = triangle ABC (2, 4, Elments 1-4°).

La cinquiéme et derniere étape appelle deux observations : d’une
part la proposition 4 du livre I des Eléments, qui permet d’inférer
la conclusion de cette cinqui¢me étape 2 partir des données de la
deuxi¢me et de la quatriéme, dit que, « si deux triangles ont chacun
deux cotés respectivement égaux a deux cotés de 'autre et que les
angles compris par les cotés égaux soient égaux, ces triangles auront
aussi leurs bases égales et seront égaux I’un 2 I’autre »; d’autre part,
si la conclusion a laquelle parvient ainsi la cinquie¢me étape est
« absurde », c’est qu’elle contredit la « notion commune », mentionnée
en téte du méme livre I, selon laquelle « le tout est plus grand
que la partie ».

Le retournement de ce raisonnement apagogique en son équi-
valent ostensif devra donc partir de la négation de ’égalité

triangle DBC = triangle ABC,

dont la notation, traditionnelle, que nous avons adoptée, ne doit pas
nous faire oublier qu’elle était ’objet d’une quantification existen-
tielle, et que, par le fait méme, I’inégalité que nous obtiendrons, en
la niant, se trouvera universellement quantifiée. En outre, comme
cette cinqui¢me étape résultait a la fois d’un théoréme antérieur,
quil n’est évidemment pas question de nier pour le faire entrer
dans une contraposition, et des deux propositions :

e
ABC = ACB

et
il existe un point D, tel que DB = AC

Pétape qui désormais suivra fera valoir que :

si ABC = @, alors il n’existe pas de point D tel que DB = AC.

9. Nous abrégeons « proposition 4 du livre I » en « I-4 ».
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Dans la mesure enfin ot la quatritme étape du raisonnement
originel s’appuyait elle-méme sur la troisiéme, a partir de I’étape
précédente du nouveau raisonnement on passera a celle selon laquelle :

Si ABG— ﬁ, alors AB 3 AC.

Ainsi pourrait-on substituer 2 la démonstration par I’absurde
proposée par Euclide la démonstration ostensive suivante :

Quel que soit le triangle ABC ayant ’angle ABC égal a I’angle ACB,
je dis que le coté AB est égal au coté AC.

Prenons sur AB entre A et B un point quelconque D et joignons DC.

Le triangle DBC n’est pas égal au triangle ABC, puisqu’il est plus
petit; ainsi, comme I’angle DBC est égal a I’angle ACB, DB n’est
pas égal 2 AC; sinon, les angles égaux DBC et ACB ayant leurs cités adja-
cents respectivement éganx, les triangles DBC et ABC seraient éganx.

Si donc il n’existe pas de point D compris entre A et B tel que DB
soit égal 2 AC, c’est que AB n’est pas plus grand que AC.

On démontrera de la méme maniére que AC n’est pas plus grand
que AB.

Donc, quel que soit le triangle ABC, si I’angle ABC est égal a
P’angle ACB, le coté AB est égal au coté AC.

La mise en parallele des deux démonstrations, ’'une apagogique,
autre ostensive, équivalentes en ce sens qu’elles sont construites
partir des mémes propositions élémentaires, tout au plus contra-
posées d’un cas a I'autre, donne déja quelque idée des raisons prag-
matiques qui peuvent conduire 2 préférer 'une a autre.

Certaines de ces raisons peuvent étre circonstancielles, comme
on peut le voir en particulier avec utilisation, par chacune de ces
démonstrations, de la proposition 4 du livre I des E/éments : 1a version
apagogique conduit 2 mobiliser ce théoréme dans la formulation
exacte qui lui avait été donnée, tandis que la version ostensive améne
évidemment 2 contraposer I'implication par laquelle il s’exprime;
c’est a cause de cette contraposition qui risquait de masquer la
présence du théoréme que nous avons préféré, suivant d’ailleurs la
maniére habituelle d’Euclide en pareil cas, doubler I’inférence ainsi
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