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INTROD UCTION

L’existence dans la collection « Que sais-je ? »
d’un ouvrage sur Les nombres premiers nous a
amené, pour éviter les doubles emplois, 2 ne trai-
ter ici ni de la plupart des propriétés des nombres
premiers, ni de la théorie des congruences, des
indices, ni de la trés remarquable loi de réciprocité
des résidus quadratiques, trouvée par Legendre et
démontrée par Gauss. Nous ne nous occupons pas
non plus, et pour les mémes raisons, des théorémes
de Fermat et de Wilson ni du théoréme de Bachet :
tout nombre est carré ou somme de deux, de trois
ou de quatre carrés au plus. En revanche, si nous
ne considérons aucun corps algébrique autre que Q,
corps des rationnels, nous avons réservé un chapitre
aux fractions continues et aux approximations des
irrationnels.

Toutes les études qui suivent sont classiques, bien
que peu enseignées en France. Elles peuvent servir
d’introduction aux mathématiques modernes.

Nous supposons admise la notion de nombre
entier, et ses extensions : fractions, nombres ration-
nels, nombres réels.

Sans prétendre écrire une histoire continue de la
théorie des nombres, histoire qui, pour étre bien
comprise, exigerait des lecteurs une connaissance
préalable de cette théurie, nous nous sommes systé-
matiquement placé a un point de vue historique.
C’est que Parithmétique théorique est un domaine
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des mathématiques ol ’on saisit le mieux le carac-
tére humain et collectif de ces sciences. Chaque
chercheur, quelque génial qu’il soit, travaille sur
P’acquis et souvent avec les techniques mémes de
ses prédécesseurs, heureux s’il accroit la richesse
commune ou s’il perfectionne et sxmphfle les
méthodes.

Méme les découvertes les plus spectaculaires
et les plus imprévues : méthode de la descente
de Fermat; fractions continues de Lagrange;
congruences de Gauss ; loi de réciprocité des résidus
quadratiques de Legendre; nombres idéaux de
Kummer, etc., s’insérent dans une tradition conti-
nue dont nous avons le bonheur de pouvoir suivre
encore les enchainements.



CHAPITRE PREMIER
PRELIMINAIRES

Nous appelons Arithmétique I’étude élémentaire
des propriétés des nombres entiers et des nombres
rationnels, établies avant le xvine siécle, et Théorie
des nombres les développements nés des recherches
précédentes a partir de ce Xvie siécle. Mais il n’y a
pas de frontiére bien précise entre ces deux do-
maines, et si Legendre publie en 1797-1798 un Essai
sur la théorie des nombres, ’ouvrage fondamental de
Gauss s’appelle en 1801 Disquisitiones arithmeticae.

Les nombres figurés

Parmi les plus anciens travaux relatifs a I’arith-
métique telle qu’elle est ainsi congue, on doit citer,
au vie sidcle avant notre ére, la théorie du pair et
de limpair, premier exemple d’une étude de
congruence (ici de module 2), et celle des nombres
figurés (nombres triangulaires, carrés, pentagonaux,
pyramidaux, cubes, etc.), qui se rapproche davan-
tage de ’étude des séries et de I’analyse combina-
toire que de l’arithmétique théorique telle qu’elle
est congue de nos jours.

Un nombre triangulaire est la somme de n entiers
consécutifs commencant a I'unité.

En désignant par T, un triangulaire (dont n est
appelé la'« racine triangulaire ») on a donc :

s (AT v QRO A S Sl i R

ou T,=n4+@—1D4+m—2)+...+3+2+1
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et, par addition :

2T, =(+D+@+D+@+1)+ ... +
+1D)+@+1)+(n+1)
=n(n+1)

soit enfin Th= % n(n + 1)

Un nombre carré C, est la somme des n premiers
impairs. Sa « racine carrée » est n :
Co=1+3+5+4 ... +@n—5)+@n—3)+ @n—1)

=@2n—1)4+@2n—3)+@2n—5)+ ... +5+3+1
et, par addition

2:Cs =2 X.B

soit C,=n*

De méme un nombre pentagonal est la somme

des n premiers termes d’une progression arithmé-
tique de premier terme 1, de raison 3 :

piialyng gupnoe +(3n—2)=%n(3n—l)
Un nombre hexagonal est la somme des n premiers

termes d’une progression arithmétique de premier
terme 1, de raison 4 :

H,=n(2n—1), etc.

Le Pyramidal de racine n est la somme des n pre-
miers triangulaires :

Hn:1+3+6+10+...+%n(n+1)

Montrons qu’il est égal a % n(n+ 1) (n + 2), pour

tout n. Pour cela vérifions d’abord cette loi pour
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1
pn=1"711,=1 et &

n=2

.1.2.3 = 1. De méme pour
1 1
M=1+3=4 et gn+)n+2D=¢.2.3.4=4

Admettons D’exactitude de la relation pour la
racine n, c’est-a-dire admettons que, pour un n dé-
terminé, on ait

H”=%n(n+l)(n+ 2)

Le pyramidal de racine (n + 1) s’obtient par défi-
nition, en ajoutant a II, le triangulaire de racine

n+1 on%(n+1)(n+2):
L= i@+ D+ + 0+ D0+
—le+De+m+

ce qui est conforme a la formule a démontrer.

La loi est donc héréditaire, c’est-a-dire que si
elle est vraie pour n, elle est vraie pour (n + 1).
Mais elle est vraie pour n = 1, elle est donc vraie
pour tout n.

Nous venons ici d’utiliser un raisonnement par
récurrence ou induction compléte, un des types de
raisonnements les plus utilisés en théorie des
nombres.

Le triangle arithmétique

Les nombres naturels, triangulaires, pyramidaux,
apparaissent dans le triangle arithmétique, que I'on
trouve au Moyen Age, par exempie en Chine et dans
des manuscrits byzantins, trés connu des algébristes
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de la Renaissance, mais étudié d’une fagon systé-
matique au XvII® si¢cle par Blaise Pascal :

1

L.k

FEEES ;

T e e
3 AT Al SR B |
105430 220115543
33

15,20, 15 6. &

Chaque nombre du triangle est obtenu en ajoutant
le nombre qui le précéde dans sa colonne au nombre
qui préceéde celui-ci dans sa propre ligne horizontale.
En numérotant les colonnes & partir de 0, indice de
la colonne des unités, et en numérotant les lignes
a partir de I'indice 0, réservé a la premiére ligne qui
ne contient qu’un seul 1, notons C/; le nombre qui
figure dans la ligne horizontale i, et dans la colonne
verticale j. Alors, la loi de formation du triangle
g’écrit : Ci, = Ci,_, + G-
i =0l i1

Les nombres naturels sont les C1,, les triangulaires
sont les C2,, les pyramidaux les C3. En Analyse
Combinatoire C?, est le nombre de combinaisons
de n objets p a p.

En notant n! (factorielle de n) le produit des
n premiers entiers, on peut écrire

il

GG
La colonne j =1 correspond aux nombres natu-
rels 1, 2, 3, ... Vérifions pour elle ’exactitude de
la formule que nous venons de donner sans justi-
fication :

i ot Oy = Gk, s b d el
j

i i 16884, AGE0) LS
TN = A)lic Ve 128l @) i
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Le naturel de rang i est bien i, et la formule est
vérifiée pour cette colonne.

On peut la vérifier généralement en utilisant
encore ici le raisonnement par récurrence. C’est
ce que fait d’ailleurs Pascal et son Traité est un
des premiers ouvrages oui ce type de raisonne-
ment a été systématiquement et consciemment
utilisé : « Quoique cette proposition ait une infinité
de cas, j’en donnerai une démonstration bien courte,
en supposant deux lemmes.

« Le 1, qui est évident de soi-méme, que cette
proposition se rencontre dans la seconde base (notre
ligne d’indice 1).

« Le 2, que si cette proposition se trouve dans une
base quelconque, elle se trouvera nécessairement
dans la base suivante.

« D’ou il se voit qu’elle est nécessairement dans
toutes les bases : car elle est dans la seconde base
par le premier lemme ; donc par le second elle est
dans la troisiéme base, donc dans la quatriéme, et
a Pinfini. »

Les nombres de Bernoulli

Nous avons, pour définir les nombres triangu-
laires, totalisé les entiers naturels, et trouvé, en
posant

Zn=14+24+34+...+n
_nrn+1) n* =n
it ¢ 3.0

On peut se proposer plus généralement de totaliser
les carrés, les cubes, etc., des n premiers entiers.
C’est ce que firent plusieurs algébristes des xvie
et XvII® siécles, par exemple Faulhaber (1580-1635)
qui poussa jusqu’a la 17¢ puissance, puis Pascal
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qui donna une méthode générale, mais surtout
Jacques Bernoulli, au début du xvie siécle.

11 forme le tableau suivant :

Somme des puissances

En:%n’—{-%n

En’=%n’+%nz+én
Zn”:zl'n‘+%n3+%n'
En‘—én‘+;—n‘+§nsv——3l0n
Zn“—%n‘—{-%ns-}—l%n *_Tlin'
Zn’:;n"—"—%n’—!—%n“*—én’#-ﬁ-z{zn

Puis il ajoute qu’en général

Znt=

1 1 (]
c+1 ~nt o3 0—1
t+1" +2n +2An +

c(c— ;)!(c— 2) Bre—t

cle—1)(c—2)
6

!(c —3)(c—4) Cno—5 +

c(c—l)(c—2)(c—3)(:—4)(¢-—5)(c——6)D"n_.,
8!

Les lettres A, B, C, D, représentent, dans I'ordre,
les coefficients du dernier terme des expressions

de Zn?, Tnt, Tns, Xns, a savoir
i 1
A == 5 B=— 30°

1
C=4—

1

D=—g

5

Chacun d’eux se calcule en complétant la valeur

de Zn® pour n = 1.
Ainsi pour Zn?, premiére des 1

ignes du tableau de

etc...
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Bernoulli que nous n’avons pas reproduites, nous
trouvons, par sa formule,

ol —= lna_‘_,"‘:_'_ An® + Bl_)_MC

ou, en employant les valeurs de A, B, C, qu’il nous
donne,

i1  § @ () 1
Tt = 230 & v RAGET TR e
S v T
En faisant n = 1, on trouve

1 1 % i) 1
= (e b i
ce qui est exact.

Mais le calcul de Zn®, par sa vérification pour
n = 1, nous ferait découvrir ia valeur de D si nous
l’ignorions 3
Zn'=—n°+—n’+ A1+B7635+

8.7‘6.5.4 8.7.6.5.4.3.2
1 Cn® + a1 Dn

ou, en remplagant A, B et C par leurs valeurs
1

Zn‘:én’+§n°+§n7—l'7—5n5+ n® + Dn

Faisons n = 1, il vient :
1 1 2 i 2
= 5 i gedinglanD
2
30"
Les nombres A, B, C, D suffiraient pour expri-
mer Xn?, et l’expressmn de Zn'® donnerait le nombre

ce qui nous permet de calculer D = —

suivant E, & savoir —. Ces nombres rationnels A,

66
B, C, ..., etc., trés importants, en particulier en
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