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PREFACE

Allocution de M. Marc ZAMANSKY
Doyen de la Faculté des Sciences de Paris

prononcée le 6 juin 1963
a I'occasion de I’inauguration du Centre Albert-Chatelet

L’eeuvre scientifique d’Alberl Chalelel s'inscril sous la grande
rubrique : algébre et théorie des nombres.

Le sujel de sa thése se raltache au probléme de la meilleure
approximation de deux nombres donnés par des fractions de méme
dénominateur, dont le grand Hermile disait que depuis cinquante ans
ce probléeme ne cessail de le préoccuper et de le désespérer. A. Chatelel
mel en évidence une siructure périodique des approrimations
simultanées de deux irrationnelles d’un méme corps cubique. Il
généralise ainsi une propriélé des nombres algébriques du second
degré qu’on n’avait pas jusqu’alors réussi a élendre. La méthode de
Chatelet s'élend a des irralionnelles réelles d’un méme corps algé-
brique. Celle méthode use de tableauxr qu’on appelle aujourd’hui
matrices el la thése de Chalelel a contribué a répandre leur emploi.

Par la suile Chalelel étudie nalurellement les relations entre
calcul matriciel et calcul des nombres algébriques. ce qui lui permet
de metlre en évidence un aspect nouveau de la théorie des idéaur
dans les nombres algébriques. L' aspect géomélrique de la théorie des
nombres algébriques dit @ Minkowski est alors associé d I'emploi
des matrices. Chalelel caraclérise alors les groupes abéliens finis,
étudie les équations algébriques donl le groupe de Galois est abélien.
[7n travail sur les corps quadratiques vienl d’élre édité par son fils
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Frangois Chatelet. Il faut encore signaler ses travaur sur les suiles
de composition de Jordan-Holder oii il emploie la théorie des
treillis d peine connue d I'époque.

Son activité de savant ne peut étredissociée de I'intérét aclif qu’il a
loujours porté a I'enseignement et d la diffusion des mathématiques.
On lui doit la publicalion du cinquiéme tome des ceuvres de Henri
Poincaré. Son traité d’algébre, son cours sur le calcul vecloriel qui
préparent 'avénement de [lalgébre linéaire dans I'enseignement
attestent de la maniére brillante avec laquelle A. Chatelel donnait
une vie aux mathémaliques, méme celles que le grand public consi-
dére comme les plus abstrailes. Ses lalents de professeur passionné
des questions d’enseignement le font désigner d la présidence de la §
commission inlerministérielle chargée d’étudier les programmes des
enseignemenls de 1°T cycle des Facullés el des concours d’enirée
aux grandes écoles scientifiqgues. On lui doit ce rapprochement,
une meilleure connaissance de ces deuxr lypes d’enseignements i
voisins, une modernisation des programmes des concours d’enlrée
el la démonsiration du réle de pilole que joue I'Enseignement
Supérieur.

Albert CHATELET, Doyen

En février 1949 Albert Chalelel succéde d Jean Cabannes au
poste de Doyen de la Faculté des Sciences de Paris. Il occupera ce
poste jusqu’en 1954. 11 met au service de la Faculté el de I’ Université
son dé t, sa compélence, sa combativité. La présence d'une
épouse admirable, Uenlourage de ses neuf fils et filles constiluérent
certainement le climat qui lui permil ce grand décanal el dans noltre
gratitude d Uégard d’ Albert Chalelel nous mélons inlimement sa
famille.

Le poste de Doyen devint davantage avec Albert Chatelet un
poste de combat créateur. Il l'occupa avec beaucoup de fermeté d
laquelle il alliait un sourire malicieuz, le sourire d'un homme solide
d la magnifique carrure, parfaitement équilibré, aussi d I'aise dans
la guerre de mouvement que dans la diplomatie.
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Quelques chiffres monirenl ce que la Faculté des Sciences de
Paris devint sous son décanal.

Le budget passe de 1730 000 F a 8 800 000 F.

Le nombre d’étudianis alteint 10 600 en 1953 (il était de 390
en 1890, 4 500 en 1940). Au cours de la période quinquennale de
1949-1953, 850 théses el diplomes de loules catégories sont soulenus
au lieu de 527 dans la période précédente (el 10 en 1815-1820).

En 1954 la Facullé comprend 80 professeurs.

Pour un Doyen les problémes sonl des problémes élémentaires
el chacun sail que ce sont les plus difficiles @ résoudre : hommes, cré-
dils, batimenls.

On doit a@ Chalelel d’avoir démontré combien ces trois aspects
sonl inséparables. Il a soulevé des montagnes, el emporié I'adhésion
de la Direclion de I'Enseignement Supérieur d une politique
d’expansion.

11 construil partout ot il peul. Il occupe un sous-sol, suréléve
U Institul Henri-Poincaré d'un élage, transforme le laboratoire de
Chimie biologique, agrandit le laboratoire d’évolution des étres orga-
nisés, affecte a la physique de I'almosphére la stalion du Val-
Joyeux. On lui doit la premiére emprise sur la Halle aux Vins,
devenue enfin domaine de la Facullé. On lui doit I'implanialion de
grands services dans le lrés beau cadre d’Orsay ot désormais vil el
prospére un ensemble dont I'importance ne fait que croitre.

Mais on lui doil aussi la station d’écologie des Eyzies, I'aide
apportée au laboratoire de Roscoff, les projels de transformation el
d’agrandissemenl de la grande stalion de Banyuls, dotée grace d
lui d’un navire de recherches océanographiques, le rattachement
la Faculté du laboraloire zoologique de Villefranche-sur-Mer. Alberl
Chalelet avait vu I'imporlance pour la Facullé de posséder des labo-
raloire extérieurs spécialisés ; la vocation d’une Faculté des Sciences
est de s’iniéresser a loul, partout ; le doyen Chatelet a donné d la
Faculté les moyens de cetle vocation.

On doil aussi a Alberl Chatelel U'apparition de cours libres
préfigurant le 3¢ cycle acluel. 11 s’agil, si 'on peut dire, du produit
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direct des laboratoires de recherches, de la mise d jour permanente
des connaissances avec la collaboralion de savanls élrangers que
sous son décanat on voit de plus en plus nombreux d la Facullé.

Organisation de cours nouveaux, modificalion de programmes,
nouvelles méthodes administratives par déconcenlralion, partoul il
a laissé sa marque.

Téches apparemment humbles ; ce furent les ldches du Doyen.
Albert Chalelet portail son allention a lous les aspecls car aucun
n’est mineur. Il savail qu'une modification de délail peul avoir
quelques années plus lard des conséquences considérables.

Cela lui ful possible parce qu’il avail une vision de la vie de
I'Université a laquelle tout devail élre rapporié.

(est probablement ici que nous devons chercher I'explication de
son ceuvre, de son rayonnemenl. J'en parle avec émolion car j'ai eu
la joie de connailre Albert Chalelel. Permellez-moi de réserver
quelques inslanls d Uintimité. Des conversalions que j'avais parfois
avec lui dans son bureau de la Facullé, d son domicile, devanl I Ins-
tilul Henri-Poincaré, au lycée Monlaigne ou il présidait la commis-
sion qui porlail son nom, jai gardé le souvenir d'une vie de I'Uni-
versilé donl il paraissait le déposilaire. Sa slature lui permeltail
de porler sans peiner le poids de plusieurs siécles d’hisloire d ravers
lesquels lui apparaissaienl 'unilé el I'universalilé de lespril; d
travers lesquels aussi il porlail témoignage du caraclére essenliel de
U'Universilé qui ne crée chaque jour que pour la génération suivante,
qui est chaque jour Uenfanl émerveillé d’une nouveauté et chaque
jour Uhomme du lendemain riche du passé créateur des hommes.
Albert Chalelel a vaincu la régle par la vie, la raison administrative
par la passion de la jeunesse. Il ful un Doyen de vie et de foi.

e
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« Ce sont ces diverses routes qui ouvrent
les conséquences nouvelles ot qui par des énon-
ciations assorties au sujetlient des propositions
qui semblaient n’avoir aucun rapport dans les
termes o elles étaient considérées d’abord... »

B. Pascar,
Traité du triangle arithmétique.

INTRODUCTION

Le développement de I'’Algebre et de I'Arithmétique a été
considérable pendant ce premier demi-siécle ; il n’a fait d’ailleurs
que continuer les profondes recherches et les remarquables décou-
vertes du siécle précédent ; d’une part en les élargissant, d’autre
part en les rapprochant les unes des autres.

En plus de multiples mémoires originaux, dont font foi
d’abondantes bibliographies, de nombreux traités méthodiques
ont paru ces derniéres années. On trouvera, au chapitre IT (§ 1)
une longue liste d’ouvrages sur la théorie des Groupes et, dans
le cours du livre, des indications de publications sur des théories
particuliéres (lattices ou treillis ; structures ; anneaux ; algébres ;
systémes de nombres hypercomplexes ; idéaux ; matrices ; théorie
de Garois; nombres algébriques ; théorie des nombres; ...).

La Moderne Algebra de B. L. vaN pER WAERDEN (1930-31)
qui embrasse presque tous les aspects de I’Algébre moderne a
connu un grand succes : la 3¢ édition est en cours de publication
et une traduction en langue anglaise a paru en 1949 (par F. BLum
et T. J. BEnac, d’aprés la 2¢ édition allemande). Il convient
d’en rapprocher la IHihere Algebra de H. Hasse (1933-37) et la
Modern Higher Algebra de A. A. ALpert (1936). 11 est également
intéressant de signaler la parution récente de livres de caractére
relativement élémentaire : An Iniroduction to Abstract Algebra

A. CHATELET, T 4
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de Mac Durree (1940); Iniroduction to Algebraic Theories
de A. ALBERT (1941) ; A Survey of Modern Algebra de G. BIr-
kHOFF et de S. Mac LANE (1941) ; Rings and Ideals de H. McCoy
(1948) ; Higher Algebra for the Undergraduate de M. J. WEiss
(1948) ; Lectures in Abstract Algebra ; Vol. 1, Basic Concepts de
N. Jacosson (1951).

Il existe aussi d’importantes publications, peut-étre plus
tardives, en langue francaise. Dans les Elémenis de Mathéma-
lique (en cours de rédaction) de N. Boursaxki, I’Algébre comporte
déja 7 chapitres (5 fascicules de 1942 & 1952) et on peut y ratta-
cher le Fascicule de résultals de la Théorie des ensembles (1939),
ainsi que de nombreux raisonnements des chapitres parus sur
la Topologie et sur les Fonctions d’une variable réelle.

Dans un petit traité d’Algébre absiraite (1936), O. Ore a
présenté quelq ns des problé et des résullats les plus impor-
tanis. Un livre de G. VERRIEsT (1939), quoique plus spécialement
consacré a la Théorie des groupes et & la Théorie des équalions
selon Gavrors, n’en utilise pas moins quelques-uns des concepts
récents de I’Algébre.

P. DuBreiL a fait paraitre, en 1946, le premier tome d'une
Algebre, ou il s’est inlerposé aussi peu que possible entre le lecleur
el la vaste littéralure algébrique actuelle.

Le Livre d’Arithmétique et Algébre modernes, que les Presses
Universitaires de France ont bien voulu accueillir dans la collection
«Euclide », section dirigée par J. CHAzY, s’est inspiré largement de
ces devanciers, aussi bien étrangers que francais. Il est le résultat
de dix années de Cours, & la Sorbonne, dans un enseignement,
puis dans une Chaire (créés & la demande de la Faculté des
Sciences). Quoique les sujets en aient été variables, avec les
années, ils ont presque tous comporté une partie commune
d’algébre abstraite, assurée souvent avec la collaboration de
P. DuBreiL. Quelques rédactions polycopiées (1945 et 1947
1949-50 ; 1951-52) ont précédé I'actuelle mise au point.
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Les tomes II et ITI dont I’élaboration est achevée compor-
teront chacun deux chapitres : « Anneaux et corps. Idéaux
et divisibilité. » « Algébre et arithmétique linéaires. Extensions
finies des corps. »

Une des légeres difficultés de I'Algébre moderne est une
certaine instabilité du vocabulaire et une multiplicité de notations
et de termes, nouveaux et synonymes. C’est la rangon de I'abon-
dance des progres : chaque auteur apportant avec ses découvertes
les mots et les signes qui Iui sont personnels. J’ai essayé de
remédier partiellement & cet inconvénient : en plus d’un lexique
important, j’ai indiqué, au cours du texte, de nombreux renvois
et, souvent méme, des rappels des définitions ou des propriétés
caractéristiques des notions utilisées. Pour Iintroduction de
ces notions elles-mémes, j’ai essayé de me limiter a celles qui
pouvaient avoir des applications dans la suite des exposés
prévus.

J’espére qu’ainsi un lecteur, un peu averti, pourra utiliser
un paragraphe du Livre, ou méme certains numéros, sans étre
obligé ni d’étudier, ni méme de lire méthodiquement, tout ce qui
précéde ; il trouvera notamment, pour les notions importantes,
des définitions directes (parfois surabondantes). J’ai essayé aussi
de limiter les énoncés de théorémes & des propriétés essentielles
qui puissent permettre & tout mathématicien d’en retrouver,
sans peine, les multiples conséquences. C’est dans le méme but
que chaque théoréme important est donné avec un titre qui
rappelle son contenu et que la table des matiéres comporte un
sommaire.

Les paragraphes (§) sont suivis de Commentaires qui donnent
quelques indications, mi-historiques, mi-bibliographiques, mais
qui sont surtout destinés & esquisser I'évolution des idées aboutis-
sant aux conceptions actuelles. Ils sont aussi complétés par des
exercices ; certains sont des illustrations des théories du texte, ils
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en indiquent des applications possibles & des exemples concrets
et & des propriétés connues ; ils montrent la nécessité de certaines
restrictions et de certaines exceptions ; j’espére qu’ils diminueront,
un peu l'abstraction apparente des exposés. D’autres sont des
amorces de généralisations, ou des indications de raisonnements
que le lecteur rétablira aisément dans leur intégralité.

Je serais injuste si je ne disais tout ce que ce Livre doit aux
Professeurs, aux Chercheurs et aux Etudiants, qui depuis cing
ans participent au Séminaire d’ Algébre de la Faculté des Sciences
et y ont fait des exposés, soit sur des théories récentes, soit sur
des travaux originaux, soit sur leurs recherches personnelles.
Je ne saurais trop remercier mon collegue et ami P. DUBREIL,
qui a été le véritable animateur de ce Séminaire. Le travail en
commun ainsi réalisé et les theéses de doctorat nombreuses qu'il
a inspirées ou animées sont la preuve du renouveau dont jouit
maintenant, en France, la Science algébrique et arithmétique.

A. C.

Les renvois au cours du lexle el dans U'index indiquent le chapilre el le numéro
dans ce chapiire.




CHAPITRE PREMIER

NOTIONS FONDAMENTALES

§ 1. Notations et vocabulaires du raisonnement.
§ 2. Algeébre des ensembles.

§ 3. Treillis d’ensembles.

§ 4-1. Correspondances.

§ 4-2. Opérations.

« ... plus on 8'éldve en mathématiques, plus
on a affaire & des étres purement logiques, &
des symboles, plus on va vers une logique
formelle ¢’est-a-dire vers le simple... »

H. LEBESGUE,
Eniretiens de Zurich, dée. 1938,




§ 1. NOTATIONS ET VOCABULAIRE DU RAISONNEMENT

Dans ce paragraphe, je rappelle seulement quelques notations et
quelques termes du vocabulaire de la Logique, plus ou moins utilisés
actuell t en Mathémati et plus spécialement en Algébre.
J’énonce aussi quelques « lois logiques », considérées souvent comme
évidentes (et utilisées implicitement) ; je ne cherche pas a distinguer
méthodiquement celles qu’on peut considérer comme des aziomes et
celles qu’on peut démontrer comme des conséquences de ces axiomes.

Je rappelle seulement que, dans ces premiéres notions de Logique,
comme dans les premidres notions d’Algébre qui suivront, certains
étres —ou certains noms— ne peuvent étre définis seuls, mais seule-
ment par une définition collective, constituée par des relations entre
plusieurs de ces étres —ou de ces noms—.

1. Implication. — Une fleche, placée entre deux relations (1)
—ou conditions— (énoncées ou formulées), considérées dans une
théorie —ou avec des circonstances préalables—

{relation 1} — {relation 2}

désigne une implication, ¢’est-d-dire un jugement, exprimé par

T'un des énoncés suivants, qui sont équivalents —ou syno-

nymes— &

la relation 1, appelée hypothése, enlraine —ou implique— la
relation 2, appelée conséquence — ou conclusion— ;

si {rel. 1} est vraie, {rel. 2} esl vraie ;

pour que {rel. 1} soit vraie ; il esl nécessaire —ou il faut— que
{rel. 2} soit vraie ;

pour que {rel. 2} soit vraie, il suffil que {rel. 1} soit vraie.
(1) Certains logisticiens i le terme proposition, au lieu de relation.

Cependant une relutwn, au sens logique, peut dtre une conjonction (ou une
) (I-5), de plusi propositions, au sens grammatical.




NOTATIONS ET VOCABULAIRE DU RAISONNEMENT. 1-2 7

Le mot « vrai » est ainsi utilisé pour expliquer —ou servir
de synonyme— & P'implication. Inversement I'implication peut
servir & expliquer —sinon a définir— la vérité (mathématique).

Dans une théorie, dont le fondement (systtme —ou conjonc-
tion— de définitions, conventions et hypothéses) est une
relation (complexe), une relation esl vraie quand (et seulement
quand) elle est impliquée par le fondement ().

L’implication est réflexzive (une relation s’implique elle-méme) ;
elle est fransitive (pour le sens général de ces qualificalifs, voir
1-31) :

{rel. 1 —>rel. 2 ef rel. 2 >rel. 3} — {rel. 1 — rel. 3}.

2. Equivalence (logique). — Deux relations sont équivalentes,
dans une théorie, et peuvent se remplacer mutuellement dans
tout raisonnement de cette théorie, lorsque chacune d’elles
implique 'aulre —ou en est une condition nécessaire (conclusion)
et suffisanle (hypothése)—. Cette implication mutuelle est dési-
gnée par une double fleche :

rel. 1 — rel. 2
{rel.l} == {rel. 2} ; . \ion {ei LS e 1}

Elle est souvent exprimée par I'un des énoncés suivants (qui
sont eux-mémes équivalents) et dans lesquels 1 et 2 peuvent
étre transposés -——ou permutés—-

pour que {rel. 1} soit vraie, il faul el il suffit que {rel. 2} soit
vraie ;

{rel. 1} est vraie si el seulement si {rel. 2} est vraie.

On désigne parfois (abusivement) une équivalence par la
seule conjonction lorsque, ou quand, ou méme si (en sous-enten-

(1) La vérité (mathématique) est ainsi une notion essentiellement relative ;
elle dépend du fondement, souvent admis implicitement. Certains théorémes
dg géométrie sont vrais en géométrie euclidienne; ou en géomélrie archimé-
dienne... ; certaines propriétés des polynomes sont vraies pour certains domaines
de coefficients (qui ne sont pas toujours des ensembles de « nombres »)... (Ex. L)
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dant « et seulement »). Cet emploi est notamment fréquent dans
les définitions.

La synonymie d’expression —ou de termes— est une
équivalence (sous-entendu : de définitions ou de vocabulaires).
Des définitions (équivalentes) sont aussi appelées propriélés
caracléristiques de 1'étre défini.

L’équivalence est, comme les implications qui la définissent,
réflexive et lransitive ; elle est en outre syméirique : chacune
des deux relations est équivalente & I'autre.

3. Récurrence. — Le raisonnemenl par récurrence, fréquem-
ment utilisé en Arithmétique et en Algébre, peut étre exprimé
par la propriété (de logique) suivante, souvent considérée
comme un des axiomes de P'arithmétique :

Si, dans une suile (finie ou dénombrable), numérolée, par un
entier (positif) i, de relalions, considérées dans une théorie,
chaque relation implique la suivante :

{rel. i — rel. i+1}; (quel que soit i)

el si la premiére relalion de la suile esl vraie, loule relalion de la
suile est vraie (*).

Pour une suite de deux relations (la théorie constituant une
circonstance préalable permettant d’exprimer la vérité par une
implication) cette loi de récurrence devient une forme de la
transitivité de I'implicalion, ou du syllogisme :

{rel. 2 vraie el rel. 2 >rel. 3} — {rel. 3 vraie}.

(1) Cet énoncé comporte I'emploi des termes : nlzméro, miyaul et: suite ;
premwr, toul et chaque, qui font partie du e de l'arit et
qu'il faudrait, en toute rigueur, erpliq i défi p
(voir les ex. 5145

A. DEnJoY, donL on connait les importants travaux sur « I'énumération
(transﬂme) », pense que cet énoncé peut étre démontré comme conséquence

e pr —ou axi (exposé fait a la Soc. math. de
France (1948) et Congrés de Phlloxaphxe des Sc., 1951).

On sait d’autre part I'importance attribuée par H. POINCARE, 4 1'emploi
du raisonnement par récurrence.
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On retrouve I’expression de la transitivité, en remplagant affir-
mation de la vérité par implication par le fondement de la théorie,
considéré comme une relation numérotée 1.

4. Absurde et contradictoires. — Le raisonnement par I'absurde
utilise, plus ou moins explicitement, les contradictoires des rela-
tions considérées, dont I'existence semble étre une hypothése de
la théorie.

Deux relations 1 et 1” sont conlradictoires, dans une théorie (1)
lorsqu’elles vérifient (la conjonction de) les deux relations sui-
vantes qui sont symétriques (chaque relation est contradictoire
de l'autre) :

{rel. 1 el rel. 1’} est absurde
{rel. 1 ou rel. 1'} est vraie (dans la théorie).

Cette définition peut encore étre exprimée par une alfer-
nalive :

ou bien rel. 1 est vraie; ou bien rel. 1’ est vraie.

Dans cette définition, la vérité a, comme il a été dit, un caractére
relatif ; c’est une implication par le fondement de la théorie.

Par contre I'absurde a un caractére général, il peut étre caractérisé
comme étant une relation telle que :

sa conjonction avec une autre relation est équivalente a ’absurde ;

sa disjonction avec une autre relation est équivalente a cette rela-
tion :

{rel. et absurde} = absurde; {rel. ou absurde} = rel.
L’emploi des contradictoires est fait, implicitement ou

explicitement, par P'application de la loi —ou la régle— de
contraposition.

(1) On adinel parfois que, dans toute théorie, Loute relation a une contra-
dictoire ; par exemple toute « définition d’un mode d’égalité » entraine lexis-
tence de U'inégalité (contradictoire). On peut aussi considérer que cette existence
est une hypothése complémentaire de la théorie qui, dans certains cas, peut
étre abandonnée : on peut concevoir qu'il existe des nombres dont on ne sait
pas « vérifier » s’ils sont égaux ou inégaux.
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On peut remplacer une implication de relations par I'impli-
cation « renversée » —ou converse— de leurs coniradicloires
(BXCAa) RN

{rel. 1 —>rel. 2} = {contr. 2 — contr. 1}.

La contraposition peut aussi étre appliquée partiellement A
un seul terme d’une conjonction de relations

{rel. f el rel. 1} — rel. 2
= {rel. f ef contr. 2} — contr. 1.

En pratique, c¢’est toujours une contraposition partielle (2)
qui est appliquée : la relation f étant le fondement de la théorie
—ou la conjonction des circonstances préalables— (Ex. 7).
Ceci peut d’ailleurs étre mis en évidence en écrivant les impli-
cations (équivalentes) sous les formes qui résultent de la loi
d’importation-exportation (I-6) :

rel. f — {rel. 1 —rel. 2}; rel. f — {contr. 2 — contr. 1}.

En particulier pour démontrer une équivalence de deux
relations dans une théorie, il est assez fréquent d’établir direc-
tement I'une des implications (dans la théorie, ou comme consé-
quence du fondement), puis d’établir la contraposée de I'autre
(Ex. 4) :

rel. 1 ==rel. 2. ou {rel.1l->rel.2 e wrel 2-»rel.l}

peul étre remplacée par :
{rel. 1 —>rel. 2} el {contr. 1 — contr. 2}.

5. Conjonction et disjonction. — On a déja utilisé ci-dessus
les notions (qui sont corrélatives) de conjonction et disjonclion

(1) On peut « démontrer » la loi de contraposition, en utilisant certaines
régles et certains axiomes de la logique, dont, bien entendu, la définition de
I'absurde.

(2) On peut aussi bien démontrer la loi de contraposition partielle que la
loi totale.
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de relations, en les désignant par les conjonctions grammaticales
el, ou (la seconde n’ayant pas, bien entendu, le sens d’alterna-
tive) (1).

On peut les considérer comme des opérations inlernes (1-46)
dans Uensemble des relalions d’une théorie (la conjonction ou la
disjonction de deux relations d’une théorie est encore une relation
de cette théorie). Il en résulte qu’on peut construire, par récur-
rence, la conjonction et la disjonction d’'un systéme d’un nombre
quelconque (fini) de relations d’une théorie.

On applique intuitivement leurs qualilés d’associativité, de
commutalivité et de taulologie (pour le sens général de ces termes
voir 1-45 et 46). Dans la conjonction ou la disjonction d’un sys-
téme (fini) de relations, on peut : permuler les termes, d’une fagon
quelconque ; associer certains d’entre eux et les remplacer par
le résultat de leur conjonction ou disjonction (suivant le cas) ;
supprimer un lerme qui est équivalent a un aulre. Ces modifications
remplacent le résultat primitif par une relation équivalente
(Ex. 2).

La contradicloire du résullat d’une opération (conjonction ou
disjonction), sur un systéme de relations, est équivalenle au
résultat de opération corrélative (disjonction ou conjonction),
sur les conlradicloires des relalions primitives.

contr. {rel. 1 et rel. 2} = {contr. 1 ou contr. 2}
contr. {rel. 1 ou rel. 2} = {contr. 1 ef contr. 2}.

Ces formules sont équivalentes, en raison de la symétrie de la contra-
diction. Elles peuvent étre justifiées par la définition des contradictoires
en appliquant les lois de la logique indiquées ci-dessous.

Elles peuvent étre utilisées pour passer d’une loi a sa corrélative ;
il suffit d’en prendre la contraposée et d’y remplacer les contradictoires
des relations arbitraires par les relations arbitraires.

(1) Certains logisticiens emploient :
& pour et; 'V (initiale de vel) pour ou
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6. Lois de la logique. — En plus de I'emploi qui a déja été
fait des opérations (transitivité de I'implication et expression de
la récurrence ; définition de I'équivalence et de la contradiction),
leurs relations avec I'implication peuvent étre exprimées par un
certain nombre de lois corrélalives (Ex. 7), plus ou moins intui-
tives. Elles sont exprimées ci-dessous pour des couples de rela-
tions arbitraires, numérotées 1 et 2 ; elles s’étendent, par récur-
rence, & un nombre quelconque de relations, numérotées de 1 a n.

Implication des conslituanls :
{rel. 1 et rel. 2} —>rel. i; rel. i — {rel. 1 ou rel. 2}

(i peut étre remplacé par 1 ou 2; dans I'extension & une opé-
ration sur n relations, il peut étre remplacé par un nombre
quelconque de 1 a n).

Distributivité de Uimplicalion, relativement aux opérations
(plus précisément & la conjonction des conclusions et a la disjonc-
tion des hypothéses) :

{h—>rel. 1 et h—rel. 2} = {h—>{rel. 1 el rel. 2}}

{rel. 1 —>c et rel. 2 —>c} = {{rel. 1 ou rel. 2} —c}.

De ces deux lois et de la transitivité de P'implication, on déduit

isé t une loi de binaison terme @ terme, de deux implications
(BEx. 6) :

{eti == 2o {tag it o {2 e 20}
1> 2] 7 {{1 ou 1} > {2 ou 27}}.

Distributivité muluelle des opérations ; chaque opération est
distributive (I-47), relativement & I'autre :

[{rel. 1 et rel. 2} ou h] = [{rel. 1 ou h} el {rel. 2 ou h}]

[{rel. 1 ou rel. 2} el h] = [{rel. 1 et h} ou {rel. 2 et h}].

Les implications gauche-droite de la premiere formule et droite-

gauche de la deuxiéme sont des conséquences corrélatives des lois pré-
cédentes (Ex. 8). Les implications converses (droite-gauche et gauche-
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droite) qui sont aussi corrélatives P'une de I'autre (Ex. 9) peuvent étre
considérées comme des postulats de la logique. Elles sont, peut-étre,
plus évidentes dans application —ou Pillustration— qui en est faite
ci-dessous aux opérations de réunion et d’intersection des ensembles
(I-17). Elles sont aussi des conséquences de la loi suivante (Ex. 10 et 11).

Loi d'importalion-czporlation ; ¢’est une loi formelle, qui, &
une implication par une conjonction d’hypothéses, substitue une
succession d’implications :

[{rel. 1 et rel. 1’} — rel. 2]
= [rel. 1 — {rel. 1’ — rel. 2}].

En passant du premier membre au second, il y a exportation d’une
des relations de la conjonction hypothése (qui peut étre d’ailleurs indif-
féremment 1 ou 1’). En passant du second membre au premier, il y a
importation, de la deuxi®me hypothése, dans une conjonction avec la
premiére.

La possibilité de permutation de 1 et 1’ donne la loi :

N—-{1'-2] = [1"'>{1—>2}]

En appliquant Iexportation a la loi du syllogisme (I-1 et 3), on
peut I'exprimer sans utiliser la conjonction :

{rel. 1 —rel. 2} — [{rel. 2 — rel. 3} — {rel. 1 — rel. 8}].

7. Signes de totalité et d’existence. — J’indique encore, en
considérant comme intuitives leur signification et leurs propriétés,
I'usage des deux signes corrélatifs :

Toul (z); Existe (x); en abrégé Ex. z; ou (3).

Ils quantifient une relation qui « dépend » d’une variable x,
définie dans un certain domaine de variation —ou représentant
des éléments de ce domaine—, qui est un ensemble. (Ex. 13.)
Leur étude se rattache ainsi a celle des ensembles et de I'appar-
tenance.

Ce sont des abréviations de :
pour loute valeur de (la variable) z, la relation est vraie...

il exisle (au moins) une valeur de x, telle que la relation soit vraie...
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11 peut étre de d’utiliser explicit: t l'appart (1-8)
au domaine E, de variation de z : i

la totalité est alors exprimée par une hypothése d’appartenance :
{Tout z, rel. 2} = {z€E —>rel. z};
Vexistence est une possibilité (d’une conséquence ¢, non absurde)
{Ex. 2, rel. 2} = [{x€E et rel. a} — rel. c].

Si le domaine de variation (de la variable) est un domaine
d’un nombre fini n, de valeurs qu’on peut numéroter de 1 & n,
ces signes sont des abréviations d’une conjonction ou d’une
disjonction :

{Toubii, rel. i} = [rel. 1 et rel 2 et ... el velon}

{Ex. i, rel. i} = {rel. 1 ou rel. 2 ou ... ou rel. n}.

Les lois des opérations, étendues par récurrence de 2 et 3 a n,
se généralisent pour les signes de quantification, appliquées & un
domaine d'un nombre quelconque (méme infini) d’éléments.

Implication des constituants : si a est une valeur de z :

{Tout z, rel. 2} — rel. a; rel. a - {Ex. z, rel. z}.

Ce sont 14 des généralisations des lois pour un systéme fini (1-6),
ce sont aussi des relations évidentes —ou manifestement équi-
valentes au sens intuitif des quantifications—.

Disiribulivité de Uimplication, relativement aux quantifi-
cations (totalité de la conclusion, ou existence de I'hypothése) :

[Tout @, {rel. h —rel. a}] = [rel. h — {Tout x, rel. z}]
[Tout z, {rel. x —rel. ¢}] = [{Ex. z, rel. 2} — rel. c].

Pour qu’une méme hypothése k implique chaque relation d’un
ensemble, il faut et il suffit que toutes les relations de 'ensemble soient
vraies, pour que k soit vraie.

Pour qu’une méme 1

o % 1

¢ soit impliquée par chaq ion z
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d’un ensemble, il faut et il suffit que ¢ soit vraie lorsqu’est vraie une
relation quelconque de I’ensemble.
Ce sont encore des équivalences intuitives des quantifications.
Relations avec la conlradiclion :

contr. {tout z, rel. ¢} = {Ex. , contr. z}
contr. {Ex. a, rel. z} = {Tout x, contr. z}.
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EXERCICES (I, § 1)

1. Donner des conditions préalables (sens des lettres et de signes) aux
formules :

{a=da} - faxb=a'xb}; f{a=a ou b=0 = {axb=a xb}.

2. La commutativité de la conjonction et de la disjonction étant admise
pour 2 relations et I'associativité étant admise pour 3 relations, montrer, par
application de la loi de récurrence, qu'elles sont vraies pour un nombre n
entier quelconque, de relations.

3. Former la contraposée de 'implication (ou z est un nombre réel) :
a? =2 —  irrationnel;

rappeler la démonstration de la propriété ainsi obtenue.

4. aet b étant des entiers positifs et p un nombre premier, on peut démontrer
I'équivalence :

(a div. par p ou b div. par p) = (axb div. par p);

(div. abréviation de divisible). En fait, on remplace I'implication droite-gauche
par:

(ax b div. par p el a non div. par p) — (b div. par p).

Vérifier qu'on peut faire ce remplacement en prenant la contraposée,
puis une contraposée partielle. Démontrer I'implication obtenue, pour p = 2,
puis pour p quelconque, par récurrence sur le rang de p, dans les nombres
premiers.

5. On admet, pour les nombres entiers, les propriétés suivantes (d’apreés
B. L. VAN DER WAERDEN et G. PEANO) :

Pour tout nombre entier i, il existe un et un seul suivant, noté i*, dont
il est le précédent. Le nombre 1 est le premier des nombres entiers c’est-a-dire
n'est le suivant d’aucun nombre —ou n’a pas de précédent—. L'égalité de
deux nombres entraine celle de leurs précédents.

Des relations étant numérutées par des nombres entiers successifs et si
h d’elles A; impli sa A+ et sl en outre A, est vraie, chaque
relation A; est vrale ( rincipe du rai t par r

Ceci admls démontrer les | propriétés suivantes.

5-1. Tout entier différent de 1 a un précédent déterminé (défini 4 une
égalité pres). K

5-2. L’addition de deux entiers étant une opération (de signe +) définie
par la relation de récurrence :

=il i = (i)
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démontrer qu'elle est définie, associalive, commulative et aussi unipare, c’est-a-
dire que
{ati=a+i} - i=1i.

5-3. La mulliplication de deux entiers étant une opération, de signe X,
définie par la relation de récurrence :

B L— i () =l XL

démontrer qu'elle est disiributive, pour l'addition des multiplicandes (de
gauche), des multiplicateurs (de droite) ; associative ; commulalive et unipare.
5-4. On définit une relation de comparaison entre les entiers par la condition :

i< j < {Ex.k, (entier) i+k = j}.
Vérifier que cette relation est fransitive. On lui associe la relation réflezive :
i<j2{i<joui=j.
Vérifier que cette relation est encore transitive.

5-5. Démontrer que si un systéme (fini) d’éléments est numéroté par des
entiers successifs, le dernier numéro n est indépendant de 'ordre adopté (c’est
le nombre cardinal des éléments).

On pourra raisonner par récurrence sur n, en montrant que :

(x) Toute permutation —ou substitution— des éléments peut étre
obtenue par une succession de transpositions (1-37), (récurrence sur le nombre n,
trouvé par un premier numeérotage) ;

(£) Le dernier numéro n ne change pas dans une transposition (on 'admettra
pour le cas de n = 2).

5-6. Démontrer que tout ensemble d’entiers renferme un et un seul entier,
au plus égal (au sens de la deuxiéme définition de 5-4) & tous les autres. On
peut se ramener au cas d'un systéme d’un nombre fini de n éléments, puis
raisonner par récurrence sur n.

5-7. Montrer qu'on peut compléter I'ensemble des entiers (positifs) par
I'adjonction d’un nombre 0, qui soit le précédent de 1. Montrer que dans
P’ensemble ainsi complété les opérations ont encore les mémes qualités, a
condition de poser :

i+0=i; ix0=0.

, 5-8. Démontrer que, pour tout couple de nombres entiers (positifs) a et b,
il existe un (et un seul) couple d’entiers (positifs ou nuls) g et r, tels que :
a=bxg+r; 0<r<b.

Raisonner par récurrence sur a, en examinant d’abord le cas de a plus
petit que b.

A. CHATELET, I
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5 bis. En admettant I'existence de la suite doublement illimitée des nombres

entiers :

e S E R AR B TR
avec la relation, en deca de 0 :

suivant de (—suivant de i) = (—i);

reprendre les définitions et les démonstrations des exercices 5-1 4 5-4. Etendre
la propriété de 5-8.

6. Démontrer les lois de combinaison terme a terme (I-6) en utilisant la
transitivité de I'implication et les lois d'implication des constituants et de
distributivité de I'implication.

7. Montrer que les couples de lois de I'implication des constituants, de la
distributivité de I'implication et de la distributivité mutuelle des opérations
sont respectivement corrélatives. On prendra pour cela la contraposée d'une
des lois, en utilisant les régles de construction des contradictoires des opé-
rations.

8. Démontrer les implications des lois de distribution :

[{1 et 2} ouh] — [{l ouh} el 20uh}];
[{1 et h} ou {2 ou h}] — [{1ou?2} el h.];

en utilisant la transitivité de I'implication, I'implication des constituants et
la distributivité de I'implication. Mettre en évidence la corrélation des deux
démonstrations (1, 2, & relations arbitraires).

9. Démontrer que I'une des équivalences de la loi de distributivité
mutuelle entraine 'autre. On pourra utiliser le fait que, dans une conjonction
—ou une disjonction— de plusieurs relations, on peut supprimer I'une d’elles
quand elle est impliquée par —ou qu’elle en implique— une autre ; (consé-
quence de la tautologie, de I'associativité et de I'implication des constituants).
11 n’est pas nécessaire d'utiliser les contradictoires.

10. En utilisant la loi d’exportation, démontrer la formule :
h — [rel.i — {hetrel.i}];

oit h et rel. i sont des relations quelconques. En donnant a i deux valeurs 1 et 2
et en appliquant les lois précédentes de logique, démontrer I'implication :
h — [{lou?} —> {(Lelh)ou (2eth)}];

puis I'implication converse de la deuxiéme formule de I'exercice 8. Généraliser
pour n valeurs de i.

11. Etablir la loi suivante, qui, en un certain sens, est la corrélative de la
loi exportation-importation :

[rel.2 — {rel. 1 ourel. 1’}] == [contr.1 — {rel.2 —> rel. 133
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On pourra appliquer la loi d’exportation a la contraposée du premier
membre de cette formule, puis remplacer la derniére implication de I'expression
obtenue par sa contraposée.

En utilisant cette loi, vérifier la formule :

contr. h — [{rel. i ou h} — rel.i];

en utilisant un raisonnement analogue a celui de ’exercice précédent en déduire
I'implication converse de la premiére formule de I'exercice 8.

12. Donner une justification de la loi de contraposition : en prenant pour
hypothése I'implication {rel. 1 — rel. 2} et utilisant les propriétés de I'absurde,
montrer que : K

[{rel. 1 e contr. 2} ou contr. 1] — contr. 1;
puis appliquer au premier membre la loi de distributivité des opérations.

13. Enoncer quelques exemples d’existence en arithmétique : infinité de
nombres premiers ; plus pelit diviseur premier d'un nombre ; quotient et
reste d'une division. Vérifier que ce sont les possibilités qui servent de pré-
misses —ou hypothéses— pour d'autres propriétés.

14. Dans la généralisation de la loi de distributivité de I'implication relati-
vement aux signes de totalité et d’existence ; exprimer ces signes au moyen
d'une appartenance, puis appliquer la loi d’importation-exportation.




§ 2. ALGEBRE DES ENSEMBLES

8. Ensemble et appartenance. — Les notions d’éfre, d’égalité,
d’ensemble (fini ou infini), d’appartenance d’un étre @ un ensemble,
sont indéfinissables séparément. Elles interviennent dans les
raisonnements (elles-mémes, ou par des locutions synonymes) au
moyen de relations (I-1), entre elles, et avec les notions de la
logique.

L’appartenance d’un étre @ & un ensemble A est exprimée
par l'une des formules, ou 'un des énoncés suivants, qui sont
considérés comme synonymes —ou équivalents— entre eux :
acA; étre a appartient a l’ensemble A ;

a est contenu dans A; a est agrégé a A;
a est un élément —ou une quantité, ou un terme— de A.

Un ensemble (d'un nombre d’éléments) fini sera, plus spéciale-
ment, appelé un systéme et ses éléments en seront les termes.

Les termes d’un systéme peuvent étre, soit numérotés, soit
désignés individuellement (1), par une méme lettre, affectée
d’un indice :

@y wigde AEdtn.

L’appartenance peut alors étre caractérisée par une disjonc-

tion d’égalités (15 et 1-9) :

zeA = {z=0, ou T=a, Ou ... 0U T=day}.

(1) Cette désignation devient pratiquement impossible lorsque le nombre
de termes, tout en étant fini, est trop grand ; d’ou I'usage des points de « sus-
pension ».

Quoi qu’il en soit, on peut considérer que l'appartepancea est, dans le cas

lisat U

fini une exlension, et dans le cas infini une génér ne disj

de deux (ou d’un petit nombre) d’égalités (I-7).
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