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A. Démonstration par récurrence
But : Démontrer qu’une propriété qui dépend d’un entier naturel est vérifiée pour tout n > n0:

Méthode 1

Soit R(n) une propriété dépendant de l’entier naturel n:

1) On montre que R(n0) est vraie. .

2) Pour un entier n quelconque tel que n > n0, on suppose que R(n) est vraie et on montre
qu’alors R(n þ 1) est vraie.
On peut en conclure que pour tout n > n0, R(n) est vraie.

Exemple 1
Montrons que pour tout n 2 N�,

1

1� 2
þ 1

2� 3
þ � � � þ 1

n � (n þ 1)
¼ n

n þ 1
.

Soit R(n) la propriété : «
1

1� 2
þ � � � þ 1

n(n þ 1)
¼ n

n þ 1
». .

(1) R(1) est vraie car :
1

1� 2
¼ 1

2
et

1

1þ 1
¼ 1

2
.

(2) Soit n > 1: Supposons R(n) vraie et montrons que R(n þ 1) est vraie.

1

1� 2
þ � � � þ 1

n(n þ 1)
þ 1

(n þ 1)(n þ 2)
¼ n

n þ 1
þ 1

(n þ 1)(n þ 2)
car R(n) est vraie:

n

n þ 1
þ 1

(n þ 1)(n þ 2)
¼ n(n þ 2)þ 1

(n þ 1)(n þ 2)
¼ (n þ 1)2

(n þ 1)(n þ 2)
¼ n þ 1

n þ 2

Donc R(n þ 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n 2 N�, R(n) est vraie.

Remarque

La méthode 1 n’est utilisable que si la démonstration de « R(n þ 1) est vraie » n’utilise que le
fait que R(n) est vraie et pas R(n � 1) vraie. . .
Sinon, il faut utiliser la méthode suivante.

Méthode 2

Soit R(n) une propriété dépendant de l’entier naturel n:

1) On montre que R n0ð Þ, . . . , R n0 þ pð Þ sont vraies.
2) Pour n > n0 þ p, on suppose que R n0ð Þ, . . . , R n0 þ pð Þ, . . . , R(n) sont vraies .

et on montre qu’alors R(n þ 1) est vraie.
On peut en conclure que pour tout n > n0, R(n) est vraie.

Exemple 2
Soit anð Þn > 0 la suite définie par a0 ¼ 1, a1 ¼ �1 et anþ2 þ anþ1 � an ¼ 0 pour tout
n 2 N:

Montrons que an est un entier relatif pour tout n 2 N:

Soit R(n) la propriété : « an 2 Z ».
(1) R(0) et R(1) sont vraies par hypothèse.
(2) Soit n>1: Supposons R(0), R(1), . . . , R(n) vraies et montrons que R(n þ 1) est vraie.
anþ1 ¼ �an þ an�1, an 2 Z et an�1 2 Z car R(n) et R(n � 1) sont vraies,
donc anþ1 2 Z et R(n þ 1) est vraie.

Conclusion : R(n) est vraie pour tout n 2 N:

. n0 2 N, le plus
souvent n0 ¼ 0 ou 1:

. Ici n0 ¼ 1:

. n0 2 N, p 2 N

Le plus souvent :
n0 ¼ 0, ou 1

et p ¼ 0 ou 1.
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Remarque

Si par définition, on avait eu a1 ¼
1

2
et si on avait oublié de considérer R(1) (qui est fausse

dans ce cas !), on aurait obtenu une conclusion fausse.

B. Ensembles

1. Appartenance

& Un ensemble E est défini lorsque pour tout objet x , on peut dire si x est élément de E ou si
x n’est pas élément de E.
Si x est élément de E, on dit que x appartient à E et on note x 2 E.
Si x n’appartient pas à E, on note x 62 E.
& Deux ensembles sont égaux s’ils sont constitués des mêmes éléments.
& On peut définir un ensemble E en énumérant ses éléments ou en définissant une propriété
qui caractérise ses éléments, c’est-à-dire vérifiée par les éléments de E, et seulement par les
éléments de E.

Par exemple : E ¼ { 0, 2, 4, 6, 8} ¼ {x 2 N=x pair et x < 10 }:

& Par définition, l’ensemble vide ne contient aucun élément, il est noté [.

Notations usuelles pour les ensembles de nombres
& N : ensemble des entiers naturels,
& [1, n] : ensemble des entiers naturels compris entre 1 et n,
& Z : ensemble des entiers relatifs,
& Q : ensemble des nombres rationnels, .

& R : ensemble des nombres réels,
& C : ensemble des nombres complexes.

2. Inclusion

Soit E et F deux ensembles.

F est inclus dans E lorsque tout élément de F est élément de E.
On note alors F � E et on dit que F est une partie de E ou un sous-ensemble de E.
L’ensemble des parties de E est noté p(E).
Par convention, [ 2 p(E) pour tout ensemble E.

Pour montrer que on peut montrer que

E � F ;x 2 E, x 2 F

E 6� F 9x 2 E, x 62 F

E ¼ F E � F et F � E

. x 2 Q, x ¼ p

q

avec
p 2 Z

q 2 N�

�
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