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INTRODUCTION

Ce recueil d’exercices corrigés compléte le livre Probabilité de Ph. Barbe et
M. Ledoux édité dans la méme collection. Il regroupe 'ensemble des énoncés des
chapitres 1 & VIII (excepté 'un d’eux du chapitre VIII); les références au cours
sont notées en caractéres gras et gardent la méme numérotation.

Je remercie trés sincérement Philippe Barbe et Michel Ledoux de 'accueil qu’ils
ont fait & ce projet de rédaction.

Jespére que cet ouvrage constituera une aide efficace et agréable aux étudiants,
en leur rappelant que la recherche active de solutions d’exercices est indispensable
a Passimilation de notions nouvelles et qu’elle apporte souvent plus que la solution
elle-méme.

Je remercie les éditions EDP Sciences et D. Guin, directeur de la collection, d’avoir
accepté et accompagné la publication de cet ouvrage.
Merci enfin & Patrice Lassére pour son aide et ses encouragements.

Cauterets, juillet 2007
Hervé Carrieu






I
THEORIE DE LA MESURE

Enoncés

I.1  Soit £ une partie (fixée) d’'un ensemble (2, et soit
E={AeP(Q): ACE}.

Déterminer I'algébre de Boole engendrée par £.

1.2 Si Ay et A; sont des tribus sur €2, on pose

T={A1NAy: Ay e A1, Ay € Ay }
Z/{:{AluAQ : A1€A1,A2€A2}.

Démontrer que o(7) = o(A; U Ag) = o(U).

I[.3 Soit (2 = 27 x Q2,4 = A; ® Az) un espace mesuré produit. Si A € A,
montrer que pour tout wy € O, la section A, = {we € Qs @ (wy,w2) € A} est
mesurable.

I.4  Soit (fn),cn une suite de fonctions mesurables de (£2,.4) dans un espace
métrique (F,d) muni de sa tribu borélienne. On suppose que f, converge ponc-
tuellement vers f (i.e. pour tout w € Q, lim, .o fr(w) = f(w)). Montrer que f
est mesurable.

Indication : pour tout ouvert U de E et rr € N considérer U, = {a € U d(a. E\

U) > 1/r}. Vérifier que f~Y(U) =, Mo N,



CHAPITRE I. THEORIE DE LA MESURE

1.5 Siz = (z1,...,2,) € R", on note ¢(x) le vecteur = ordonné par ordre
croissant, i.e. dans le cas ol tous les z; sont distincts, on a ¢(z) = (Z14,...,Tnn),
ou Tin = minlgisn x; et

Tip=min({z; : 1<i<n}\{z;n : 1<j<i-1}), 2<i<n.

Montrer que ¢ est mesurable.

Indication : on pourra commencer par montrer que x v— Xy, est mesurable pour
tout 1 < i < n en considérant les ensembles { x;,, < a }oa€R.

1.6 Un exemple d’ensemble non mesurable.

Sur R on définit la relation d’équivalence x ~ y si x —y € Q. En utilisant
Paxiome du choix (si A est une fonction sur un ensemble I telle que A(x) # 0
pour tout x de I, il existe une fonction f telle que f(x) € A(z) pour tout z € I),
construire un ensemble A C [0,1] qui contient exactement un point de chaqgue
classe d’équivalence. Supposons A mesurable, et soit & = A(A4) sa mesure de
Lebesgue. Montrer que si 7,8 € Q et » # s, alors (A+s)N(A+7r) = 8, ou
A+z={y+z:yc A}, et que A\(A+s)=A(A). Remarquer que

1=2(01) <A U (a+n) <A(-1,2) =3.
reQn] -1,1]
En utilisant la o-additivité de A, montrer que cette inégalité conduit d’'une part

4 a =0, d’autre part & o > 0. Conclure.

1.7 Théoréme d’Egorov.
Soit (2,.4, 1) un espace mesuré tel que p(£2) < oo ; on considére des applications
fy fn, n €N, de Q dans R, telles que f, — f p-p.p., c’est-a-dire, telles que

p({w @ falw) A fw)}) =0.

a) Pour n € Net e > 0, s0it Gpe = {w € Q : |fp(w) — f(w)] > €} et
E, .= UmZn Gm . Démontrer que pour tout € > 0,

N(ﬂ U Gm,e) =0
n m>n
et en déduire que limp, o u(Ey, ) = 0.

b) Déduire de la question précédente que pour tous €, > 0, il existe ng € N
et B, 5 € A tels que (B, 5) < ¢ et pour tout w € 2\ B, 5 et tout n > ny,

[fn(w) = flw)l <e.
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¢) Soit @ > 0; pour tout entier p > 1, on pose £, = 1/p, 6, = a/2P, A, = B 5,
et A= Upzl A,. Démontrer que (A) < « et que f, — f uniformément sur
Q\ A

1.8 Soit (2,.A, 1) un espace mesuré. Une partie N C Q est dite y-négligeable si
elle est contenue dans un ensemble mesurable A tel que p(A4) = 0. La tribu B est
dite compléte pour p si elle contient tous les ensembles négligeables.

Si NV désigne 'ensemble des parties p-négligeables, soit

A,={AUN;Ac A, NeN}.

Montrer que A, est une tribu, appelée la tribu p-complétée de A.

1.9 Soient X et Y deux espaces topologiques munis respectivement des tribus
boréliennes Bx et By, p une mesure sur By, et f : X — Y une fonction continue
{-p.p., c’est-a-dire telle que l'ensemble N = {z € X : f discontinue en z } soit
p-négligeable. Démontrer que f est mesurable de (X, Bx) dans (Y, By ) ott Bx est
la tribu complétée de Bx par rapport a pu.
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Solutions

I.1 Notons A Palgebre de Boole engendrée par £. 1l est clair que A contient
toutes les parties de E et toutes les parties de ) contenant E, c’est-a-dire :

{AeP(Q), ACEouADE}.
Et ce dernier ensemble de parties est une algébre de Boole. Ainsi
A={AeP(Q), ACEouADE}
Remarque : c’est aussi 'ensemble de toutes les parties A de §2 vérifiant

ANE=E ou ANE=0.

I.2 Remarquons que les complémentaires d’ensemble de 7, c’est-a-dire les
ensembles de la forme (A; N Ay) = A; U Ay, sont dans U. Cela implique que
o(J) C o(Ud). Par le méme argument on a 'inclusion réciproque et donc l'éga-
lité de ces deux tribus.

De plus, puisque J contient A; et Ao (car A = ANQ), onac(4A1UA) C o(J).
Enfin, une tribu étant stable par union, I'inclusion de A; et A3 dans (A1 UA3)
montre que o(U) C 0(A41 U Az). Ainsi

a(J) =a(A1 U A) = a(ld). |

1.3 Soit M 1’ensemble
M= {A S A, Ywi € Ay, Aw1 € A2}

11 est clair que M contient tous les pavés de A; ® As.
Vérifions que M est une tribu.

— Qe M car 2y € As.
— Pour tout A € M et tout w; € (3, 0n a (Z)w1 = (Ay,) € As.
— Pour toute suite (Ay), de parties de M et tout w; € 23, on a

(U An> ), € 4e

n

Par définition de la tribu A; ® Ag, on en déduit que M = A. |



SOLUTIONS

I.4 Onsuppose donc que Vw € Q, fp(w) — f(w). Par la Proposition 1.1.14,
il suffit de vérifier que, quel que soit 'ouvert U C E, f~}(U) € A. Or pour
tout w € 0 :
we fYU) = flweU
< lim f(w) €U

<= Jr € N, fo(w) € U, & partir d’un certain rang m

= weE Uﬂf;l(Ur)

rm n

Or quels que soient n et r, f,(U,) € A, donc f~1(U) € A. O

1.5 Pour tout a € R,

{zin < a} = (ﬂ{xk < a}> ,

I \kel

ou I parcourt 'ensemble des parties & i éléments de 'ensemble {1,2,...,n}.
La fonction x — z;,, est alors mesurable (voir Exemples 1.1.8 et Proposi-
tion 1.1.14).

Enfin, par la Proposition 1.2.1, ¢ est mesurable. O

I.6 S’il existe z,y € A, distincts, tels que z +r = y + s, alors z et y sont
dans la méme classe d’équivalence, ce qui contredit la définition de A. D’ou
(A+7)N(A+s)=0. On en déduit que la réunion

U @+n

reQni-1,1]

est une réunion de parties disjointes deux a deux.
D’autre part, la mesure de Lebesgue étant invariante par translation, quel que
soit 7, A(A+71)=AA) =a. D'od

)\( U (A—H')): Y o= Y o« (L1)

reQn}—1,1] reQni—1,1] reQn}—1,1]

Etant donné que

U “+rnci-12]

reQn]—1,1]

[
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on a nécessairement

AU | (4+7)) <3,

reQnj—1,1]

et la somme dans (I.1) est donc bornée, d’ott a = 0.
Enfin, par construction de A,

U @+r>i01]

reQn]—1,1]

)\( U (A+r)) > 1.

reQn)-1,1]

Ce qui contredit l'assertion a = 0. Donc la partie A n’est pas mesurable.

.7

a) Notons F 'ensemble mesurable sur lequel la suite d’applications converge
et soit ¢ strictement positif. Par définition, on a

Ywe E, IneN, Vm > n, |fm(w) — f(w)] < e.

Autrement dit

Or u(E) =1 donc

Prenant 'événement contraire, on a

U Gme | =0 O

n m>n

Remarquons que cet événement de mesure nulle est décrit comme 'inter-
section d’une suite décroissante d’événements, car la suite (U, >, Gm.c)n
est décroissante, et la mesure p étant finie, on a (voir Proposition
1.4.3.(iv)) :

p (VU Cme | =limp | [ Gme | =limp(Ene)=0. O

n mz2n m>n
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b) Soit § > 0 et ng € N vérifiant :
Vn > ng, w(Ene) < 0.
On pose B. 5 = Ey, . et donc pu(B; ) < 6.
D’autre part si w € 2\ B, s alors, quel que soit n > ng, w € Gy ¢ et donc

Vw € Q\ Beg, Y > ng, |fulw) — flw)| <e. O

¢) L’ensemble mesurable A vérifie :

A) <D u(4,

p>1

l\DlQ
H

Montrons alors que la suite (f,)) converge uniformément sur 2 \ A.

Soit € > 0 et soit pg € N vérifiant 1/pg < e. On a
wg A==Vp, weA,

En particulier w € A, et donc par construction de A, il existe un ng € N

tel que :
1
Yw e Q\ A, Vn > ng, |folw) — flw)| < ’ <e.
Donc la suite (f,) converge uniformément vers f sur 2\ A. O

1.8 Soit (Ap)nen une suite de parties de A,. On pose alors
A, =ALUN}, avec AL€ A N)CN:eA et p(N2)=0.

U (U)oU),

cA eN

ott UpyNL € N car

UnscUnN: et u(UNg)gZu(Ng)=

On en déduit que UA, € A,,.
Concernant le passage au complémentaire, pour A élément de A,,, on pose

A=A]UN; avec A1 €A Ny CNy et u(Nz)=0.
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On a
Z=A1UN1 :?Hﬂﬁl.

11 est clair que A; € A et d’autre part
M =MU (M \N).
Or Ny \ Ny = Na \ Ny € NV car inclus dans N2. On obtient donc

A= (@ N5 U (@1 (V1 \ W) € A,

- v N —

€A eN
Enfin, il est évident que 2 € A, donc A, est une tribu. O

1.9 On rappelle que f est continue en z si quel que soit W, voisinage de f(x)
dans Y, f~}(W) est un voisinage de = dans X.
Pour tout ouvert O de Y, on a

F7HO) = (FHO)N(X\N)) U (fH(O)NN). (L.2)

Si f continue en z avec, de plus f(z) € O, alors O étant un voisinage de f(z),
f~1(O) est un voisinage de x. Donc f~1(0O) N (X \ N) est un ouvert.

D’autre part f~1(0) N N est u-négligeable car inclus dans N.

Par (1.2), f71(O) est la réunion d’un ouvert et d’un u-négligeable, donc est
mesurable. 0
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INTEGRATION

Enoncés

II.1 Un exemple de fonction Lebesgue intégrable qui n’est pas Riemann inté-
grable : f(z) = Ignpj(z), = € [0,1]. Montrer que [ fdx =0 mais que f n’est
pas Riemann intégrable sur [0,1].

I1.2  Soit (2,4, ) un espace mesuré, et soient A et B deux éléments de A.
Examiner le lemme de Fatou sur 'exemple suivant : fa, = 14, fon+1 = 1.

I1.3 Soit g une mesure de probabilité sur I = [0,1]. On note

m = [;xdu(zx), UZII(m—WQ)Zd/L(l‘)7
a= [;z?du(z) —m? b= (% —m) + [; (1 — z) dp(z).

Exprimer v et b en fonction de a. En déduire que a < 1/4 et que a = 1/4 pour
une unique mesure g que ’on déterminera.

I1.4  Soit (Q, A, ) un espace mesuré, f, f,, n € N, des fonctions mesurables
positives intégrables. On suppose que

fn—Ff ppp et nhl{lo/f" dp = /fdu-

En utilisant inégalité (f — f,,)* < f, démontrer que lim, oo [(f — fn)T du = 0.
En déduire que f, — f dans L!(p).
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10

I1.5 Soit CF(R) 'ensemble des fonctions sur R, infiniment différentiables, a
support compact. Montrer que si A est intervalle ouvert, alors 1 4 est limite simple
de fonctions dans C¥(R), majorées par 1.

Indication : on pourra d’abord considérer Uintervalle [0,1] et les fonctions
xp(—¢/x{l — = L8t el
o exp(—s/a(l —a)) , siwel0 1]
0 st 10,11

En déduire que o(C¥(R)) = B(R) et qu'une mesure p est caractérisée par la
donnée de [ fdu pour toute fonction f € C32(R).

d du d
I1.6  Sip < pg < p3, montrer que Sl R ol e , 43 p.p. Side plus po < p1,
dus — dps dps’
dyio dpy \
alors — = | — , 41 D-p- et p2 p.p.
dp dpe

I1.7 Cet exercice montre que le dual topologique de L>([0,1],B([0,1]), )
L n'est pas L1([0,1],B([0,1]),A) = L. En effet, C[0,1] c L>® C (L)* ou *
désigne le dual. La masse de Dirac §y est dans le dual de C[0,1] par la dualité
(60, f) = [ f ddp = f(0). De plus la norme de 6y € C[0,1]* est 1. Par le théoréme
de Hahn-Banach, montrer que 'on peut prolonger dy en une forme linéaire A sur
L2°, de norme 1. Prouver que A n’est pas dans L1

I1.8 Soit L*([0,1],A) I'espace des fonctions réelles intégrables pour la mesure
de Lebesgue A sur [0,1]. On considére la suite de fonctions
an(t) = 2 +sin(nt) , teR, neN.

a) Démontrer que pour toute fonction f de L([0,1],)), on a

lim ft)an(t)dA(t) =2 F&)dA(®).
e o] [0,1]
Indication : utiliser la densité des fonctions de classe C' dans L'([0,1], )
et inlégrer par parties.
b) Démontrer que pour toute fonction f de L'([0,1], ), on a
lim f(t)

n=o0 Jl0,1] an(t)

dA(t) = g/ F(£)dA()

ou § = fo (2 + sinu) "L du.
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Indication : utiliser la densité des fonctions en escalier dans L'([0.1].0).
¢) Prouver que 8 # 1/2.
II.9 Sur un espace mesuré (2, A, u), soient f et g deux fonctions intégrables
positives ou nulles telles que [ fdu = [gdp = 1. On définit les mesures (de

probabilité) P et @ de densités f et g par rapport & u. Si [|[P — Q| désigne la
distance en variation totale définie par

IP — Q| = sup |P(A) — Q(4)]|,
AcA

démontrer que

1
IP=all = [17 - sldu.

11
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Solutions

12

II.1  L’ensemble QN|0, 1] est dénombrable, donc de mesure de Lebesgue nulle.
La fonction f est nulle A-presque partout donc son intégrale de Lebesgue est
nulle.

En revanche si £ désigne 'ensemble des fonctions en escaliers sur [0, 1], on a

1 1
sup{/ u(w)daz,ueg,ugf}:o et inf{/ v(x)dw,veg,vzf}zl.
0 0
Ce qui prouve que la fonction f n’est Riemann intégrable sur [0, 1]. O

11.2 Pour la suite (f,) définie par fo, = 14 et fopt1 = 1p,0n a
hmlnffn = ]lAmB.

Le lemme de Fatou :
/lim inf f,(t) dt <lim inf/ fn(t) dt,
n n

donne donc ici :
P(AN B) <inf{ P(A), P(B) }.

I11.3 Par des calculs élémentaires, on obtient :

v=ag et b=-—a.

4

D’autre part [, z(1 — ) du(x) > 0 car la mesure p est portée par [0, 1]. Donc
b est positif et a < %.
Sip=24(8 +6)alorsm=1/2etona

b=(%—m)z+/lm(1—m)du(ﬂc)=0.

Pour prouver 'unicité de p, il suffit de remarquer que a = 1/4 implique b =0
et par suite

m=1/2 et /Ix(1 — 2)dp(z) = 0.

Ainsi, la mesure y est portée par I'ensemble { 0,1 }. D’autre part [, zdx = 1/2,
donc p(0) = p(1), d'ott pu = 3(8o + 61). O
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II.4 On applique ici le théoréme de la convergence dominée a la suite

(f - fn)+ :
(f = f)* 2250 et |(f ~ fa) "I = (f — fa)* < f intégrable
d’on
[ = du o,

Le méme raisonnement vaut aussi pour (f — f,)” et donc
J16=siau= [(r-prdus [(¢= g au —0. O
IL.5 On pose € = 1/n et on définit la suite de fonctions (fy) par :

fulz) = {e"p (~msd=s) sizel]

0 , sinon.
Pour tout n, f, € CE(R) et, de plus,

0S fa<l et VEER, falt) — Ljoy(t).

Toute limite simple de fonctions mesurables est mesurable, donc ]0,1[€
o(CE(R)). On en déduit que tout intervalle ]a, b[ est dans o(C5 (R)) car :

VteR, fala+t(b—a)) — Ljgu()-
Donc o(C% (R)) contient tous les intervalles ouverts. De plus tout ouvert est
réunion dénombrable de ses composantes connexes qui sont des intervalles ou-
verts donc o(CP(R)) D B(R). Le caractére minimal de o(CZ (R)) implique que
7(C2(R) = B(R). O
Par convergence dominée, on a

/ fula+ (b — a))) du — p(la,b]).

La connaissance de [ fdu pour toute fonction f € C¥(R) nous donne p(I)
pour tout intervalle ouvert et donc pour tout intervalle. On connait ainsi la
mesure pu sur lalgébre de Boole des réunions finies d’intervalles : y est alors
fixée sur la tribu des boréliens. (voir Proposition 1.4.7) O

13
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D’ou la conclusion :

la chaine est irréductible, récurrente et apériodique si et seulement si k et m
premiers entre eux avec m = 2 ou m impair. La loi limite est alors la loi
uniforme sur E.

Lorsque m et k ne sont pas premiers entre eux et que d = PGCD(m, k), le
nombre de classes est d ou dans chaque classe le nombre d’éléments est m/d.
A lintérieur de chaque classe, la matrice de transition est du type de P ot m
et k sont respectivement remplagés par m/d et k/d.

En identifiant Z/mZ & Pensemble des racines m-iéme de I'unité, noté Up,, si
(en) est une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur (2,4, P)
a valeurs dans {—1,1} et si X est une variable aléatoire définie sur le méme

(Q, A, P) a valeurs dans U,,, alors la suite (X,,) définie par

2ikx
Xn+1 = Xn 65" m

est une chaine de Markov de matrice de transition P.

VIIL.4 Dans tout Pexercice les entiers ¢ et j sont deux entiers fixés distincts.

On pose
A — Z Pk,l-
I#j

Etant donné que les coefficients de la matrice stochastique P sont tous stric-

tement positifs on a, d’'une part 0 < o < 1 pour tout k et, d’autre part,
0 < maxy o < 1. On pose alors p = maxy o.

On va montrer par récurrence sur n que P;{T > n} < p™ pour tout n > 1.
Pour n =1, on écrit :
(T>1}={X1#j} dor P{T>1}=0a;<p.

On suppose alors la propriété vérifiée pour un entier n > 1. Observant que

{T>n+1} ={T > n} N {Xn1 #j},
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on conclura en utilisant un conditionnement par la tribu 7, :

P{T >n+1}= ﬁa(n{T>n}ﬂ{Xﬁ+l¢J})
= Ei (B (Ligsny Lixoaniy | Fn))
= L (1{T>n}E R{Xn+1¢J} l Fn )) car ]l{T>n} € Fn

= L; (1{T>n} Z Oék]l{xn_k}) par la propriété de Markov
Ei(Lir>ny Zpﬂ{ank}) = Ei(Lipsnyp) < pp" = Pt
K

O

VIIL.5 Le fait que le graphe soit connexe implique que la chaine de Markov
est irréductible. On pose

!
Swi et m=y
w = w; € Hi = —
w

On vérifie alors que p est la probabilité invariante en vérifiant que Py = p.
En effet, pour tout ¢, on a :

=ZP',iMj=ZLZjJ
J J

Wi 5 Wj w;

j=y L=y O
~ w; w w

J
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