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Avant-propos

La théorie de la relativité générale constitue, avec la théorie quantique, 'une des
plus grandes avancées scientifiques du Xx° siécle. Le cadre mathématique sur lequel
elle s’appuie est celui des variétés pseudo-riemanniennes, et I'une des découvertes
majeures d’Albert Einstein est d’avoir compris le lien entre la gravitation, la matiére
et la géométrie de notre espace physique rebaptisé espace-temps.

Tout étudiant en physique connait les efforts et la persévérance dont il faut faire preuve
pour comprendre les bases de la relativité générale. Les enseignants en Master, dans
les écoles doctorales ou dans les Grandes Ecoles, savent également les difficultés que
I’on rencontre lorsqu’il s’agit d’exposer une théorie si fondamentale. Pourtant, les
applications pratiques et les conséquences théoriques dans l'astrophysique moderne
sont innombrables et incontournables.

Cet ouvrage de problémes et d’exercices, de difficulté variable, a été construit dans
I'unique but d’aider tout étudiant, chercheur ou curieux souhaitant assimiler les bases
de la relativité générale via la pratique du calcul, tensoriel notamment, et du raison-
nement mathématique et physique. De nombreuses démonstrations de cours, premiers
tremplins vers des calculs plus complexes, sont ainsi intégrées dans des problémes plus
généraux et souvent trés classiques. Chaque probléme ou exercice fait I'objet d’une
correction suffisamment détaillée pour permettre un travail parfaitement autonome
de I'étudiant du Master au Doctorat.

Les deux premiers chapitres sont congus pour amener le lecteur a se familiariser avec
les notions mathématiques essentielles de géométrie différentielle et de calcul tensoriel.
De nombreux points de vocabulaire sont introduits, et I’espace-temps est présenté et
étudié dans le cadre plus général des variétés pseudo-riemanniennes.

Le troisiéme chapitre met ’accent sur le probléme récurrent de la mesure du temps,
des distances et des énergies par un observateur plongé dans un espace-temps courbé
par un objet massif, ou bien artificiellement accéléré au cours d’'un voyage spatial.
Le probléme pratique des systémes de géolocalisation est abordé, tout comme celui
de la gravitation en champ faible faisant le lien avec la gravitation de Newton.
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Les chapitres quatre et cinq abordent 1’étude de ’espace-temps au voisinage des deux
principaux types de trous noirs observés dans I’'Univers que sont les trous noirs & symé-
trie sphérique, sans rotation ni charge électrique, appelés trous noirs de Schwarzschild,
et les trous noirs en rotation mais dénués de charge électrique que ’on nomme trous
noirs de Kerr. Le formalisme 31, utilisé de nos jours dans de nombreuses publica-
tions, est présenté au lecteur.

Le chapitre six propose une introduction a I’étude des ondes gravitationnelles, depuis
la linéarisation de I’équation d’Einstein jusqu’aux conséquences pour la perte d’énergie
d’un systéme binaire d’objets compacts.

Dans le chapitre sept, on introduit le tenseur énergie-impulsion et le tenseur
champ électromagnétique. Divers exemples, comme les célébres équations de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff, permettent de découvrir leur utilisation dans le cadre de I’hy-
drodynamique et /ou de I’électrodynamique relativiste. Le formalisme 3+1 est de nou-
veau abordé et nous conduit a la projection des équations d’Einstein et des équations
de Maxwell. Enfin, une construction du champ électromagnétique dans la magnéto-
sphére d’un trou noir de Kerr est destinée a préparer le lecteur a I’étude du processus
de Blandford-Znajek.

Dans le chapitre huit, c’est une présentation du role de la relativité générale dans la
cosmologie moderne qui est proposée au travers d'une série d’exercices et de problémes
dont certains sont issus du cours donné par Frangois-Xavier Désert en Master 2,
a I’Université Joseph Fourier de Grenoble.

Les notations utilisées, les définitions et les relations fondamentales de la relativité
générale sont regroupées dans un formulaire placé en fin d’ouvrage permettant a
I’étudiant d’avoir un apergu synthétique des bases de la théorie.

D. Gialis
14 juin 2013

Avertissement — Au début de chaque probléme, des lettres indiquent le niveau de
difficulté : [M] signifie accessible dés la premiére année de Master, [MD] signifie ac-
cessible aux étudiants en fin de Master et plus, et enfin, [D] est réservé aux problémes
les plus difficiles de niveau Doctorat.

Notations — La sommation associée aux indices est faite selon la convention
d’Finstein. En revanche, le type de lettres (latines ou grecques) pour lécriture des
indices et la correspondance au type de coordonnées (spatiales ou temporelles) varient
selon les problémes.
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Chapitre 1

Introduction a la géomeétrie
différentielle

[M] ® EXERCICE 1.1

Les notions de base naturelle et de vecteur tangent sont illustrées dans cet exercice
de niveau élémentaire.

Courbes et vecteurs tangents — Dans ’espace euclidien R?, muni de coordonnées
cartésiennes {x, y, z}, on considére un point P de coordonnées (0, 1,0) par lequel
passent trois courbes définies par

Ci(0) = (A 1,0),
C2(€§) = (sing, cos&, §) ,
Cs(p) = (sinh p, cosh p, p + p°).

1 — Calculer au point P, df/dX, df/dg, et df/dp, pour la fonction f telle que
f(l’,y,Z) :1.2 _y2 +22‘

2 — Déterminer les composantes des vecteurs tangents d/d\, d/d¢, et d/dp, a
chacune des courbes, au point P et dans la base {9/0z,0/0y,0/0z}. Que dire
alors des trois courbes 7

» SOLUTION

1 — En dérivant la fonction f par rapport & un parameétre 7 € {\, &, p}, on obtient

df of ox  Of 0y  Of 0z

ar ~ 9z 0r 9y or | 9z o



2 Relativité générale et astrophysique

%:0, g—g:—sing, g—ij):sinhp,

Au point P de coordonnées (z = 0,y = 1,z = 0), c’est-a-dire (A = 0,£ = 0,p = 0),

on déduit
dfy _ ary _ ary _
(&)= (@), (&),

2 — On peut écrire

A _0e0 o 920
dX XN Ox  OXNOdy O\ 0z’
d_wo oo 0:0
d¢ — 9¢ 0x O Oy O 9z
d_0o o 0:0
dp  0pox  Opdy 0Op Iz’
ce qui, d’aprés la question précédente, donne au point P de coordonnées (z = 0,
y=12=0),
d d d
a_(lvoal)v d_g_(]-voa]-)v d_p_(]-aoa]-)a
dans la base {9/0x,0/0y,0/0z}. Les trois courbes sont donc tangentes en P.

[M] ® EXERCICE 1.2

Le but est ici de définir une géodésique sur une surface de I'espace euclidien et d’en
déterminer explicitement les équations.

Géodésiques sur la sphére S; — On se place dans 'espace euclidien R?. Une
géodésique d’une surface S C R? est une courbe +, de classe C* sur I C R, tracée
sur S telle que, pour tout t € I, et tout vecteur T du plan tangent & ~y en t,
(%) 1L T. On admet que cette courbe est un arc paramétré régulier, c’est-a-dire
tel que, Vt € T, %(t) # 0.

Remarque : on notera que 7(t) et ses dérivées (), 5(¢) sont des vecteurs.
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1 — Soit {u,v} un systéme de coordonnées de S, et o une courbe réguliére de S
de classe C* sur I C R. Montrer que, Vt € I,

16O = E(u(t), v(t) (i(t)* + 2 F (u(t), v(t)) (t) 5(t) + G(u(t), v(t)) (0(t))* ,

avec E, F' et G trois applications que I'on exprimera sous la forme d’un produit
scalaire noté < .,. >.
|I?

2 — On admet que la fonction £ : (¢,u,v,u,0) — ||o(t)||* vérifie les équations

d’Euler-Lagrange. Démontrer que o est une géodésique.
3 — Montrer que toute géodésique est parcourue a vitesse constante.

4 — On consideére la sphére Sy = {z € R3, ||z||> = 1}. Soient I CR et y: I — Sy
une géodésique de Sy. Montrer qu’il existe une fonction A : ¢ — < (t),y(¢) >,
telle que 4(t) = A(t) v(t). En déduire les équations des géodésiques sur Ss.

» SOLUTION

1 — On peut écrire, par définition, o(t) = M (u(t), v(t)), avec M un point de o, ce qui
donne

,(t)_aM,+8M,

= YT T Y

avec {OM/0u,0M/Ov} la base naturelle associée au systéme de coordonnées {u, v}
sur S. La norme au carré s’écrit donc

lo(®)||? = E(u,v) 4* + 2 F(u,v) 40 + G(u,v) 9?,

avec

oM oM oM oM oM oM

E(u,v):< %,% >, F(u,v):< %’W >, G(U,’U):< E,W>

2 — Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent
da(ocy o
dt \ du ou

d <a£> or_ o

at\ov) v
c’est-a-dire
d . o oE or .. 0G .,
" (E(u,v)u+ F(u,v)0) = <8uu +28 o+ 5 " > ,

d . .
T (F(u,v)u+ G(u,v)0) =
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De plus,
oM
E(u,v)u+ F(u,v)0 =<7, rm
oM
F(u,v)t+ G(u,v) 0 =<4, 0
ce qui implique

i(E(u,v)’[L—ﬁ—F(u,y)i}):<5— a_M>+<é—’%(a_M> >,

dt " Ou ou
d . . . OM . d [OM
E(F(u,v)u—I—G(u,v)v) —<0,E >4+ < e (E) >
Enfin,
V(OB o O 4y G ) _ M, | O°M o>
2 \ou " 8uuv 8uv B 62“ 8u81}
oM\ . -
dt ou )7
L (OE e 9 08y 4 25 g2 —<Qi—ﬂ+§ﬂ%®d>
A ov ov - 8 v ou? 7’
oM\ . -
dt o )77
Les équations d’Euler-Lagrange donnent donc
<o, % >=0,
<o, W >=0,

ce qui signifie que & appartient au plan tangent a S en t. Autrement dit, o est une
géodésique.

3 — Soit v une géodésique. On a simplement

d
3 (I7) = (<77>)—2<vv> 0,
puisque 4 L 4. La vitesse est donc constante le long d’une géodésique.

4 — La courbe v étant une géodésique, le vecteur Oﬁ, égal a ~(t), est tel que
[[OM]| =1, ce qui s’écrit aussi < y(t),v(t) >= 1. En dérivant deux fois, on obtient
<), 7(8) >+ <A(t),7(t) >=0.

Comme < ¥(t),¥(t) > est constant, on peut définir une fonction A constante telle que

——
At) = — < 4(t),5(t) >= —w?. Cela montre aussi que OM 1 4. On dispose donc,
pour ~, de I’équation différentielle suivante :

¥+wry=0.
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Les géodésiques sur la sphére Sy sont donc telles que

~(t) = v(0) cos(wt) + @ sin(wt).

Autrement dit, une géodésique est un grand cercle défini comme l'intersection de Sy
avec le plan dont une base est {OM,7(0)}, avec OMy = ~(0).

B EXERCICE 1.3

Cet exercice illustre simplement, par I’étude d’un exemple, la notion de métrique
induite, si importante en relativité générale.

Métrique induite — Dans l’espace euclidien R*, muni d'un repére {O, €,, €, €.}
cartésien, on considére une courbe C : s — (z(s),0, 2(s)), paramétrée par son
abscisse curviligne s.

1 — Paramétrer la surface de révolution engendrée par la rotation autour de
laxe (Oz).

2 — Calculer la métrique induite par la métrique euclidienne dans cette paramé-
trisation.

» SOLUTION

1 — Pour obtenir une paramétrisation de la surface de révolution, il suffit d’exprimer
les coordonnées d’un vecteur quelconque de cette surface, qui sont obtenues aprés
rotation d’'un vecteur de la courbe. Cette paramétrisation s’écrira ainsi

B cos(p) —sin(p) O x(s) x(s) cos(p)
Y :(s,p)—~ | sin(p) cos(p) O 0 = | x(s) sin(p)
0 0 1 z(s) z(s)

2 — Un vecteur déplacement élémentaire sur cette surface s’écrit

- 0% %
d¥ = s ds + 3 dp,
avec
o5 [ #(s)cos(n)
o5 @(s) sin(p) | ,
o5 —x(s)sin(p)
5= | = o)
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La métrique induite est donc donnée par
do? = [|dZ]|? = (#(s)? + 2(s)?) ds® + 2(s)* dp?,

en notant #(s) = dz/ds, et Z(s) = dz/ds. La variable s étant 1’abscisse curviligne
sur C, ds? = da? + dz?, clest-a-dire, #(s)? + 2(s)? = 1. Finalement, la métrique
induite est simplement : do? = ds? + x(s)? dp?.

[M] ®m EXERCICE 1.4

Le calcul de P’aire d’une pseudo-sphére dans un espace muni d’une métrique non-
euclidienne est un exercice classique.

Pseudo-sphére en dimension 3 — Soit I'espace R?, muni de la métrique g telle
que g(ds,ds) = ds? = dz? + dy? — dz2. On définit la pseudo-sphére comme étant
la surface US = {(x,9,2) € R3, 22 + y?> — 22 = —1}. On appelle projection
stéréographique, 1'application qui, & un point (x,y) du disque, D, de rayon 2
et de centre N = (0,0, 1), tangent a la pseudo-sphére en N, associe le point
d’intersection de la droite passant par les points S = (0,0,—1) et A = (z,y,1)
avec la pseudo-sphére (voir figure 1.1).

1 — Exprimer, dans le systéme de coordonnées {xz,y}, la métrique induite par la
forme quadratique g sur la pseudo-sphere.

2 — Quelle est 'aire de la pseudo-spheére 7

» SOLUTION

1 — Soit M = (xzap,ynm,2zym) un point de la pseudo-sphére. On peut y associer le
point A du disque en écrivant SM =t SA, avec t > 1. On déduit facilement

{ep=te, yyy =ty, zm =2t —1}.

Comme z%; + y3, — 23, = —1, on a alors ¢ (2% + y? — 4) = —4, et la paramétrisation
suivante pour la pseudo-sphére,

B 4x
xM_4—ac2—y2’
_ Y
wa—m,

4+ 22492
EM = 7% 5

4 — g2 — g2
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S

Figure 1.1 — Projection stéréographique de la pseudo-sphére.

De plus,

dry = xdt + tdx,
dyy = ydt +tdy,
dZ]V[ =2dt.

On peut donc écrire, en réarrangeant les termes,
dad; +dyi; —d23, = (2% +y? — 4) dt? + 2t dt (xdz + ydy) + t* (dz? + dy?).

De Pégalité t (22 +y? —4) = —4, on a la relation (2% +y% —4)dt+2¢ (rdx+ydy) = 0,
ce qui implique

da?, + dy3, — dz3, = % (d2® + dy?).
La métrique induite s’écrit donc

16

— (dz?® 4+ dy?).
(4—1‘2—y2)2(x + y)

do? = da3, + dy3, — dz3, =
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2 — D’aprés la métrique induite, I’élément d’aire s’écrit

16

L’aire de la pseudo-sphére est donc égale a

S = / T 3 dxdy—/ / rdrd9 5y = T00.
4—x o

[M] W EXERCICE 1.5

La dualité métrique est une notion fondamentale pour comprendre les bases du calcul
tensoriel et de la géométrie pseudo-riemannienne. Une interprétation géométrique
vient illustrer ici sa définition et ses propriétés.

Dualité métrique — On se place dans une variété pseudo-riemannienne )V munie
d’une métrique g. En tout point M de V, et pour tout vecteur u de ’espace
vectoriel tangent Tps()), on peut définir une unique forme linéaire u* de T%,(V)
telle que

*:TM(V) — R
v = u(v)=g(u,v).

On dit que u* est associée a u par dualité métrique. Dans une base B = {e,},
les coordonnées covariantes v, d’un vecteur u sont définies comme les coordonnées
de la forme u* dans la base duale B* = {e/} de B.

De la méme fagon, les coordonnées contravariantes u* d’une forme linéaire u*
sont définies comme les coordonnées dans B de 'unique vecteur u tel que,
Yv* € Ty, (V), vi(a) = g*(u*,v*). On dit alors que le vecteur @ est associé a
u* par dualité métrique.

1 — Exprimer les coordonnées covariantes d’un vecteur u en fonction de ses coor-
données contravariantes dans une base B = {e,}, et de g, = g(e,,e,). En dé-
duire les coordonnées covariantes d’un vecteur de la base 5.

2 — Exprimer les coordonnées contravariantes d’une forme linéaire u* en fonction
de ses coordonnées covariantes dans la base B* = {e/}, et de g"” = g*(e", e”),
avec g* le tenseur dual de g. En déduire les coordonnées contravariantes d’un
vecteur de la base B*.

3 — Les formes linéaires associées aux vecteurs de la base B forment-elle une base
de T3,(V)?

4 — Montrer que le produit scalaire entre un vecteur ey de la base B et le vecteur
11 associé a la forme linéaire e de la base B* est égal au produit scalaire entre la
forme linéaire e* et la forme linéaire u* associée au vecteur ey .
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5 — Donner une interprétation géométrique des coordonnées covariantes et contra-
variantes d’un vecteur u en choisissant une base normalisée mais non orthogonale
pour g. Que se passe-t-il lorsque la base est orthonormée ?

» SOLUTION
1 - Si, dans la base B, u = u" e, la définition de u* donne
u*(e,) = g(u" ey, e)) = g u,
et, en posant u* = u, e",
u*(e,) =u,et(e)) =u, 08 =u,,

c’est-a-dire, u, = g, . On en déduit la p-idéme coordonnée covariante, notée (ey),,
d’un vecteur ey de la base B qui s’écrit donc (ey), = gxp-

2 — On pose u = ute, dans la base B, et u* = u,e” dans la base B*. On
a donc d’une part, e’(4) = u"e’(e,) = u”, et, dautre part, par définition,
e’(a) = g*(u*,e") = g" u,. Ainsi, ¥ = ¢" u,. On en déduit la p-iéme coor-

donnée contravariante, notée (e*)*, d’'une forme linéaire e* de la base B* qui s’écrit
donc (e*)H = g,

Remarque : si u* est associée 4 u par dualité métrique, alors 1 = u.

3 — Puisque les formes linéaires {wy} associées aux vecteurs de la base B ont pour co-
ordonnées les composantes covariantes du tenseur métrique, on a : det g # 0 équivaut
a {wy} est une base de T}, (V).

4 — Le vecteur @ associé a la forme linéaire e*

scalaire est

slécrit 1 = gM e,, donc le produit

glex, 1) = g™ gler,e,) = g™ gru = 1.

Attention, dans cette expression, A est fixé, et la sommation se fait uniquement
sur /... La forme linéaire u* associée au vecteur ey s’écrit u* = gy, e", donc le
produit scalaire est

Mut) =gaugtletet) = g gt =1,

*
g'(e
o1, la encore, la sommation se fait uniquement sur g. On a donc bien égalité des deux
produits scalaires.

Remarque : on notera que g(e,, ) = J2 et g*(e?, u*) = 5.
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principe cosmologique, 291, 340
principe d’équivalence, 335
produit extérieur, 33

produit scalaire, 325

produit vectoriel, 276
projection stéréographique, 6
pseudo-sphére, 6

pulsar, 105

Q

quadri-accélération, 333

quadri-force, 333, 338

quadri-force de Lorentz, 246

quadri-force pure, 246

quadri-impulsion, 333

quadri-potentiel, 244, 339

quadri-vecteur courant électrique, 276,
338

quadri-vitesse, 332

quadri-volume, 331

R

rapidité, 334

redshift, 101, 164, 301

redshift cosmologique, 311, 342
référentiel, 89, 334

référentiel de repos instantané, 95
référentiel en rotation, 92
référentiel inertiel, 334, 335
référentiel localement inertiel, 335
référentiel synchrone, 91

Ricci (équation de), 270

Ricci (identités de), 331

Ricci (tenseur de), 55, 331
Riemann (tenseur de), 55, 331
rotationnel, 276, 328

S

Schwarzschild (coordonnées de), 335
Schwarzschild (métrique de), 111, 335
Schwarzschild (rayon de), 114, 336
Schwarzschild (trou noir de), 111
seconde forme fondamentale, 75

Shapiro (effet), 124

signature, 324

Smarr (formule de), 195
stationnaire (espace-temps), 90, 109
statique (espace-temps), 90, 109
Stefan-Boltzmann (loi de), 306
Stokes, 226

structure différentielle, 324

surface limite de stationnarité, 169
sursaut gamma, 314

symétrie maximale, 291

T

taux d’expansion, 303

temps conforme, 298

temps cosmique, 291, 340

temps propre, 325, 332

temps propre synchronisé, 91

tenseur énergie-impulsion, 239, 250,
333

tenseur champ électromagnétique, 247,
261, 338

tenseur de courbure, 331

tenseur de Maxwell, 244, 246, 338

tenseur de polarisation, 217

tenseur de torsion, 12, 24, 331

tenseur dérivée covariante, 327, 328

tenseur des contraintes, 250, 333

tenseur métrique, 325

tenseur tangent, 74

tétrade, 67, 71, 223

Tolman-Oppenheimer-Volkoff, 263

topologie, 323

transformation conforme, 62, 151

transformation de jauge, 261

transport paralléle, 31, 329, 330

trou blanc, 145, 148

trou noir, 145, 147

trou noir extréme, 182

U
Univers d’Einstein-de Sitter, 313
Univers de de Sitter, 307
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variété différentielle, 324

variété lisse, 324

variété pseudo-riemannienne, 323, 324
variété topologique, 324

vecteur déplacement infinitésimal, 325
vecteur de Killing, 59

vecteur densité d’impulsion, 259, 333
vecteur gradient, 328

vecteur shift, 163, 166, 177, 268
vecteur unitaire, 325

vitesse conforme, 300
vitesse coordonnée, 102, 333
vitesse de récession, 301

W
Weyl (tenseur de), 62, 332

Z
ZAMO, 168
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