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Introduction generate

Ce cours est un expose elementaire destine a des etudiants ayant
effectue quatre annees d'etudes mathematiques de niveau universitaire.
On y suppose connus des elements d'analyse fonctionnelle, d'analyse de
Fourier, de theorie des distributions (en particulier Fanalyse de Fourier
dans § et S')- Un rappel des notations, concepts et resultats principaux
utilises dans la suite du cours (avec des references) fait 1'objet du
chapitre 0. En revanche, aucune connaissance en equations aux derivees
partielles n'est requise, bien que le fait d'avoir etc initie au sujet ne puisse
pas nuire.

Ce cours a ete enseigne (sous le titre « Operateurs pseudo-differentiels
et theoreme de Nash-Moser») a 1'Ecole Normale Superieure a partir
d'octobre 1986, dans le cadre du « Magistere de Mathematiques Fonda-
mentales et Appliquees et d'Informatique », a des eleves de deuxieme
annee.

Bien que les themes abordes appartiennent plutot a la litterature de la
recherche, nous nous sommes efforces d'eviter toute discussion savante,
tout « clin d'oeil », toute allusion sibylline susceptibles d'ouvrir des abimes
sous les pas du lecteur. Dans chaque chapitre, est choisie et developpee
une certaine presentation du sujet; le commentaire de fin de chapitre
indique les sources, les variantes, certains prolongements actuels, et les
connexions entre les themes traites.

Enfin, nous avons rassemble de nombreux exercices, repartis en deux
classes. Certains, elementaires, sont destines a faciliter et a controler
1'assimilation du cours. D'autres, plus complexes, et marques d'une
etoile (*), presentent des developpements recents qui ne sont parfois
publics que dans des articles : que leurs auteurs nous pardonnent cette
simplification ! Ces exercices, contrairement a ceux de certain(s) traite(s)
fameux, peuvent etre effectivement resolus par de vrais etudiants, comme
1'experience de 1'enseignement a TENS 1'a montre.

Nous avons souhaite que ce texte puisse etre egalement utilise par des
chercheurs comme une introduction simple et auto-contenue a des sujets
qui ne leur sont pas familiers.
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La double destination de ces notes nous a conduit a leur garder leur
brievete, au prix parfois d'une certaine densite du texte (que nous croyons
neanmoins accessible aux etudiants motives). Nous avons pense en
particulier a de nombreux collegues de « Mathematiques Appliquees »
desireux d'utiliser le theoreme de Nash-Moser dans leur recherche ou de
se mettre au courant de 1'analyse microlocale, sans entrer dans les arcanes
de la litterature specialisee : ils pourront lire les chapitres voulus indepen-
damment les uns des autres.

Le choix du materiel presente tient aux gouts personnels et aux
domaines de recherche des auteurs, qui croient par ailleurs qu'on ne peut
esperer resoudre certains problemes (non lineaires) difficiles en faisant
1'economie des operateurs pseudo-differentiels.

Les auteurs reconnaissent leur dette envers de nombreux mathemati-
ciens (cites dans les commentaires) qui les ont inspires pour la presentation
des sujets abordes, et tout particulierement envers L. HORMANDER,
auquel les chapitres I et III.C doivent 1'essentiel de leurs contenus
mathematiques. La bibliographic presentee en fin d'ouvrage indique les
sources utilisees.

Nous avons cherche, tout en presentant des concepts importants qui
sont les points de depart de nombreux developpements recents, a aboutir a
de vrais theoremes : regularite elliptique microlocale, propagation des
singularites, existence de solutions de systemes hyperboliques quasi
lineaires, existence de plongements isometriques, theoreme de Nash-
Moser. Le plan de 1'ouvrage est le suivant:

— On expose au chapitre I la theorie « minimale » des operateurs pseudo-
differentiels, dans un cadre global (sur IR") qui se revele etre agreable dans
la pratique. Les points principaux en sont le concept de symbole, le calcul
symbolique des operateurs, 1'action dans les espaces de Sobolev et
Tin variance par changement de coordonnees. Le texte ne presente
qu'assez peu d'applications concretes, et les preuves les plus techniques
sont regroupees dans 1'appendice, afin de faciliter au lecteur une vue
d'ensemble du sujet. Les exercices du chapitre I, particulierement nom-
breux, introduisent aux multiples variantes de la theorie proposee, et en
presentent quelques applications, notamment a 1'analyse sur les varietes
compactes.
— Le chapitre II regroupe trois themes. Dans la partie A est exposee la
theorie de Littlewood-Paley de « decomposition dyadique » des distribu-
tions : celle-ci systematise le decoupage naturel de 1'espace des frequences
£ selon leurs tallies | £ |, lie au calcul symbolique classique du chapitre I.
Cette theorie tres simple permet d'obtenir rapidement d'interessantes
proprietes des fonctions composees dans les espaces de Sobolev et de
Holder. La partie B presente le concept de front d'onde et ses liens avec
les operateurs pseudo-differentiels : il s'agit cette fois du decoupage
conique de 1'espace des frequences £ selon leurs directions £ e S" ~l, lie
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aux homogeneites des symbdles classiques. Enfm, la partie C contient un
traitement des inegalites d'energie hyperboliques pour lequel les opera-
teurs pseudo-differentiels se revelent etre un outil efficace. La fonction du
chapitre II est done de presenter des applications fort utiles de la « theorie
seche » du chapitre I, tout en preparant le materiel et les concepts dont on
aura besoin au chapitre III.
— Le dernier chapitre discute certains problemes de caractere non
lineaire apparaissant en geometric ou en analyse, et qui peuvent se reduire
a des problemes de perturbation. Le plan du chapitre reflete les differentes
situations qui se peuvent recontrer: situations «elliptiques» ou le
theoreme des fonctions implicites banachique usuel suffit; situations « de
point fixe», comme celles qu'on trouve souvent dans les problemes
hyperboliques non lineaires, ou encore dans le probleme du plongement
isometrique ; situations enfin ou la « perte de derivees » est trop grande,
necessitant 1'usage d'une technique de Nash-Moser. Le theoreme de Nash-
Moser repose entierement sur 1'obtention d'inegalites a priori « douces »
(que les anglophones nomment « tame »); le lecteur, deja familier avec les
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inegalites a priori (presentees au chapitre I et au chapitre III.C), saisira le
concept d'estimations « douces » par son lien evident avec la theorie de
Littlewood-Paley et le calcul paradifferentiel de J.-M. BONY (chapitre
II.A).

Ainsi se trouve etablie 1'unite profonde de ces notes, que Ton peut
schematiser ainsi :

Dans cet esprit, nous avons etc tres heureux de prendre recemment
connaissance du travail de L. HORMANDER [H9], qui eclaire les liens entre
operateurs pseudo-differentiels et paradifferentiels, methodes de point
fixe et theoreme de Nash-Moser.

Finalement, nous tenons a remercier G. BENAROUS et J. B. BOST
(Ecole Normale Superieure, Rue d'Ulm, Paris) pour les precieuses
suggestions dont ils ont bien voulu nous faire part.



CHAPITRE 0

Notations et rappels
de theorie des distributions

Dans ce chapitre, nous introduisons les diverses notations utilisees dans
le cours, tout en rappelant quelques elements de theorie des distributions
et d'analyse de Fourier, qui seront d'un usage constant. Nous supposerons
done, dans les chapitres suivants, ces notions familieres au lecteur.
Neanmoins, un etudiant un peu moins avance pourra trouver les demons-
trations des resultats cites plus has dans le livre de J. CHAZARAIN et
A. PIRIOU [CP] (chapitre I, paragraphes 1, 2 et 4) ou dans celui de
W. RUDIN [R]. Au lecteur ignorant tout des distributions, nous conseillons
la lecture prealable du cours de L. SCHWARTZ [S], tandis que Petudiant
soucieux de tester ses connaissances dans ce domaine trouvera dans
1'ouvrage de C. ZUILY [Z] un grand nombre d'exercices corriges, accompa-
gnes de rappels de cours.

1 ESPACES DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES ET OPERATEURS
DIFFERENTIELS

Soit £1 un ouvert de R". Si k est un entier positif ou nul, nous
designerons par C k ( f l ) 1'espace des fonctions k fois continument differen-
tiables sur H, a valeurs dans C. De meme, C°°(/2) designe 1'espace des
fonctions indefiniment differentiates sur f l . Ces notations s'etendent
d'une part au cas ou fi = M est une variete differentiable, d'autre part au
cas ou 1'espace d'arrivee n'est plus C mais un espace vectoriel topologique
E sur [R : on notera alors Ck(f), E), C00^, E) les espaces correspon-
dants.

Pour k e f^l U (oo), Co(/2) designe le sous-espace de Ck(f2) dont les
elements sont nuls en dehors d'un compact de /2, tandis que C k ( H } est
forme des restrictions a /2 d'elements de Ck(Rn).

Pour noter les derivees partielles d'un element de Ck(H\ nous
utiliserons les multi-indices. Un multi-indice a = (ab ..., a „) est un
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element de N", son module \ a \ est par definition | a \ = a { + - - • + a n, et
*\

on pose or! = a j! ... a „!. Poury e (1, ..., n }, la derivation — sera aussi
dX;

notee 8,, ou 8y lorsqu'aucune confusion n'est a craindre. Pour des raisons
liees a la transformation de Fourier (voir paragraphe 5 ci-dessous), il est

•\
egalement utile d'introduire la notation D,•, = — i — . Une derivation

dxj
d'ordre plus eleve sera alors notee 8a = d"1 ... 8 "" ou Da = D"1... D "".
Nous utiliserons aussi cette convention pour designer les monomes
construits sur les composantes d'un vecteur de R". Ainsi, si x e R",

Un operateur differentiel sur n est une combinaison lineaire finie de
derivations d'ordres arbitraires a coefficients dans C°°(/2). II est dit
d'ordre m si les derivations d'ordre superieur a m n'y apparaissent pas. En
d'autres termes, un operateur differentiel d'ordre m sur n s'ecrira :

ou les aa e CQO(/2) sont les coefficients de P. Sous cette forme, il est aise
de constater que P definit une application lineaire de Ck + m ( f l ) dans
C k ( f l } pour tout k. Le symbole de P est la fonction polynomiale en
£ definie sur /2 x R" par

tandis que son symbole principal d'ordre m (ou symbole principal si aucune
confusion n'est a craindre) est la fonction homogene en £ :

2 DISTRIBUTIONS SUR UN OUVERT DE 1R"

d) On appelle distribution sur 1'ouvert fl toute forme lineaire u sur
Co°(/2) satisfaisant a la propriete de continuite suivante : pour tout
compact K, il existe un entier m et une constante C tels que :

L'espace des distributions sur /2 est note 2)'(/2). II contient en particulier
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1'espace L^fi ) des fonctions localement integrables sur 17, selon 1'identifi-
cation suivante :

/%

Un autre exemple de distribution est donne par la masse de Dirac en un
point. Si XQ G n et <p e Co°(/7), on note (5^, <p ) = <p (XQ).

b) Soit u e 0)' (17). On definit a,w e 0)' (/2) par la formule :

qui, compte tenu de Identification (2.1), prolonge bien aux distributions
1'operateur 3, precedemment defmi sur C](/2). De meme, si a e C°°(/2),
au G 3)' (17) est definie par :

Ainsi, tout operateur differentiel P — Y aa D
a se prolonge en une

application lineaire de 3)'(/2) dans lui-meme, par la formule :

c) Si f l ' est un ouvert contenu dans /2, et si u e 9)' (/2), la restriction
u\n, de w a 17' n'est autre que la restriction de la forme lineaire
u a 1'espace Co°(17') c Co°(l7). On dira alors que w est nulle (resp. de
classe C*) sur /2' si M J ^ , =0 (resp. u\n, peut etre definie par
/eC f e(17') selon la formule (2.1)). Pour que cette definition soit
maniable, il importe que Ton puisse reconstruire .u a partir de ses
restrictions sur les ouverts d'un recouvrement de f l . C'est 1'objet du
lemme suivant.

LEMME DES PARTITIONS DE L'UNITE. Soit (I7y) unefamille d'ouverts de
fl telle que 17 = I ) l 7 y . // existe une famille (<P7) de fonctions telles que :

ii) Pour tout compact K de fl, {/, K D supp p j ^ 0 } est fini.
iii) Z)a«5 17, V <py- = 1. (Cette somme est bien definie d'apres ii).)

Outre les references deja citees, le lecteur pourra se reporter a 1'exercice
6.1 du chapitre I pour une demonstration du lemme ci-dessus (proposee
sous Fhypothese 17; compact dans 17 ; le cas general en est une
consequence facile).
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A 1'aide de ce lemme, on montre par exemple que, si [^J /2y = fl et si

Ceci nous amene aux definitions suivantes : on appelle support de u
(resp. support singulier de u) le complementaire dans fl des points au
voisinage desquels u est nulle (resp. u est de classe C00). Le support de
w est note supp u ; le support singulier de u est note supp sing u. Ce sont
deux ensembles fermes, verifiant supp sing u <= supp u, et le resultat
precedent se paraphrase par les equivalences :

Enfln, remarquons que si w e C°(/2), le support de u defini ci-dessus
coincide avec Fadherence de {x e fl, u (x) ^ 0}.

L'espace des distributions a support compact dans H est note
8'(/2). II s'identifie a 1'espace des formes lineaires sur Cco(/2), continues
pour la topologie definie par les semi-normes

K parcourant les compacts de fl et m les entiers.

3 CONVOLUTION

a) Soient u et v deux fonctions C°° a supports compacts. On pose :

La fonction u * v ainsi definie est C °° a support compact verifiant:

On Fappelle la convolee des deux fonctions u et v.
On peut bien sur definir la convolee de fonctions moins regulieres.

L'extension la plus naturelle concerne les fonctions sommables : si
u et v appartiennent a Ll(W), alors u * v definie par (3.1) appartient a
Ll(Rn) et on a:

Neanmoins, ce n'est pas cette extension que nous utiliserons le plus
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frequemment, mais plutot celle decrite dans les paragraphes b) et d) ci-
dessous, qui concernent les cas ou «e2)'(IR"), v E Co°(IR"), puis ou
•a CL <T\' {fi$n \ »i <= ?' (W3>n\M G jj (\r& ), V £ G ^Ir4 J.

defmit sur R" une fonction u * u de classe C °°. Cette fonction verifie en
outre :

c) La convolution est a 1'origine du tres utile precede de regular-isation,
que nous decrivons maintenant.

Soit <f e C*(R"), positive ou nulle d'integrale egale a 1, et soit

( x \- ) . Alors, si M e 3)' (IR"), la famille de
£ I

fonctions C°° ue — M* <p £ converge vers u lorsque e tend vers 0, au sens
ou :

L'interet de ce precede d'approximation par des fonctions regulieres est
que le mode de convergence de ue vers u est essentiellement decrit par la
regularite de u. Ainsi, si u e C fc(R"), u£ converge vers u au sens des semi-
normes sup sup | dav (x) |, ou K parcourt les compacts de IR" ; si

xeK | «| ^k

u e Lp($&") ( l ^ / ? < + co), espace des fonctions de puissance p-ieme
sommable, ue tend vers u dans Lp.

De plus, la relation (3.4) montre que le support de u£ est arbitrairement
proche de celui de u lorsque e tend vers 0. A 1'aide d'une «troncature »,
on etend ainsi le precede de regularisation aux distributions definies sur un
ouvert n de IR", montrant par exemple que Co°(/2) est dense dans
LP(O} si p G a, + oo[ et dans 3)'(/2) pour la « topologie faible », i.e. au
sens de (3.5).

d) Pour definir la convolution de deux distributions, on constate
d'abord que, si u e 2)' (IR"), v, <p e Cg°(R"),

ou Ton a pose v(x) = v(- x).
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Apres avoir etendu 1'operateur v >-> v aux distributions par :

on pose, pour u e 0)' (R"), v e 8' (R") et <p E C?(U"),

On definit ainsi une distribution w * v sur R", qui verifie encoje (3.3) et
(3.4), auxquelles on peut ajouter :

Par exemple, si 5 = 80 designe la masse de Dirac a 1'origine, on a, pour
toute distribution M sur R", w * S = u. La convolution des distributions est
fondamentale dans 1'etude des operateurs differentiels a coefficients
constants. On en trouvera une illustration dans 1'introduction du chapitre I,
paragraphe 1.1, oii la preuve de la relation (3.6) est egalement esquissee.

4 NOYAUX

Soient f l { et /22 deux ouverts de R", et soit Ke 0)' (f2l x /22). La
relation :

oii w£Co°( /2 1 ) , v e Co°(/22), u 0 v(xl, x2) = u(x{) v(x2), defmit une
application lineaire AK: C^°(/22)-^3)'(^i)5 continue au sens suivant:
pour tout M e C^°(/21), pour tout compact K de /22, il existe une constante
C et un entier m tels que, Vu e Co°(/22) supportee dans AT,

Lorsque ATe /./^(/ij x /22), la relation (4.1) s'ecrit plus familierement:

De facon generale, la distribution K est entierement determinee par la
relation (4.1), et est appelee le noyau de 1'operateur AK.

Un theoreme de L. SCHWARTZ assure que tout operateur
A : Co°(/22) -> D'(^i), continu au sens de (4.2), admet un noyau.
Neanmoins, nous n'utiliserons jamais ce theoreme dans la suite, car les
operateurs que nous manipulerons ont des noyaux aisement identifiables.
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