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Préface

Les mathématiques jouent un réle essentiel dans le monde contempo-
rain, dans des domaines aussi variés que la technologie, l'ingénierie, les
communications, la finance, la recherche scientifique, etc. Il n’est donc
pas surprenant que les mathématiques soient I'un des piliers des études
scientifiques et d’ingénieur a ’Ecole polytechnique fédérale de Lausanne
(EPFL).

Ce manuel a été concu pour aider les étudiants a bien réussir leur
premiere année d’études a 'EPFL. Il peut étre utile a la fois comme pré-
paration avant d’entamer les études et comme support durant la premiere
année. Il présente des concepts de base des mathématiques, sous la forme
de problémes a résoudre aussi bien que de notions théoriques. Souvent, ces
sujets ont déja été étudiés, mais on a constaté de grandes différences entre
les étudiants, les uns présentant des lacunes, alors que d’autres semblent
plus a l'aise. Cet ouvrage fournit ainsi un support utile a tous.

On notera que ce manuel n’est pas un exposé détaillé et qu’il n’est pas
prévu pour remplacer d’autres ouvrages. Il est plutot un outil qui devrait
permettre de tester les capacités a résoudre un probleme donné, en faisant
appel au raisonnement autant qu’aux connaissances. C’est d’ailleurs pour
cette raison qu’il commence par des problemes de révision.

Si, apres quelque temps de réflexion, certaines méthodes de résolution
font défaut a I’étudiant, la partie théorique de cet ouvrage devrait lui
fournir le fil conducteur de la solution ou contribuer a lui rafraichir la
mémoire. Pour cette raison, les chapitres sont tous structurés de la méme
maniere, en trois parties :

1) énoncés des exercices ;

2) notions théoriques liées aux exercices ;

3) solutions des exercices, plus ou moins détaillées.
Ce qui est essentiel pour I’étudiant qui résout tel ou tel probleme proposé
est de se rendre compte des éventuelles lacunes qui pourraient se révéler.
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Par conséquent, I'important n’est pas de mémoriser le plus grand nombre
de résolutions apparaissant dans ce volume, mais d’acquérir un savoir-faire
dans chacun des sujets traités.

L’EPFL remercie les trois auteurs, Yves Biollay, Amel Chaabouni et
Joachim Stubbe, pour leur patient et remarquable travail d’élaboration
de ce manuel.

Section de mathématiques de 'EPFL



Connaissances préalables requises

Il est important que 1’étudiant sache quels sont les sujets qui ne seront
pas enseignés durant la premiere année a ’EPFL et ce qui est attendu de
lui. Voici I’essentiel :

» Les notions de base de géométrie du plan et de ’espace sont supposées

connues. Elles apparaissent dans les sections 4.1 et 4.2.

Les principes fondamentaux de la trigonométrie et du calcul des fonc-

tions trigonométriques sont aussi considérés comme acquis. Ils sont

présentés dans le chapitre 5.

o Pour le reste, les notions développées dans les autres chapitres de ce
manuel ne font pas formellement partie des connaissances préalables
requises. En effet, elles sont reprises, approfondies et généralisées du-
rant les cours de premiére année de 'EPFL (cours d’analyse du pre-
mier semestre et cours d’algebre linéaire). Cependant, elles sont trai-
tées a un rythme rapide et soutenu et elles ne sont exposées qu’une
seule fois, ce qui correspond aux exigences habituelles du travail uni-
versitaire. Par conséquent, il est tres utile que les futurs étudiants aient
déja rencontré certains de ces sujets. Lorsque des notions ont été vues,
méme succinctement ou rapidement, il est d’autant plus facile de les
revoir et de les assimiler en profondeur.

Il est impossible de fixer de maniere rigide une liste de connaissances
préalables requises, d’une part en raison des bagages tres variés des
étudiants qui commencent 'EPFL et qui proviennent d’horizons di-
vers, mais aussi et surtout parce que la possibilité de suivre avec suc-
ces des études universitaires dépend beaucoup plus d’autres facteurs
que d’une liste de connaissances préalables. Parmi ces facteurs, men-
tionnons la capacité de travailler de maniere autonome, ’aptitude au
raisonnement, la rapidité d’apprentissage, la ténacité dans la résolu-
tion de probléemes, la curiosité intellectuelle, I'indépendance, qui sont
toutes des qualités intrinseques de I’étudiant qui ne peuvent se réduire
a un inventaire de connaissances.

Notons enfin qu’une trés bonne accointance avec les notions étudiées
dans I'enseignement secondaire supérieur et un solide bagage en ma-
thématiques sont autant d’atouts pour bien réussir les études. Cepen-
dant, ’expérience montre aussi qu'un déficit initial peut étre comblé
par un étudiant motivé lorsqu’il s’investit fortement des le début de
I’année.
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Problemes de révision

SUJET PRINCIPAL DE CHAQUE PROBLEME

PR.1 Démonstration par récurrence.

PR.2 Résolution d’inéquations.

PR.3 Application de I'intégration au calcul d’aire sous une courbe.
PR.4 Extremum et dérivation.

PR.5 Fractions rationnelles : intégration.
PR.6 Trigonométrie : théoremes et formules.
PR.7 Géométrie analytique : droites et cercles.
PR.8 Extremums d’une fonction rationnelle.
PR.9 Asymptotes.

PR.10 Extremums d’une fonction.

PR.11 Limites a l'infini.

PR.12 Limites.

PR.13 Nombres rationnels.

PR.14 Nombres naturels.

PR.15 Valeur absolue.

PR.16 Logarithme.

PR.17 Analyse combinatoire.

PR.18 Equation irrationnelle.

PR.19 Représentation paramétrique du cercle.
PR.20 Formule de Heron.

PR.21 Fonctions trigonométriques réciproques.

PR.22 Suite convergente.



2 Enoncés des probléemes de révision

PR.23 Tangentes communes.
PR.24 Etudes de fonctions.

PR.25 Probleme 1 (obligatoire) du sujet de mathématiques niveau normal
de 'examen fédéral de maturité, automne 2004.

PR.26 Probleme 1 : analyse (obligatoire) du sujet de mathématiques ni-
veau avancé de ’examen fédéral de maturité, printemps 2004.

PR.27 Probléme 1 : géométrie (obligatoire) du sujet de mathématiques
niveau supérieur de I'examen fédéral de maturité, automne 2005.

ENONCES DES PROBLEMES DE REVISION

EPR.1] Montrer que le nombre N,, = n® —n est divisible par 5 pour tout
n nombre naturel > 1.

On considere un rectangle ABCD ayant le coté AB plus petit
que le coté BC, d’aire égale & 48 cm? et inscrit dans un cercle de rayon
5 ¢cm. On place un point E sur le ¢c6té CD a z cm de C (z > 0) et un
point F' sur le ¢c6té CB & px cm de C (p > 0). Déterminer les valeurs de
p pour lesquelles on peut construire un triangle isocele AEF de base EF.

EPR.3] Calculer 'aire A du domaine limité par le graphe de la fonction

(2) 7 —2e" —3e™ "
xr=—
4 et —2

I'axe Ox et les droites x = In2 et z = 31In 2.

Soient I' le demi-cercle de rayon 1 centré a l'origine, A un point
de I' d’abscisse a > 0, D son symétrique par rapport a 'axe Oy, E et F
respectivement les projections de D et A sur axe Oz, C la projection
de A sur 'axe Oy et B lintersection de 'axe Oy avec 'arc AD de T.
Déterminer pour quelle valeur de a l'aire ABCDEFA (voir figure ci-
contre) est maximale.
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A
B
D / C A
E 0 F

3
a) Montrer que 7;%51;“ > 1 pour z > 0 et en déduire que

3 —4z% + 8z + 10
2 +1

fz) =

est positif pour z > 0.
b) Calculer 'aire A du domaine compris entre le graphe de f, son asymp-
tote oblique et les droites x +y+2 =0,z =0et x = 6.

EPR.6/ On considere un triangle ABC tel que AB = 4, CAB = a et
ACB = 2a. Déterminer pour quelle valeur de @ > 0 aire S(«) du triangle
ABC' est maximale.

EPR.7] Pour quelle valeur de m la droite § d’équation y = 2mx est-elle
tangente au cercle v de rayon 2 centré au point 2 de coordonnées (m,0) ?
EPR.8] On consideére les segments

dl = Pl (Oa I)Q(za 1) et d2 = P2(27 O)Q(27 1)

et soient 7; les cercles de centres ; € d;, de rayon r;, passant par P;,
i = 1,2. Déterminer I’équation que doit satisfaire 1 pour que la somme
des aires des disques de frontieres ; soit minimale lorsque les cercles sont
tangents extérieurement I'un a 'autre.

EPR.9) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour que la fonction

az® +bz? -2z +3
22 4 cx +2

fx) =

admette comme asymptotes les droites x = 2 et y = 2z + 3.
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EPR.10/ Quelles sont les dimensions du vase de volume maximum dont
la forme est un cylindre de révolution d’aire totale égale & 1 m?.

EPR.11) En utilisant I'égalité lim, o (1 + %)T = e, déterminer a: pour
que

r—0T xr—00

2x
L= lim (1+22)%%+a lim < ° > =0
r+1
EPR.12] Calculer les limites suivantes :

(\[—QSina)2 (* = (7 + 1)z +7) sin (77;1‘>
lim et lim

L P L S gy e ey e e e

a) Démontrer que la racine carrée d’'un nombre entier positif
N est dans Q si et seulement si N est un carré, c’est-a-dire si N = K2,
K eN.
b) Soient p’ # p” deux nombres premiers > 1. Le nombre /o’ + /D" +
\/p'p" est-il rationnel 7

EPR.14) On consideére les nombres naturels formés des chiffres
ag = 4704170427‘ .., 024

a; € {0,1}, 1 < i < 24. Montrer que si 'on retrouve 13 fois le chiffre 0,
ces nombres ne peuvent étre les carrés d’'un nombre naturel.
EPR.15) Montrer que si y # 0, |%| = % et que Hm| — |y\| < |z —yl-

EPR.16] Trouver la condition nécessaire et suffisante portant sur a # 1, b
et ¢ pour que

log.,,a+log, ,a=2log.,,a log. ,a

On considere les voyelles a, e, i, 0, u et les consonnes m, n, p,
r, s, t.
a) Combien peut-on former de mots de 5 lettres distinctes contenant 2
consonnes et 3 voyelles ?
b) Combien peut-on former de mots de 7 lettres distinctes contenant 3
consonnes et 4 voyelles, dont o et u apparaissant dans cet ordre (on
souhaite avoir le son « ou »)?
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EPR.18) Peut-on trouver x € Q de telle sorte que

\/2p(p—\/]3+1)+x=3\/ﬁ—1

si p est un nombre premier > 17 Si z existe, déterminer alors p.

EPR.19] Deux points P; (¢ = 1,2) décrivent des cercles I'; de centre
Q; et de rayon r; dans le méme temps. Les cercles I'; sont donnés par :
Iy : Q= (8,4), 1 = 2; T'y passe par l'origine et Qs = (2,2). Sachant
N . g P 7’ N 7’ .
qu’a chaque instant I'angle entre Q1 P et 2P est égal & 7, déterminer
I’équation cartésienne du lieu I' des points M, milieux des segments Py Ps.

EPR.20/ Démontrer la formule de Heron : I’aire d’un triangle de cotés a,
b, ¢ et de périmetre 2p est égale & \/p(p — a)(p — b)(p — ¢) (sect. 5.9).

EPR.21) Rendre la plus simple possible I’expression

1-1
a:arcsin(2t—1)—|—2arctan\/T7 0<t<1

EPR.22| Déterminer « et 3 pour que la suite de terme général

1
n?+1

[oz(n2 —n) (1 + sin? %) + B(n? + n) cos ’Il7Ti|

Ty =
converge vers 3.

EPR.23] Déterminer le point I d’ou ’on peut mener les tangentes com-
munes aux cercles I'; d’équation 22 + y? = 25 et I'y d’équation z2 + y? =
50 — 14z — 2y.

EPR.24] a) Etudier la fonction g(z) = In(1 + |sinz|).

b) Etudier la fonction f(z) = v/23 — 3z + 2 et en tracer le graphe v;
déterminer, s’il existe, le point T' de v ayant une tangente parallele a
son asymptote 6.

a) Etudier la fonction f(z) =z + 1 — €*.
Donner : domaine de définition et éventuelle parité, asymptotes, dé-
rivée de f, tableau de variation de f et les éventuels extrema, repré-
sentation graphique de f (la dérivée seconde n’est pas demandée).
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b) La courbe de la fonction g(z) = 1 — 2 — e admet-elle une asymptote
oblique ? Si oui, déterminer cette asymptote.

¢) Pour quelles valeurs de a € R les fonctions données par une expression
du type h(z) = a(z + 1) — e* admettent-elles un maximum ?
Donner, en fonction de a, les coordonnées du maximum de h.

d) Calculer laire du domaine limité par les courbes de f, de g et les
droites d’équation x = 0 et = 10.

EPR.26]/ On considére la suite de fonctions réelles (f,,),en+ définies par

Fal@) = {m”eac siz <0

2"In(x) siz>0

Soit (Cy,) la courbe représentant la fonction f,.

a) Vérifier que les fonctions f,, sont continues en z = 0. Pour quelles
valeurs de n € N* les fonctions f, sont-elles dérivables en x =07

b) « Etudier les intervalles de croissance et de décroissance de f1 (n = 1).
« Calculer les coordonnées du point d’inflexion de f.
« Représenter la courbe (C1). (On ne demande pas 1’étude complete
de la fonction.)

¢) Calculer laire A, (k) de la région déterminée par le graphe de f, et
laxe des abscisses dans Uintervalle [k, 1] ou 0 < k < 1.

Mont lim A,(k)=
ontrer que lim (k)

k>0

W7 pour tout n € N*.
n

EPR.27] Dans I’espace muni d’un repere orthonormé on donne les points
A(0,1,3), B(4,3,1), C(6,1,—-3) et D(4,-3,1)

a) Déterminer 1’équation cartésienne du plan ABC.

b) Trouver des équations paramétriques de la hauteur issue de C' dans le
tétraedre ABCD (droite normale au plan ABD et passant par C).

¢) Calculer I'angle aigu que forment les plans ABC et ABD.
d) Calculer la distance des deux droites gauches AB et C'D.

e) Déterminer le centre P de la sphére circonscrite au tétragdre ABCD,
ainsi que son rayon r. Ecrire ’équation de cette sphere.



