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CHAPITRE 1

Fondements de I’électrostatique

Présentation

La section 1 définit le champ d’induction ; la loi d’induction sous forme locale suit
et nous terminons cette section par 1’énergie électrostatique. Les conditions d’équi-
libre sont discutées, par le moyen de la méthode des multiplicateurs de Lagrange, a
la section 2; elles nous permettent d’introduire le champ électrique et le potentiel
scalaire ; I’électrostatique linéaire est ensuite examinée avec le tenseur diélectrique.
Comme exemple, on donne la boule chargée. La force sur une charge rigide et la loi
de Coulomb sont examinées aux sections 3 et 4. Le déplacement conservatif de la
charge fait ’objet de la section 5 et les conducteurs ainsi que leur loi de force sont
étudiés a la section 6. La force sur un diélectrique est alors traitée a la section 7 et
le tenseur de Maxwell qui permet d’exprimer la force électrostatique totale a I'aide
d’une intégrale de surface est finalement introduit a la section 8.

1.1 Définitions de la charge électrique
et du champ de déplacement

Diverses expériences permettent d’observer quantitativement la présence de
charges électriques avant toute explication théorique. Ces charges sont des gran-
deurs essentiellement liées a la matiere et constituent une nouvelle propriété de
celle-ci. Il apparait que le nombre qui mesure une charge est soit positif, soit négatif
suivant la nature de celle-ci.

Nous désignons par )y la somme algébrique de toutes les charges contenues
dans un volume V' ; cette grandeur manifestement extensive peut, dans le cas d’'une
distribution continue de charge, s’exprimer par l'intermédiaire d'une densité sca-
laire :

Qv = /V (dVe)(), (11.1)



2 Définitions de la charge électrique et du champ de déplacement

o 4Q(#)
. i
€T) =
@ =@
est la densité de charge électrique, dQ(¥) étant le nombre de charges (positives et
négatives) contenues dans dV (7).

Si la distribution de charges est discrete, nous avons
Qv = Z q;-
i

Loi d’induction

Nous appelons champ de déplacement (ou induction électrique) et nous notons
D(Z) : {D¥a', 22 23)} le champ vectoriel contravariant défini par la loi

C.Qu = fv (d7, D)(#) (11.2)

oit d'7 (¥) est I'élément de surface extérieure et ot C, est une constante dépendant
du systeme d’unités choisi.

Fig. 1.1.1 Eléments de volume et de surface extérieure.

Cette loi exprime que le flux du champ ﬁ(f) a travers la surface fermée entourant
le volume V' est égal a la charge totale @)y contenue dans celui-ci. Dans le cas d'une
distribution continue de charge, cette loi peut s’exprimer sous forme locale. Pour cela,
rappelons quelques notions d’analyse vectorielle : si @(Z) est un champ vectoriel,
on peut lui associer le champ scalaire diva(#) défini par

o o
divad(xg) = A\%Iio N AVo(da ,@)(Yo)

et alors, en divisant le volume V' en éléments AV :

/V (aVdiva)(7) = lim_ D (AVpdiva)()

AVp

—im 34 @5 a0 = fv (A7, 3)(7),
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ce qui conduit au théoréeme de Gauss :

/V (dVdiva)(z) = 7{ (d7, )@,

\%4

En appliquant ce théoréme a notre loi de production, nous obtenons
C.Qv = § (@7 D)(@) = [ (@vaivD)(z).
v v
Pour une distribution continue :
v = [ @@
v

et alors

/V (dV(C. q — divD))(Z) = 0.

Comme nous n’avons fait aucune hypothese sur le volume V', celui-ci peut étre
arbitraire ; nous avons donc en chaque point :

divD(Z) = C. q(Z), (1.1.3)

ce qui constitue la loi dinduction sous forme locale.
Cette loi montre que les charges sont les sources du champ de déplacement 5(:?)

Un systéme est dit électrostatique et est noté 2(¢4) lorsque ses propriétés peuvent
étre décrites par le champ D(Z).

Il apparait donc une nouveauté. Jusqu'ici nous n’avons considéré que des sys-
temes formés d’une collection d’objets physiques, alors que £(¢4) est formé d'un
champ. Désormais cette grandeur doit étre considérée comme une réalité physique
(au méme titre que la masse par exemple) et non plus seulement comme un artifice
mathématique.

11 faut bien remarquer que les sources du camp (les charges) n’appartiennent pas
au systeme électrostatique X4 puisqu’elles constituent une propriété de la matiere
qui elle en est absente.

Comme nous le verrons tout au long de ce chapitre, définir un tel systeme n’est
pas stérile, bien au contraire.

L énergie de ce systeme doit étre une fonctionnelle de D(Z) :
U = ye(z, D(z)].

L’énergie étant une grandeur extensive, elle peut s’écrire sous la forme

UED[B()] = / 4V (F)u[z, D)), (1.1.4)

ot u® [z, D(Z)] est la densité d’énergie électrostatique.



4 Conditions d’équilibre
1.2 Conditions d’équilibre

Un systeme est en équilibre lorsque les grandeurs qui le caractérise sont indépen-
dantes du temps. En particulier, d’apres le premier principe de la thermodynamique,
son énergie doit étre constante (systéme fermé) et minimum, c’est-a-dire

MU =0 et §PU>0.

L’énergie de notre systeme électrostatique étant une fonctionnelle de ﬁ(f), nous
allons imposer une variation d D(Z) autour de la valeur de ce champ a I’équilibre et
exprimer que son effet sur I’énergie est nul (en vertu du premier principe).

Cette variation 513(5) n’est toutefois pas arbitraire, car il faut toujours que le
champ vérifie la loi d’induction :

(divD — C. ¢)(Z) = 0.

Nous sommes donc ramenés a rechercher les conditions rendant la fonctionnelle
UC)[D(.)] minimum, la fonction D(F) étant soumise & la contrainte

(divD — C. q)(Z) = 0.
Or, nous le savons, un tel probleme se résout facilement par la méthode des multi-

plicateurs de Lagrange.

Mais alors, il faut bien remarquer qu’en fait il existe une infinité de contraintes :
une en chaque point Z du systeme, et comme a chaque contrainte doit étre associé
un multiplicateur, nous aurons un champ scalaire ¢(z) de multiplicateurs.

Définition du champ électrique

On appelle champ électrique E(f:) . {Ei(z', 22, 2%)} le champ vectoriel cova-
riant défini par

1 ueL)[Z, D(Z)]
—FE(7) = _ 1.2.1
.50 = "3 (121)
(ce qui constitue une relation phénoménologique).
Par suite : )

- ou' , 1 ,

du (%, D(Z)] = —=-0D" = —E;6 D’

u [$, (Z’)] 3DZ Ce ?

c’est-a-dire :
', D(Z)] = U(E,(SD).

e
La méthode des multiplicateurs de Lagrange consiste d’abord a former la fonction-
nelle :

—

Y[B()] = UD[B()] - /

\%4

v @)0@) ( graivD - ) @),

e

puis a chercher les conditions de minimum de cette fonctionnelle.
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a) condition d’extremum : §MW[...] =0 :
V9] =4 [ av |u[z, D(7)] —¢(:U)<5d1VD—q) (@)
v

= /V dv (Z) {516(6”[5, D(Z)] — ¢(Z) (Cidiwsﬁ —0

e

SN—
—_
—
8
N—

_ /V V(@) [(E,6D) — pdivéD) (@) = 0.

Pour continuer, il faut faire appel a l’analyse vectorielle.

(—
A un champ scalaire ¢(Z) nous pouvons associer le champ vectoriel grad ()
défini par

T — . <— —
gradp(Z) = lim (da ) (o).

AVo—0 AVy Jav,
Cherchons a transformer

div(pd)(#) = Jim | § (07 08) (7).
1

Ecrivons : @(#) = dq) et ¢(Z1) = ¢q). Si ¥ est voisin de Z, nous avons la formule
des accroissements finis

— — —

(p@)(§) = daypq) +(@(Y) — dw)) ea) + du) (9(F) — va))
~—— ~— ~~

cte cte cte
+(@(9) —dw)(e(9) — ),
%2 g;dre
ce qui conduit a
. =\ [ = . 1 — —
div(pa@) (1) =0+ @@y lim (do,ad)(y)

1 —_—
AVi—0 AV) Jav,

— 1- <— ) — ]
+ (G i, 57 T Y

On a donc
. — — . — — —
div(¢d)(Z) = (¢diva + (@, grad))(Z)

et, sous forme intégrale,

/V (dVdivyd)(7) = fv (d'T, 0d)(7) = /V (dV pdiva)(7) + /

| (av(@ grad) ) @),

d’ou le théoréme de Green :

[ @vedva @) = § @7 0@ - [ (Vrade.a) @

\%
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Utilisons ce théoréme dans I'expression trouvée pour §VW[...] = 0; il vient

SO ] = Ci /V<dV(‘E + imad 6,65)) () — Ci fv(d?, 6D)(7) = 0.

e €

Nous choisissons 6D = 0 sur la surface limitant V (quitte a prendre s'il le faut
V =V, ). Par suite :

74 (@7, $6B)(F) =0,

o

et il reste ]
sOw[. ] = —/ (dv(E + grad ¢, (513)) (Z) = 0.
C. Jy.

Or dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange, 5ﬁ(f) est tout a fait arbitraire
dans V ; il s’ensuit que la condition d’extremum de W[...], équivalente & celle de U,

est donnée par :
%

H
E (%) = —grad ¢(2), (1.2.2)
ou ¢(Z) est le potentiel scalaire.

H
Nous voyons que dans un systeéme électrostatique, le champ électrique £ (Z)
dérive d'un potentiel scalaire ¢(Z).

b) Condition de minimum :

dPW[..] > 0: W[...] étant une fonctionnelle extensive, nous pouvons écrire

] = /V (@Ve)(@)

et
A / (dV ;0 DY)(Z)
14
avec "
oY 1 — ou'e" 1 —
Vi = 55 Ce( +eradig) = — 5 + ce ¢
La deuxiéme variation est, puisque ¥[...] est une fonctionnelle exensive,
dDw[.] = / (dVappd D' D*)(Z) > 0
1%
avec )
a U el.
Yir, = (Yi) = ADODF
Les variations 0 D% et §D* étant arbitraires, les conditions de minimum de ¥[...],
équivalente & celle de U(°!)][...], sont données par :

2ul)[Z, D(T)]
{ D@D ) } > 0. (1.2.3)



Fondements de 1’électrostatique 7

Electrostatique linéaire

L’¢électrostatique est dite linéaire, lorsque la densité d’énergie électrostatique est
une forme quadratique en D' :

u[z, D(T)] = 1 D¥(Z)DF (). (1.2.4)

2, ™
Dans ce cas particulier,
E; = (Uszk)(f>

La condition de minimum de U gécrit alors :

{Ciemk(f)} > 0.

Soit : C, > 0; alors {n;x(Z)} > 0. De plus, puisqu’on a une forme quadratique, le
tenseur 7, est symétrique : 9y = Nri = Ngk) -

Si det  # 0, il existe un inverse ()% tel que (n=!)*n, = 6. Nous écrivons
généralement : (n71)* = € et €*(Z) est appelé le tenseur diélectrique.

Dans le systeme X(¢4) | € (%) doit étre considéré comme une propriété de I’ espace.
(ce n’est que dans un systéme matériel que €*(¥) caractérise une propriété de la
matiere, celle d’étre « diélectrique » cf. sect. 1.7).

Nous pouvons alors écrire

et vérifier que {¢*(7)} > 0.

a) si 'espace est homogeéne, c’est-a-dire si
Nik(Z) = (T + AZ) = 1, et €8(2) = €*(Z + AZ) = €,

alors n;;, et €* sont des constantes.

b) si l'espace est isotrope, c’est-a-dire si

Nik(Z) = giun(T) et €*(Z) = g™ e(D),

alors : ipe™ = 6f = ging™n e =medoun ="t

Nous avons : D¥(F) = ¢g*eE;(Z). Si nous choisissons un espace euclidien carté-
. =8
sien : g;, = ¢'*, alors :
D(Z) = (%) E(Z).
Nous constatons que c’est uniquement dans le cas isotrope et homogene que nous

avons la relation bien connue : D(Z) = ¢ E(Z) ou € est alors appelé « constante
diélectrique ».

Pour simplifier certains problémes, des auteurs considérent 7;(Z) comme la mé-
trique d’espace du syteme 2(¢0).
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Exprimons maintenant 1’énergie électrostatique U(°*)[...] du systéeme. La forme
quadratique

u(E, D(@)] = o=

peut s’écrire, puisque F; = 1;, D*,

iz, B(#) = (B, D)@
u'“’ ¥, D(T TR T),
et alors
1 =
U] = / dV(E,D))(Z
— e
En vertu du théoreme de Green, puisque F = —grad¢, 'on a

U = —5o [ (v (Erado, B)) @

— 2é€ {/v(dwpdivﬁ)(f) + fv(d?,aﬁﬁ)(ﬁ)}-

Par normalisation, nous posons ¢(oco) = 0 ce qui ne change en rien les propriétés

=
électriques du systeme car, de par sa définition, £ = —grad¢, le potentiel n’est
défini qu’a une constante pres, que l'on peut se donner arbitrairement.

Il s’ensuit que pour V = V., le second terme est nul et il reste
ple) — - / (dV ¢ divD)(Z).
2C. Jv,
Comme divﬁ(f) = C.q(Z), I'expression de I'énergie électrostatique est donnée par

Ul = % / (dV ¢ q)(). (1.2.5)

[eo]

Au vu de ce résultat, on serait tenté de croire que la densité d’énergie électrostatique
du systéme peut s’écrire

ul) = §(¢ q)(T)

bien qu’elle soit différente de

1 <« -
(el.): E . D)Z).
W) = 5 (B, D)(@)

En fait seule cette derniere doit étre considérée comme valable car la premiere s’ex-
prime a l'aide de grandeurs étrangere au systeme (telles que ¢(Z) par exemple).
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EXEMPLE : BOULE CHARGEE DE RAYON R
— <
Calculer les champs D(Z) et E (%), ainsi que 1'énergie électrostatique crées par
une boule de charge () répartie de facon homogene et isotrope placée dans le vide.

1'3

=3
(=}
—
=
S~—

z! R r
Fig. 1.2.1 Coordonnés sphériques Fig. 1.2.2
Prenons les coordonnées sphériques {r, 0, v}, alors
D = [/1D, + [0} Dy + [#] D,-

Grace a I'homogénéité de la distribution de charges, il n’y a pas de position privilégiée
parmi les rotations : il y a symétrie sphérique et D est radial et alors

D = [F1D,(r).
La distribution de charge est
@ pour rr < 7
q(r) =} (4/3)nR3 -
0 pour r > R.

La loi d’induction

j[(d?,ﬁ) - (Je/ dV q
1% 1%

donne, lorsque V' est une sphere de rayon r,
43D, [F] = Ce/ drr2drq(r).
0

Cela conduit a

D,(r) = 4:; /0 4rr?drq(r)
et nous obtenons
%é pour r < R
Dr(r) = 0722 1
Y _  pourr > R.

A r?



