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CHAPITRE 1

Electromagnétisme

et groupe affine

Présentation

Apres avoir rappelé ’équation de continuité a la section 1, nous montrons a la
section 2 la covariance des équations de Maxwell par rapport au groupe affine. Les
tenseurs de Maxwell et la force de Lorentz sont ensuite définis a la section 3.

1.1 Equation de continuité

Considérons le volume V' limité par la surface fermée C(y) = 0 fize dans le
temps. Définissons la fonctionnelle F(t) de densité f(Z,t)

F(t) = /V dV (Z)f(Z,1).

Nous avons établi dans le cours de thermodynamique (livre I, section 2.1) 1’équation
de continuité pour f(Z,t) :

(Ouf + Ous) (&,1) = pr(&, ). (1.1.1)
La surface étant fixe, il n’apparait pas de termes de convection. Cette équation

n’impliquant donc pas l'existence d’un champ de vitesse, pourra étre utilisée en
électromagnétisme.



2 Covariance par rapport au groupe affine des équations de Maxwell

1.2 Covariance par rapport au groupe affine
des équations de Maxwell

Dans le systeme de Heaviside, les deux groupes d’équations de Maxwell s’écrivent
(cf. livre II) :
a) groupe inhomogene

N

{H =—(8,D +j
o 0D +3) (1.2.1)
divD = gq,

b) groupe homogéne

s = 1 s
rot B = ——0,B

@ (1.2.2)
divB = 0.

Nous allons montrer qu’en utilisant un formalisme quadri-dimensionnel, il est
possible de les écrire sous forme tensorielle; ce qui revient a montrer qu’elles sont
covariantes par rapport au groupe affine (en abrégé : cov/{A}).

Nous posons a cet effet

1 0
4
=ct, donc =0y = 0y = —
x Ct, n e t 4 81'4’
ounc=1et[v]=1.
Occupons-nous d’abord du groupe inhomogene ; nous avons
(tot H)! = 0, H, — 0, Hy, = 0,D" + j'.
Or H ¢ = H™ ot les indices i, k, ¢ prennent une des trois permutations cycliques de
la suite {1, 2, 3}, donc
s.s.(OpH™* — 0,H" — 0,D") = 0, H* — 9,D" = j"
(s.s. est une abréviation de sans sommation).
On pose par définition :

DI gu Ll _pgu (1.2.3)

et donc
OpH™ — 8,D" = 0, H'™ = j'.
D’autre part on a ' ‘
divD = §;D' = §;H* = ¢.
On pose maintenant par définition :

g% 44 (1.2.4)
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et alors . '
divD = 9;H* = j*.

Les quatre équations du groupe inhomogene peuvent donc s’écrire sous la forme
tensorielle :
0,H = —4°P, (1.2.5)

Nous en déduisons immédiatement 1’ équation tensorielle de continuité de la charge :
OapyH'"" = 0 = —055"

et done
935° = 0. (1.2.6)

Pour le groupe homogene nous avons d’abord :
oy — ”
(rotE)Z-k = 8,E]€ - 8kEZ = —84BZ o

On pose encore par définition :

E, < By ® —By (1.2.7)

et alors :

D’autre part
divB = 8;B' = 8,y + 8By + 8By, = ikl 8; By = 0.
Les quatre équations du groupe homogene s’écrivent donc sous la forme tensorielle :

afy 8, Bs, = 0. (1.2.8)

Remarque.
On peut écrire B
@3y 0o By (= 300 Bpy)) = Jlapr)s
ol japy est la densité de pdles magnétiques isolés.

Si Jlagy # 0, il n’est plus possible de définir un potentiel :
Bag = 8,1A5 - 83Aa ou A4 = ¢

Jusqu’ici jamais de tels poles n’ont éte mis en évidence.

Par (1.2.5) et (1.2.8), nous avons donc bien montré que les équations de Maxwell
sont cov/{A}. Insistons sur le fait que les définitions (1.2.3), (1.2.4) et (1.2.7) sont
les seules qui permettent une transcription tensorielle.

Le fait que les équations de Maxwell soient cov/{A} dans le 4-espace défini plus
haut n’apporte aucun contenu physique nouveau. Ce ne sera que par I'introduction
des postulats de covariance et de constance de la vitesse de la lumiere dans le vide
que nous pourrons physiquement interpréter ce fait.



